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ჟურნალი­„მათემატიკა“

სა მეც ნი ერო­პო პუ ლა რუ ლი ჟურ ნა ლი „მა თე მა ტი კა“ და­
არ სდა 2013 წელს ივ ანე ჯა ვა ხიშ ვი ლის სა ხე ლო ბის თბი­
ლი სის სა ხელ მწი ფო უნ ივ ერ სი ტე ტის 95 წლის იუბ ილ ეს თან 
და კავ ში რე ბით ზუსტ და სა ბუ ნე ბიც მეტყვე ლო მეც ნი ერ ებ ათა 
ფა კულ ტე ტის საბ ჭოს გა დაწყვე ტი ლე ბით. ჟურ ნა ლის შექ მნის 
იდეა ფა კულ ტე ტის დე კანს  რა მაზ ბო ჭო რიშ ვილს ეკ უთ ვნის. 
ჟურ ნა ლის მთა ვა რი რე დაქ ტო რია თე იმ ურ აზ ვეფხვა ძე, მთა­
ვა რი რე დაქ ტო რის მო ად გი ლე – ომარ ფურთუხია. ჟურ ნალ­
ში რამ დე ნი მე გან ყო ფი ლე ბაა, რომ ლებ საც სა რე დაქ ციო საბ­
ჭოს წევ რე ბი ხელ მძღვა ნე ლო ბენ: „მა თე მა ტი კუ რი სკო ლე ბი“ 
(ჯონ დო შა რი ქა ძე) – წარ მო აჩ ენს იმ ქარ თველ მეც ნი ერ ებს, 
რომ ლებ მაც დი დი წვლი ლი შე იტ ან ეს ქარ თუ ლი მა თე მა ტი­
კუ რი სკო ლე ბის ჩა მო ყა ლი ბე ბა სა და გან ვი თა რე ბა ში; „ქარ­
თვე ლი ავ ტო რე ბი“ (გია გი ორ გა ძე) – პო პუ ლა რულ ენ აზე 
გად მო იც ემა მა სა ლა მა თე მა ტი კუ რი ცნე ბე ბი სა და  პრობ ლე­
მე ბის წარ მო შო ბი სა და გან ვი თა რე ბის შე სა ხებ; „თარ გმა ნი“ 
(ილია თავ ხე ლი ძე) – უცხო ელი ავ ტო რე ბის სა მეც ნი ერო­პო­
პუ ლა რუ ლი სტა ტი ები; „მე თო დი კა“ (თე იმ ურ აზ ვეფხვა ძე, 
ქე თე ვან შავ გუ ლი ძე) – მა სა ლა, რო მე ლიც ხელს შე უწყობს 
მას წავ ლე ბელ თა პრო ფე სი ულ ზრდას; „მოს წავ ლე ები“ (თენ­
გიზ კო პა ლი ანი) – მა სა ლა, რო მე ლიც გან კუთ ვი ლია მოს­
წავ ლე ებ ში მა თე მა ტი კის პო პუ ლა რი ზა ცი ის თვის, მა თე მა ტი­
კუ რი ოლ იმ პი ად ებ ის მი მო ხილ ვა, სა ინ ტე რე სო ამ ოც ან ები 
მოს წავ ლე ებ ის თვის; „სტუ დენ ტე ბი“ (თინათინ დავითაშვილი) 
– წარ მო აჩ ენს მა თე მა ტი კის დე პარ ტა მენ ტის წარ მა ტე ბულ 
სტუ დენ ტებს; „კურ სდამ თავ რე ბუ ლები“ (როლანდ ომანაძე) – 
წარმოგვიდგენს მათემატიკის დეპარტამენტის წარმატებულ 
კურსდამთავრებულებს; „თსუ“ (რა მაზ ბო ჭო რიშ ვი ლი) – და­
ეხ მა რე ბა ახ ალ გაზ რდებს სა მო მავ ლო კა რი ერ ის და გეგ­
მვა ში, იბ ეჭ დე ბა მა სა ლა, რო მე ლიც აღ წერს სას წავ ლო 
პროგ რა მებს, თბი ლი სის სა ხელ მწი ფო უნ ივ ერ სი ტეტ ში ჩა­
ტა რე ბულ სა ინ ტე რე სო ღო ნის ძი ებ ებს; რუბრიკით „ჩვენი 
სკოლის ამაგდარი პედაგოგები“ გავიხსენებთ საშუალო 
სკოლის ღვაწლმოსილ მასწავლებლებს.

ჟურ ნა ლი გა მო დის წე ლი წად ში ერ თხელ და ვრცელ დე ბა 
მთე ლი სა ქარ თვე ლოს მას შტა ბით მა თე მა ტი კის სა მეც ნი ერო 
ცენ ტრებ ში, უნ ივ ერ სი ტე ტებ ში, სკო ლებ ში. ყო ვე ლი ნომ რის 
გა მოს ვლის შემ დეგ იმ არ თე ბა პრე ზენ ტა ცია და მოწ ვე ულ 
სტუმ რებს ურ იგ დე ბათ სა ჩუქ რად.

ჟურ ნა ლი იღ ებს სტა ტი ებს ჩა მოთ ვლი ლი გან ყო ფი ლე ბე­
ბის მი ხედ ვით და და დე ბი თი რე ცენ ზი ის მი ღე ბის შემ თხვე ვა ში 
იბ ეჭ დე ბა. სტა ტი ის წარ მოდ გა ნი სას და ცუ ლი უნ და იყ ოს ავ­
ტო რე ბი სათ ვის გან კუთ ვნი ლი ინ სტრუქ ცი ის მოთხოვ ნე ბი.
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აკ­ად­ემ­იკ­ოსი ან­დრო ბი­წა­ძე

სერგო ხარიბეგაშვილი

თსუ ზუსტ და საბუნებისმეტყველო 
მეცნიერებათა ფაკულტეტის დეკანი, 

სრული პროფესორი

თემურ ჯანგველაძე

თსუ ზუსტ და საბუნებისმეტყველო 
მეცნიერებათა ფაკულტეტის დეკანი, 

სრული პროფესორი

ოთარ ჯოხაძე

თსუ ზუსტ და საბუნებისმეტყველო 
მეცნიერებათა ფაკულტეტის დეკანი, 

სრული პროფესორი

მ
ა
თ
ე
მ
ა
ტ
ი
კ
უ
რ
ი

ს
კ
ო
ლ
ე
ბ
ი

2016 წლის 22 მაისს შესრულდა 100 წელი გა­
მოჩენილი ქართველი მათემატიკოსის, საქარ­
თველოს მეცნიერებათა აკადემიის აკადემიკოს­
ის, საბჭოთა კავშირის მეცნიერებათა აკადემიის 
წევრ-კორესპონდენტის, საქართველოს მეცნიერ­
ების დამსახურებული მოღვაწის, 1979-1983 წლებ­
ში ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის 
სახელმწიფო უნივერსიტეტის ილია ვეკუას სახე­
ლობის გამოყენებითი მათემატიკის ინსტიტუტის 
დირექტორის ანდრო ბიწაძის დაბადებიდან. ან­

დრო ბიწაძე მრავალი წლის განმავლობაში ეწე­
ოდა სამეცნიერო და პედაგოგიურ მოღვაწეობას 
თბილისის, მოსკოვის, ნოვოსიბირსკის უნივერ­
სიტეტებსა და ამავე ქალაქების მათემატიკის ინ­
სტიტუტებში. მისი ძირითადი ნაშრომები ეძღვნება 
ელიფსური, ჰიპერბოლური და შერეული ტიპის 
დიფერენციალური განტოლებებისა და სისტემე­
ბის კვლევას, მრავალგანზომილებიანი სინგულა­
რული ინტეგრალური განტოლებების თეორიას, 
ანალიზურ ფუნქციათა თეორიის სასაზღვრო ამ­
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ოცანებს, არალოკალური ამოცანების თეორიას, 
არაწრფივი მოდელების ზუსტი ამონახსნების აგ­
ებას, დრეკადობის მათემატიკურ თეორიასა და 
სხვ. მისი ძალიან ბევრი მიმდევარი და მოსწავლე, 
ასევე თითოეული ქართველი სიამაყით ივსება, 
როცა სამეცნიერო ლიტერატურაში წააწყდება ას­
ეთ ჩანაწერებს: „ბიწაძის განტოლება“, „ექსტრე­
მუმის ბიწაძის პრინციპი“, „ლავრენტიევ-ბიწაძის 
განტოლება“, „ბიწაძე-სამარსკის ამოცანა“, „შებ­
რუნების ბიწაძის ფორმულა“, „ბიწაძის აზრით 
ელიფსური სისტემების სუსტად და ძლიერად ბმუ­
ლობა“ და სხვ.

ზემოთ მოყვანილი სტრიქონების მიღმა დიდი 
პიროვნებისა და სახელოვანი მეცნიერის მეტად 
საინტერესო ცხოვრება და შემოქმედება დგას. წე­
რილის მიზანია მკითხველს გააცნოს მნიშვნელო­
ვანი მომენტები მისი ცხოვრებიდან და სამეცნი­
ერო მოღვაწეობიდან. 

ანდრო ბიწაძე დაიბადა 1916 წლის 22 მაისს 
ქუთაისის გუბერნიის შორაპნის მაზრის ზემო იმე­
რეთის სოფელ ცხრუკვეთში. მისი მშობლები იყ­
ვნენ მარიამ ბრეგვაძე და ვასილ ბიწაძე. მათ რვა 
შვილი ჰყავდათ: ხუთი ქალიშვილი და სამი ვაჟი. 
ანდრო ბიწაძე ოჯახის ყველაზე უმცროსი შვილი 
იყო. 

იმერეთის საოცრებებმა, სადაც ბატონმა ან­
დრომ ბავშვობა გაატარა, მასში სილამაზის მძაფ­
რი შეგრძნება და სრულყოფისაკენ სწრაფვის 
დიდი სურვილი გააჩინა.

დაწყებითი განათლება ანდრო ბიწაძემ სოფ­
ლის ოთხწლიან სკოლაში მიიღო. იგი ათი წლისაც 
არ იყო, როცა ცხრუკვეთის ოთხწლედი წარჩინე­
ბით დაასრულა და ჭიათურის ცხრაწლიანი შრო­
მის სკოლის მეხუთე კლასში გააგრძელა სწავლა. 
მისი დიდი ნიჭიერება და მათემატიკის სიყვარუ­
ლი სკოლის ერთერთმა საუკეთესო პედაგოგმა 
ტიტე ბერიშვილმა შენიშნა. ბატონი ანდრო მას­
წავლებლების შესახებ მოგონებებში წერს: „1930 
წლის პირველი სექტემბრიდან ტიტე ბერიშვილი 
ჭიათურის სკოლაში ტერენტი ტყემალაძემ შეცვა­
ლა. ეს ორი მათემატიკოსი სრულიად სხვადასხვა 
სტილის, მაგრამ ორივე შესანიშნავი პედაგოგი 
იყო„. 1931 წელს ეს სკოლა პედაგოგიურ ტექნი­
კუმად გადააკეთეს. ა. ბიწაძემ მისი დამთავრების 
დიპლომი მიიღო, მაგრამ ორწლიანი პედაგოგი­
ური სტაჟის გავლის გარეშე უმაღლეს სასწავლე­
ბელში სწავლის გაგრძელების უფლება არ ჰქონ­
და. ამის გამო, იგი რამოდენიმე ხანს სხვადასხვა 
სოფლის სკოლაში ფიზიკასა და მათემატიკას ას­
წავლიდა. მისი სწრაფვა ცოდნისკენ დაუოკებელი 
იყო, ამ მხრივ ყველა ბარიერს იღებდა, ენობრივ­
საც კი. ბავშვობაში ჭიათურის სკოლის შესანიშნავი 
მასწავლებლებისაგან ნასწავლი რუსულის გარდა 
ფრანგულ ენასაც ცდილობდა დაუფლებოდა, რა­
თა შეძლებოდა მათემატიკური ტექსტების დედან­
ში გაცნობა.

1935 წელს ა. ბიწაძე ჩაირიცხა თბილისის სა­
ხელმწიფო უნივერსიტეტის ფიზიკა-მათემატიკის 
ფაკულტეტზე. უნივერსიტეტში სწავლისას იგი მე­
ტად გამორჩეული სტუდენტი იყო. მეგობრები მის 
უპირატესობას ერთხმად აღიარებდნენ და დი­
დად აფასებდნენ, როგორც ძალიან გონიერსა 

და საკუთარი თავის მიმართ მეტად მომთხოვნ 
პიროვნებას. პედაგოგებიც აღნიშნავდნენ მის გან­
საკუთრებულ ნიჭიერებას და ასეთ სტუდენტთან 
ურთიერთობა მათ გამოცდებზეც კი დიდ სიამოვ­
ნებას ჰგვრიდა. ამის შესახებ ხშირად ილია ვეკუ­
ასთან მის გამოცდაზე ყოფნასაც იხსენებენ, როცა 
ყველა შეკითხვაზე დამაჯერებლად მოპასუხე ან­
დრო ბიწაძე ბატონ ილიას არ ეთმობოდა და ამის 
შესახებ გამოცდის ბოლოს მას კომენტარიც აქვს 
გაკეთებული.

 1940 წელს სახელმწიფო გამოცდებზე მან ყვე­
ლა გამოცდა „ფრიადზე“ ჩააბარა და კომისიამ, 
რომლის შემადგენლობაში სხვებთან ერთად იყ­
ვნენ ნ. მუსხელიშვილი (თავმჯდომარე), ი. ვეკუა 
და ვ. კუპრაძე, რეკომენდაცია მისცა ჩაებარებინა 
თბილისის მათემატიკის ინსტიტუტის ასპირანტუ­
რაში, რის შედეგადაც 1940-1943 წლებში იგი ამ 
ინსტიტუტის ასპირანტი იყო. საინტერესო ფაქტია, 
რომ იმ წლებში სსრკ-ში სულ 50 ასპირანტი იყო 
სტალინური სტიპენდიანტი და მათ შორის ა. ბიწა­
ძეც. მაშინ მოქმედი კანონის ძალით სტალინური 
სტიპენდიანტი დოქტორანტები და ასპირანტები 
სამხედრო მობილიზაციას არ ექვემდებარებოდ­
ნენ. 

ბატონი ანდროს სამეცნიერო ინტერესების ჩა­
მოყალიბებაში მნიშვნელოვანი როლი ითამაშა 
ნ. მუსხელიშვილის სემინარმა, სადაც სამჯერ ზე­
დიზედ მოისმინეს ბატონი ანდროს მოხსენებები 
დრეკადობის თეორიის ბრტყელი საკონტაქტო 
ამოცანების კვადრატურებში ამოხსნის შესახებ. 

ანდრო ბიწაძემ ომის მძიმე წლებში მოამზადა 
და 1944 წელს წარმატებით დაიცვა საკანდიდატო 
დისერტაცია აკადემიკოს ი. ვეკუას სამეცნიერო 
ხელმძღვანელობით. აღსანიშნავია, რომ დისერ­

ანდრია ბიწაძე
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ტაციის ოპონენტები იყვნენ ნ. მუსხელიშვილი და 
ბ. ხვედელიძე, რომელთაც დისერტანტს ძალიან 
მაღალი შეფასება მისცეს. 1944-1948 წლებში ა. ბი­
წაძე თბილისის ანდრია რაზმაძის სახელობის მა­
თემატიკის ინსტიტუტის ჯერ უმცროსი, ხოლო შემ­
დეგ მალევე უფროსი მეცნიერ-თანამშრომელია.

აკადემიკოსი ნ. მუსხელიშვილი მუდამ იყო და­
ინტერესებული ნიჭიერი ახალგაზრდებით და ყო­
ველთვის ცდილობდა მათთვის ხელი შეეწყო. მი­
სი დიდი დამსახურებაა, რომ 1948-1951 წლებში ა. 
ბიწაძე სსრკ მეცნიერებათა აკადემიის ვ. სტეკლო­
ვის სახელობის მათემატიკის ინსტიტუტის დოქ­
ტორანტი გახდა. დოქტორანტურაში ა. ბიწაძის 
მუშაობით განსაკუთრებით კმაყოფილი იყვნენ 
აკადემიკოსები ი. პეტროვსკი და ს. სობოლევი. 
მათ მოსკოვის სახელმწიფო უნივერსიტეტის სე­
მინარებზე ოთხჯერ მოისმინეს მისი მოხსენებები. 
მათში გადმოცემული ორიგინალური შედეგები პა­
ტარა მოცულობის ორი სტატიის სახით გამოქვეყ­
ნდა ჟურნალებში „Доклады АН СССР“ და „Успехи 
математических наук“. სადოქტორო სწავლების 
ნახევარი წელი გასული იყო და აკადემიკოსი მ. 
ლავრენტიევი, რომელიც დოქტორანტ ა. ბიწა­
ძის მეცნიერ-კონსულტანტი იყო, ინსტიტუტის დი­
რექტორის მოადგილის აკადემიკოს მ. კელდიშის 
თანდასწრებით გაეცნო ა. ბიწაძის სამეცნიერო მუ­
შაობის ანგარიშს. მათ ა. ბიწაძეს შესთავაზეს ელი­
ფსური სისტემებისადმი მიძღვნილი სადოქტორო 
დისერტაციის თემა, რის ფარგლებშიც ა. ბიწაძეს 
უკვე მნიშვნელოვანი შედეგები ჰქონდა მიღებული, 
შეეცვალა იმ დროისათვის უფრო მეტად აქტუალ­
ური თემით „შერეული ტიპის განტოლებები“. ამ 
პრობლემატიკასთან მას სამეცნიერო შეხება არას­
დროს ჰქონია, მაგრამ ცოტა ხნის მერე დაეთანხმა 
მ. ლავრენტიევსა და მ. კელდიშს ამის თაობაზე. ა. 
ბიწაძე ნახევარი წლის დაძაბული მუშაობის შემდეგ 
მოხსენებით გამოვიდა მ. კელდიშის ცნობილ სე­
მინარზე ტრიკომის ამოცანის შესახებ გამოჩენილი 
სპეციალისტების მ. კელდიშის, ს. ხრისტიანოვიჩის, 
მ. ლავრენტიევის, ა. დოროდნიცინის, ფ. ფრან­
კლისა და სხვათა წინაშე. 1950 წლის თებერვალ­
ში კი ჟურნალში „Доклады АН СССР“ შერეული 
ტიპის განტოლებებთან დაკავშირებით გამოვიდა 
მისი სტატიები — ერთი ცალკე და ერთიც მ. ლავ­
რენტიევთან თანაავტორობით. აღნიშნული შედე­
გი სამეცნიერო ლიტერატურაში  ახლა „ექსტრემუ­
მის ბიწაძის პრინციპის“ სახელით არის ცნობილი. 
წელიწადნახევრის განმავლობაში ჩატარებული 
ნაყოფიერი შრომის შედეგად მან გააფორმა სა­
დოქტორო დისერტაცია თემაზე „შერეული ტიპის 
განტოლებების პრობლემისათვის“ და წარადგინა 
დასაცავად ვ. სტეკლოვის სახელობის მათემატიკის 
ინსტიტუტის სამეცნიერო საბჭოს წინაშე. გარე რე­
ცენზიის დასაწერად ნაშრომი მოსკოვის სახელმწი­
ფო უნივერსიტეტში გაუგზავნეს აკადემიკოს ი. პეტ­
როვსკის, ოფიციალურ ოპონენტებად კი დაინიშნენ 
აკადემიკოსები მ. კელდიში, ს. სობოლევი და სსრკ 
მეცნიერებათა აკადემიის წევრ-კორესპონდენტი ა. 
ტიხონოვი. ი. ვეკუამ დიდი დაინტერესება გამოიჩ­
ინა ა. ბიწაძის მეცნიერული შედეგების მიმართ და 
ყურადღებით გაეცნო მათ.

1951 წლის გაზაფხულზე სადოქტორო დისერ­

ტაციის დაცვა შედგა. ძალიან კარგი რეცენზიებით 
გამოვიდნენ მ. კელდიში და ს. სობოლევი. მაღა­
ლი შეფასება მისცეს სადისერტაციო ნაშრომს ი. 
პეტროვსკიმ და ა. ტიხონოვმაც. სადოქტორო დი­
სერტაციაში შერეული ტიპის განტოლებებისთვის 
დასმულ ამოცანებს მან ისეთი მოხდენილი გა­
დაწყვეტა მოუძებნა, რომ სიმკაცრით განთქმულ­
მა შემფასებელმა მ. ლავრენტიევმა შედეგები ძა­
ლიან ნატიფად და მნიშვნელოვნად ჩათვალა და 
თავის მონოგრაფიაშიც კი შეიტანა.

1951-1959 წლებში ანდრო ბიწაძე ვ. სტეკლო­
ვის სახელობის მათემატიკის ინსტიტუტის უფროსი 
მეცნიერ-თანამშრომელია. იგი აღიარეს ავტო­
რიტეტულ მკვლევარად მათემატიკის სხვადასხვა 
მომიჯნავე დარგში, მკაცრ და სამართლიან ექ­
სპერტად. მისი აზრი აინტერესებდათ და ანგარიშს 
უწევდნენ ყველა დონეზე. 

ბატონი ანდროს შედეგები იმდენად მნიშვნე­
ლოვანი აღმოჩნდა, რომ მალევე ითარგმნა რამ­
დენიმე ენაზე, მათ შორის ჩინურზეც. ეს თარგმა­
ნები მისი პეკინში მიწვევის მთავარი მიზეზი გახდა. 
მას საერთოდ მრავალი ქვეყანა ჰქონდა მოვლი­
ლი, მაგრამ განსაკუთრებით დიდი პერიოდი მო­
უწია ჩინეთში ყოფნამ. იგი 1957 წლის 1 ოქტომ­
ბერს ჩაფრინდა პეკინში. მისმა ლექციებმა დიდი 
ინტერესი გამოიწვია და მრავალი ჩინელი მათე­
მატიკოსი დააინტერესა მის მიერ შეთავაზებულმა 
თემატიკამ.

ჩინეთში ყოფნისას, 1958 წლის მარტში მოსკო­
ვიდან მას აკადემიის პრეზიდენტი ა. ნესმეიანო­
ვი შეეხმიანა, რათა დათანხმებულიყო კენჭი ეყ­
არა საბჭოთა კავშირის მეცნიერებათა აკადემიის 
წევრ-კორესპონდენტის ვაკანტურ ადგილზე ციმ­
ბირის განყოფილების ხაზით. შემდეგ მან აკად­
ემიის ფიზიკისა და მათემატიკის განყოფილების 
აკადემიკოს-მდივნის მ. ლავრენტიევის ანალოგი­
ური შინაარსის დეპეშაც მიიღო და არავის გაკვირ­
ვებია, როდესაც 1958 წელს, 42 წლის ასაკში, იგი 
სსრკ მეცნიერებათა აკადემიის წევრ-კორესპონ­
დენტად აირჩიეს.

ბატონმა ანდრომ ჩინეთში საკუთარი მოღვაწე­
ობის ნათელი კვალი 80-იანი წლების მიწურულს 
იხილა, როცა მისმა იქაურმა მოწაფეებმა და მიმ­
დევრებმა იქ ჩასულ მასწავლებელს თავისებური 
ანგარიში ჩააბარეს. 

1959 წელს ბატონი ანდრო ოჯახთან ერთად 
ნოვოსიბირსკში გადავიდა. მისი მეუღლე, მეც­
ნიერებათა კანდიდატი, დოცენტი ნინა ალექსან­
დრეს ასული ბადერკო წლების განმავლობაში 
თავისი სპეციალობით მოსკოვში მუშაობდა. ნო­
ვოსიბირსკში კი იგი უნივერსიტეტის უცხო ენების 
კათედრის ხელმძღვანელი გახდა. მაშინ ძალი­
ან პატარა, ნიჭიერი შვილი ანდრია, ახლა პო­
ლიტოლოგიისა და ისტორიის პროფესორია და 
კანადაში მოღვაწეობს.

ცნობილია ის დიდი ღვაწლი, რაც ნოვოსიბირ­
სკის სამეცნიერო ცენტრად ჩამოყალიბებაში მისი 
უნივერსიტეტის პირველ რექტორს, აკადემიკოს 
ილია ვეკუას მიუძღვის. ამ აღმშენებლობაში მისი 
ერთერთი თანამდგომი ანდრო ბიწაძეც იყო. სა­
ზოგადოებრივ ცხოვრებაში ბატონი ანდრო ყო­
ველთვის აქტიური იყო, რაც განსაკუთრებით ციმ­
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ბირში მუშაობის წლებში გამოვლინდა. მან დიდი 
შრომა გასწია ნოვოსიბირსკის აკადემქალაქის 
დაფუძნებასა და განვითარებაში. მათემატიკის 
ინსტიტუტში ხელმძღვანელობდა ფუნქციათა თე­
ორიის განყოფილებას და ამავე დასახელების კა­
თედრას ნოვოსიბირსკის სახელმწიფო უნივერსი­
ტეტში. მისი სემინარები და ლექციები თავიდანვე 
პოპულარული იყო. ა. ბიწაძის ცნობილი სემინარი 
უხვად იზიდავდა დამწყებ თუ გამოცდილ სპეცი­
ალისტებს მსოფლიოს სხვადასხვა კუთხიდან. 

1959 წელს გამომცემლობამ „Наука“ გამოს­
ცა ა. ბიწაძის ცნობილი მონოგრაფია „Уравнения 
смешанного типа“, რომელიც შემდგომ სხვადას­
ხვა ენებზეც ითარგმნა. 1960 წელს დაარსდა სა­
მეცნიერო ჟურნალი „Сибирский математический 
журнал“, რომლის მთავარი რედაქტორი იყო 
გამოჩენილი მათემატიკოსი ა. მალცევი, რედაქ­
ტორის მოადგილე კი - ა. ბიწაძე. ამ ჟურნალმა 
ძალიან მალე მოიპოვა დიდი ავტორიტეტი და 
პირველი საბჭოთა მათემატიკური ჟურნალი იყო, 
რომელიც ინგლისურად ითარგმნებოდა და ამ­
ერიკის შეერთებულ შტატებში გამოიცემოდა. ბა­
ტონი ანდრო მრავალი მაღალრეიტინგული სა­
მეცნიერო ჟურნალის სარედაქციო კოლეგიის 
წევრიც იყო.

1962 წელს ა. ბიწაძე ლონდონის სამეფო საზო­
გადოების მიწვევით სამეცნიერო მივლინებით სა­
მი კვირით იმყოფებოდა დიდ ბრიტანეთში, რასაც, 
როგორც სხვა მეცნიერები, ასევე თავად ბატო­
ნი ანდროც, დიდ დაფასებად აღიქვამდა. აქ მისი 
მეცნიერული ტურნე გლაზგოს უნივერსიტეტიდან 
დაიწყო, სადაც მან ორი მოხსენება გააკეთა. ამ 
სხდომების მაღალ დონეზე ორგანიზებას შოტ­
ლანდიელი მეცნიერი, მათემატიკისა და მექანიკის 
ცნობილი სპეციალისტი ი. სნედონი ხელმძღვანე­
ლობდა, რომლის რედაქტორობითაც იმ დროს 
ინგლისურად უკვე ითარგმნა ა. ბიწაძის მონოგ­
რაფია „Уравнения смешанного типа“ და მას და­
საბეჭდად ამზადებდა გამომცემლობა „Pergamon 
Press“. შემდეგ მან მოხსენება გააკეთა ოქსფორ­
დის უნივერსიტეტის მათემატიკის დეპარტამენტში, 
რომელსაც ცნობილი მათემატიკოსი, ლონდონის 
სამეფო საზოგადოების წევრი რ. ტიტჩმარში ხელ­
მძღვანელობდა. ა. ბიწაძის მოხსენების შემდეგ, 
რომელსაც საკმაოდ ბევრი მსმენელი დაესწრო, 
ოქსფორდელი მათემატიკოსები შერეული ტიპის 
ოპერატორებისათვის სპექტრალური ამოცანით 
დაინტერესდნენ. 

1963 წელს ნოვოსიბირსკში გაიმართა დიდი 
მნიშვნელობის მქონე სსრკ-აშშ-ის სიმპოზიუმი, 
რომლის მუშაობაშიც ძალიან ცნობილი სპეცი­
ალისტები მონაწილეობდნენ. აქ ა. ბიწაძემ მეტად 
საინტერესო მოხსენება გააკეთა. სიმპოზიუმზე არ­
აფრედჰოლმური ტიპის სასაზღვრო ამოცანები 
ელიფსური განტოლებებისა და სისტემებისათვის 
განსაკუთრებული ყურადღების ცენტრში აღმოჩ­
ნდა. ეს მიმართულება კარგად იყო წარმოდგე­
ნილი მეცნიერებათა აკადემიის ციმბირის განყო­
ფილების მათემატიკის ინსტიტუტის ფუნქციათა 
თეორიის განყოფილებაშიც, რომელსაც ა. ბიწაძე 
ხელმძღვანელობდა. სწორედ აქ მიღებულ მა­
ღალმეცნიერულ შედეგებს გაზეთში „Известия“ 

მაღალი შეფასება მისცა აშშ-ის დელეგაციის 
ხელმძღვანელმა, სახელგანთქმულმა მეცნიერ­
მა, სსრკ მეცნიერებათა აკადემიის საზღვარგარე­
თელმა წევრმა რ. კურანტმა.

კომპლექსური ცვლადის ანალიზურ ფუნქცი­
ათა თეორიის ლექციათა სავალდებულო კურსის 
გარდა ნოვოსიბირსკის უნივერსიტეტში უფროს­
კურსელი სტუდენტებისთვის და ციმბირის გან­
ყოფილებაში მომუშავე ახალგაზრდა მეცნიერ-
თანამშრომლებისათვის ა. ბიწაძე კითხულობდა 
სპეციალურ კურსს სახელწოდებით „სასაზღვრო 
ამოცანები მეორე რიგის ელიფსური ტიპის განტო­
ლებებისათვის“. ამის საფუძველზე შეიქმნა მისი 
კიდევ ერთი ცნობილი მონოგრაფია, რომელიც 
1966 წელს გამომცემლობამ „Наука“ მოსკოვში 
გამოაქვეყნა და მალე გამომცემლობამ „North-
Holland“ ინგლისურ ენაზეც გამოსცა.

ანდრო ბიწაძის სამეცნიერო და პედაგოგიური 
მოღვაწეობა ყოველთვის დიდი ყურადღების ქვეშ 
ექცეოდა. მისი საიუბილეო თარიღები, როგორც 
წესი აუცილებლად აღინიშნებოდა. 

მეცნიერებაში შეტანილი თვალსაჩინო ღვაწ­
ლისთვის 1969 წელს ბატონი ანდრო არჩეულ იქ­
ნა საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიის აკად­
ემიკოსად. 

1971 წლის 1 სექტემბრიდან ა. ბიწაძემ მუშაობა 
განაახლა ვ. სტეკლოვის სახელობის მათემატიკის 
ინსტიტუტში, ამჯერად უკვე განყოფილების გამ­
გედ და სიცოცხლის ბოლომდე ამ თანამდებობა­
ზე იყო. 

1972 წლის გაზაფხულზე მოსკოვის საინჟინ­
რო-ფიზიკური ინსტიტუტის ხელმძღვანელობამ  
იგი პროფესორად მიიწვია და მიმართა თხოვ­
ნით, შეთავსებით დაეკავებინა ამავე ინსტიტუტის 
უმაღლესი მათემატიკის კათედრის გამგის თანამ­
დებობა. ბატონი ანდრო დიდი ინიციატივითა და 
ძალისხმევით შეუდგა შეთავაზებულ თანამდებო­
ბაზე მუშაობას. ანდრო ბიწაძე იხსენებდა, რომ 
მოსკოვის საინჟინრო-ფიზიკურ ინსტიტუტში უმ­
აღლესი მათემატიკის კათედრის საქმიანობა არ­
სებით გარდაქმნას საჭიროებდა. უპირველეს ყოვ­
ლისა, საჭირო იყო მისი ისეთი ახალი კადრებით 
შევსება, რომლებიც წარმატებით ეწეოდნენ სამეც­
ნიერო მოღვაწეობასაც. არანაკლები მნიშვნელო­
ბა ჰქონდა მათემატიკაში სასწავლო პროგრამე­
ბის გადახალისებას იმ მოთხოვნათა შესაბამისად, 
რომლებსაც საზოგადოება ინჟინერ-ფიზიკოსებს 
უყენებდა. ორივე ამ საკითხის გადაჭრა ძნელი 
აღმოჩნდა, მაგრამ წარმატებები ამ საქმეში განა­
პირობა კათედრისადმი რექტორატის სრულმა 
ნდობამ და მხარდაჭერამ. კათედრის ძირითად 
თანამშრომლებად მიიღეს 12 ახალგაზრდა მათე­
მატიკოსი, რომლებმაც 1972 წელს წარმატებით 
დაიცვეს საკანდიდატო დისერტაცია, ხოლო ვ. 
სტეკლოვის სახელობის მათემატიკის ინსტიტუტის 
8 თანამშრომელს ამ კათედრაზე შეთავსებით მუ­
შაობის ნება დართეს. 

ბატონი ანდრო საერთოდ არასდროს კმა­
ყოფილდებოდა მხოლოდ მეცნიერული მუშაო­
ბით. შეძენილი ცოდნის სხვისთვის გაზიარების 
მოთხოვნილებამ ის შესანიშნავ პედაგოგად აქცია. 
მას მთელი სიცოცხლის მანძილზე არ შეუწყვეტია 
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პედაგოგიური მუშაობა. მისი ღრმაშინაარსიანი 
და გამართული მეტყველება ბევრს დღესაც კარ­
გად ახსოვს. ბატონი ანდრო აღნიშნავდა, რომ 
პედაგოგიური მოღვაწეობის ხანგრძლივ გზაზე 
პატივისცემა არსად ისე არ უგრძვნია, როგორც 
მოსკოვის საინჟინრო-ფიზიკურ ინსტიტუტში, რაც 
გამოიხატებოდა არა მარტო ყოველწლიურად სა­
პატიო სიგელებით დაჯილდოებასა თუ მადლობე­
ბის ოფიციალურ გამოცხადებაში, არამედ ყოველ­
დღიურ საქმიან კონტაქტში ამ დაწესებულების 
სტუდენტებთან, პროფესორ-მასწავლებლებთან 
და ხელმძღვანელობასთან. ის დიდი სიამოვნებით 
იხსენებდა და არ ავიწყდებოდა სტუდენტებით, ას­
პირანტებითა და ახალგაზრდა მეცნიერებით სავსე 
მისი აუდიტორიები. იგი 1978 წლამდე იყო მოსკო­
ვის საინჟინრო-ფიზიკური ინსტიტუტის უმაღლესი 
მათემატიკის კათედრის გამგე.

1978 წლის 29 დეკემბერს სსრკ მეცნიერებათა 
აკადემიის პრეზიდენტმა აკადემიკოსმა ა. ალ­
ექსანდროვმა ა. ბიწაძეს აცნობა, რომ გადაწყვე­
ტილი იყო მისი თბილისის ივანე ჯავახიშვილის 
სახელობის ილია ვეკუას სახელობის გამოყენე­
ბითი მათემატიკის ინსტიტუტის დირექტორად და 
მეცნიერ ხელმძღვანელად შეთავსებით მუშაობის 
დაწყება და ამის თაობაზე თავისი წერილიც გა­
აცნო. იმ განცდის შესახებ, რაც მან ამ მომენტში 
მიიღო, ბატონი ანდრო ასე იხსენებს: „ახალ 1979 
წელს მოსკოვში შევხვდი, 1 იანვარს კი თბილის­
ში გავემგზავრე. 31 წლის შემდეგ ნახევრად, მაგ­
რამ მაინც ვბრუნდებოდი ჩემს საყვარელ სამ­
შობლოში — საქართველოში“. ვ. სტეკლოვის 
სახელობის მათემატიკის ინსტიტუტის დირექციამ 
მას ნება დართო მთელი წლის ნახევარი თვე­
გამოშვებით თბილისში ნაკისრ ვალდებულე­
ბათა შესასრულებლად გამოეყენებინა. ბატონი 
ანდრო დიდი მონდომებითა და ენთუზიაზმით 
ჩაერთო ადმინისტრაციულ, სამეცნიერო და პე­
დაგოგიურ საქმიანობაში. მის მიერ ჩამოყალი­
ბებულმა ახალმა განყოფილებამ და სემინარმა 
„კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური 
განტოლებები“ დიდი როლი ითამაშა ახალგაზ­
რდების მათემატიკის ამ მეტად მნიშვნელოვანი 
მიმართულებით დაინტერესებაში. ბევრი მათგანი 
სიღრმისეულად ეზიარა ა. ბიწაძის მიერ ნათლად 
გადმოცემულ თანამედროვე მიღწევებს. თავის 
მოგონებებში ის კმაყოფილებით აღნიშნავს გან­
ყოფილებაში მომუშავე ახალგაზრდა მეცნიერთა 
წარმატებულ საქმიანობას. სემინარის მუშაობაში 
ძალიან ბევრი მათემატიკოსი მონაწილეობდა. 
მათ შორის ხშირად იყვნენ უცხოეთიდან მივლი­
ნებით სპეციალურად ჩამოსული ცნობილი მეც­
ნიერებიც კი. აღსანიშნავია, რომ ბატონი ანდროს 
ინსტიტუტიდან წასვლის შემდეგაც რამოდენიმე 
წელი განყოფილებისა და ამ სემინარის მუშაობა 
პროფესორ გიორგი ჯაიანის ხელმძღვანელობით 
გრძელდებოდა. სასიხარულოა, რომ ინსტიტუტის 
ამჟამინდელი დირექტორის გ. ჯაიანის გადაწყვე­
ტილებით 2016 წელს ანდრო ბიწაძის სახელობის 
აღნიშნული სემინარის მუშაობა ისევ განახლდა. 
ახლა ამ სემინარის ხელმძღვანელები მისი მოწა­
ფეები ს. ხარიბეგაშვილი და თ. ჯანგველაძე არი­
ან.

თბილისში პარალელურად მოღვაწეობისას 
1981 წელს გამომცემლობამ „Наука“ გამოაქვეყ­
ნა ბიწაძის კიდევ ერთი მონოგრაფია „Некоторые 
классы уравнений в частных производных“, რო­
მელმაც სპეციალისტთა ძალიან დიდი ყურადღე­
ბა დაიმსახურა და მალევე ითარგმნა ინგლისურ 
ენაზე. სამწუხაროდ, 1983 წლის ბოლოს ბატონ ან­
დროს ი. ვეკუას სახელობის გამოყენებითი მათე­
მატიკის ინსტიტუტის დირექტორის თანამდებობის 
დატოვება მოუწია.

მოსკოვში სრულად დაბრუნებულს ა. ბიწაძეს 
სამეცნიერო მუშაობასთან ერთად პედაგოგიური 
მოღვაწეობაც არ შეუწყვეტია და 1983 წლიდან 
გარდაცვალებამდე მოსკოვის მ. ლომონოსოვის 
სახელობის სახელმწიფო უნივერსიტეტის პრო­
ფესორიც იყო.

1988 წელს ბატონ ანდროს თხოვეს ქართულ 
გაზეთ „კომუნისტში“ გამოექვეყნებინა წერი­
ლი თბილისის უნივერსიტეტის დაარსებიდან 70 
წლისთავის იუბილეს აღსანიშნავად. ამ მეტად 
ღირსშესანიშნავ თარიღს იგი გამოეხმაურა და 
მეტად საინტერესო წერილი გამოაქვეყნა სათა­
ურით „ცოდნის, განსწავლის მშობლიური დიდი 
ტაძარი„. ამ სტატიაშიც ჩანს, რომ მისი ფენომენა­
ლური მეხსიერება უამრავ ინფორმაციას იტევდა 
როგორც ისტორიულ, ისე თანამედროვე მოვ­
ლენასა თუ მრავალ ღირსეულ პიროვნებაზე. მას 
პროფესიონალის დონეზე შეეძლო ესაუბრა მრა­
ვალი მიმართულების სხვადასხვა საკითხზე.

აქვე გვინდა შევეხოთ ბატონი ანდროს პოეზი­
ასთან განსაკუთრებულ ურთიერთობას. ამასთან 
დაკავშირებით ბუნებრივია გავიხსენოთ ბატონი 
ანდროს ჩანაწერი მისი ლექსთან ურთიერთობის 
თაობაზე: „ლექსების წერა ჯერ კიდევ ბავშვობის 
წლებში დავიწყე. ბევრი მათგანი არ შემომრჩა — 
ზოგი კერძო პირთა ალბომებში მაქვს ჩაწერილი, 
ზოგიც — უკვე დაკარგულ წიგნთა არშიებზე. მე 
განათლებით და პროფესიით მათემატიკოსი ვარ 
და, რა თქმა უნდა, პოეტობაზე პრეტენზიის განცხა­
დების არც სურვილი მაქვს და არც საფუძველი. ამ 
ლექსების შინაარსი ასახავს ჩემს პირად განცდებს 
ჩემი ცხოვრების სხვადასხვა მომენტში. ჩემი, ისევე	
როგორც ყოველი მოქალაქის, სულიერი განწყო­
ბა არ შეიძლებოდა ყოველთვის ერთნაირი ყო­
ფილიყო, ამის შესაბამისად ლექსებსაც დაჰკრავს 
ოპტიმისტური, თუ პესიმისტური ელფერი. რამდე­
ნადაც ლექსები არ არის დაწერილი მკითხველთა 
ფართო წრისათვის, მე არ მიცდია, მათში ამესახა 
მხოლოდ ოპტიმისტური სულისკვეთება, რაც ეს­
ოდენ საჭიროა საზოგადოებისთვის. კრებული 
შედგენილია პირადად ჩემთვის, ზოგიერთი ჩემი 
მეგობრისა და ნათესავისათვის, ვისაც ცოტა თუ 
მეტად აინტერესებს ჩემი ცხოვრების გზა“.

ბატონი ანდროსათვის დამახასიათებელი 
გადმოცემის სტილი მხოლოდ მის მათემატიკურ 
ნაშრომებში არ იგრძნობა. იგი ამ სტილს ნ. მუსხე­
ლიშვილს უმადლოდა. თავის მასწავლებლებად 
ნ. მუსხელიშვილს, ი. ვეკუასა და მ. ლავრენტიევს 
თვლიდა. მოწიწებული იყო მისი დამოკიდებულე­
ბა ყველა მისი მასწავლებლის მიმართ. შემთხვე­
ვას არ გაუშვებდა ხელიდან, რათა საკადრისი 
პატივი არ მიეგო მათი ხსოვნისათვის. თბილისში 
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ყოფნის დროს ხშირად ადიოდა ბატონი ნიკოსა 
და ბატონი ილიას საფლავების მოსანახულებ­
ლად. 

ქვემოთ მოკლედ მიმოვიხილავთ ანდრო ბი­
წაძის სამეცნიერო მემკვიდრეობის ძირითად მიღ­
წევებს, რომლებმაც დიდი გავლენა მოახდინეს 
შესაბამისი პრობლემების განვითარებაზე. 

ზემოთმოყვანილი ცხოვრებისეული და სამეც­
ნიერო მოღვაწეობის ნაწილების აღწერისასაც 
ჩანს, რომ ანდრო ბიწაძის შემოქმედება იმდენად 
მრავალფეროვანია, რომ აქ მოტანილ მოკლე 
მიმოხილვაში შეუძლებელია მისი სრული სახით 
წარმოდგენა.

მისი სამეცნიერო სტატიები, მონოგრაფიები 
და სახელმძღვანელოები გამოირჩევიან აზრის 
მარტივად და მკაფიოდ გადმოცემით. დახვეწი­
ლი მსჯელობა, ორიგინალური მაგალითებისა და 
კონტრმაგალითების სიმრავლე არსებით როლს 
თამაშობს და გამოყენებას პოულობს როგორც 
მისი შემოქმედების ახალგაზრდა მიმდევართა, 
ასევე ცნობილ მკვლევართა შემოქმედებაშიც კი.

ბატონ ანდრო ბიწაძის შემოქმედებას ჩვენ 
რამდენიმე ნაკვეთად დავყოფთ და შევეცდებით 
ცალკეულ მათგანზე ჩვენი შეხედულება გაგიზი­
აროთ. შორს ვართ იმ აზრისაგან, რომ რიგით 
პირველად მოყვანილი შედეგები მომდევნოებზე 
უფრო მნიშვნელოვანია. ჩვენ მხოლოდ იმ შედე­
გებზე შევჩერდებით, რომლებმაც ფართო რეზო­
ნანსი გამოიწვიეს და დიდი გავლენა მოახდინეს 
მათემატიკის ამ დარგის შემდგომ განვითარება­
ზე.

უკვე რამდენჯერმე აღინიშნა, რომ ანდრო ბი­
წაძის შემოქმედებაში ელიფსური განტოლებები­
სა და სისტემებისათვის დასმულ ამოცანებს მნიშ­
ვნელოვანი ადგილი უკავია. ადრე თვლიდნენ, 
რომ წრფივი განტოლებისა თუ სისტემის თანა­
ბარი ელიფსურობა უზრუნველყოფს სასაზღვრო 
ამოცანების, კერძოდ, დირიხლეს პირველი სა­
საზღვრო ამოცანის ფრედჰოლმურობას. ამ 
მოსაზრების არასამართლიანობა ანდრო ბიწაძემ 
მარტივი, ყველასათვის გასაგები მაგალითით აჩ­
ვენა, რასაც შემდგომ „ბიწაძის სისტემა“ ეწოდა. ას­
ეთი ფაქტი იმ დროს მოულოდნელი და თითქმის 
დაუჯერებელიც კი იყო. ეს საკითხი მათემატიკური 
წრეების მსჯელობის საგნად იქცა და ცდილობ­
დნენ მისთვის ახსნა მოეძებნათ.

ამ აღმოჩენების საფუძველზე ელიფსური სის­
ტემებისათვის დასმულ სასაზღვრო ამოცანათა 
თეორიაში ახალი მიმართულებები შეიქმნა. არ­
აფრედჰოლმურ სასაზღვრო ამოცანათა თეორია 
ერთ-ერთი ამათგანია. აღნიშნული მიმართულე­
ბები ახლაც ძალიან აქტუალურია და მათ ანდრო 
ბიწაძის მრავალი მიმდევარი თუ მოწაფე უძღვნის 
გამოკვლევებს დღესაც.

ბუნებრივად დადგა საკითხი ისეთი სისტემე­
ბის გამოყოფისა, რომლებისთვისაც დასმული 
სასაზღვრო ამოცანები რაიმე აზრით ნორმალუ­
რად ამოხსნადი არიან. კერძოდ, ფრედჰოლმის, 
ნეტერისა თუ ჰაუსდორფის აზრით. ანდრო ბიწა­
ძემ გამოყო მეორე რიგის სისტემები, რომლებსაც 
დღეს ბიწაძის აზრით სუსტად შებმული სისტემები 
ეწოდებათ და რომელთათვისაც დირიხლეს ამ­

ოცანა ფრედჰოლმურია. დამკვიდრებული იყო 
აზრი, რომ ამგვარ ამოცანათა ამოხსნადობა 
მთლიანადაა დამოკიდებული სისტემის მთავარ 
ნაწილზე, ანუ უმაღლესი რიგის წარმოებულებ­
ის კოეფიციენტებზე. ანდრო ბიწაძემ გამოთქვა 
მოსაზრება, რომ ამოხსნადობაზე გავლენა შეიძ­
ლება იქონიონ დაბალი რიგის წარმოებულებთან 
მდგომმა კოეფიციენტებმაც. მართლაც, როგორც 
გამოირკვა, სხვადასხვა აზრით ნორმალურად ამ­
ოხსნადი ამოცანები, რომელთა მთავარი ნაწილი 
ბიწაძისეული ოპერატორით არის წარმოდგენი­
ლი, დაბალი რიგის წარმოებულების დამატებით 
შეიძლება ნორმალურად ამოხსნადი აღარ იყოს 
ან პირიქით. ამ მოსაზრებასთან დაკავშირებით მან 
შემოიღო ძლიერად შებმულ ელიფსურ სისტემა­
თა ცნება.

აღნიშნული მოულოდნელი ეფექტი ანდრო 
ბიწაძემ კომპლექსური ცვლადის ანალიზური 
ფუნქციების აპარატის საშუალებით აღმოაჩინა. 

ანალიზურ ფუნქციათა თეორია და ერთგანზო­
მილებიანი სინგულარულ ინტეგრალურ განტო­
ლებათა აპარატი იძლევა მრავალი სასაზღვრო 
ამოცანის გამოკვლევის საშუალებას ორი დამოუ­
კიდებელი ცვლადის შემთხვევაში. დამოუკიდებ­
ელ ცვლადთა რაოდენობის ზრდისას სასაზღვრო 
ამოცანათა გამოკვლევა დიდ სირთულეებს 
აწყდება იმის გამო, რომ მრავალგანზომილები­
ანი სინგულარული ინტეგრალური განტოლებე­
ბისათვის თეორია ისეთი სისრულით, როგორც 
ერთგანზომილებიან შემთხვევაში, დღემდე არაა 
აგებული. ამის მიუხედავად, სოხოცკი-პლემელის 
თეორემის მრავალგანზომილებიანი ანალოგის 
გამოყენებით ბატონმა ანდრომ ცნობილი მოის­
ილ-ტეოდორესკუს სისტემისათვის დასმული პირ­
ველი სასაზღვრო ამოცანა დაიყვანა სპეციალური 
მატრიცული გულის მქონე მრავალგანზომილები­
ან სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებაზე და 
მისთვის შებრუნების ფორმულა მიიღო. მას დღეს 
ანდრო ბიწაძის შებრუნების ფორმულა ეწოდება.

მრავალგანზომილებიანი ელიფსური განტო­
ლებებისა და სისტემებისათვის დასმულ ამოცა­
ნათა შორის დახრილწარმოებულებიან ამოცანას 
საკვანძო ადგილი უკავია. ჯერ კიდევ ჟ. ჟირომ თა­
ვის შრომებში აჩვენა, თუ დახრილი წარმოებულ­
ის მიმართულება საზღვრის არცერთ წერტილ­
ში მხებ სიბრტყეს არ დაემთხვევა, მაშინ ამოცანა 
ფრედჰოლმის აზრით ამოხსნადია. თუ ეს პირობა 
დარღვეულია, ვითარება იმდენად იცვლება, რომ 
ბევრი სპეციალისტი ამ ამოცანას ელიფსური გან­
ტოლებებისათვის დასმული ამოცანებისათვის 
ბუნებრივადაც კი არ მიიჩნევდა. ანდრო ბიწაძემ 
პირველმა განიხილა ასეთი არასტანდარტული 
შემთხვევები. მან აჩვენა, რომ ეს ამოცანა არ გა­
მოდის იმ ტიპიურ ამოცანათა ჩარჩოებიდან და 
დაამტკიცა თეორემები ამონახსნთა არსებობისა 
და რაოდენობის შესახებ.

ანდრო ბიწაძის კვლევის ობიექტები ყოველ­
თვის არაორდინალური იყო. მას გამოკვლეული 
აქვს ამოცანები, რომლებიც არსებობისა და სხვა 
სტანდარტულ პირობებს არ ექვემდებარებოდ­
ნენ. ასეთია მის მიერ შემოთავაზებული წონიანი 
სასაზღვრო ამოცანები პარაბოლურად გადაგვა­



10

საბოლოო

რებადი ელიფსური განტოლებებისათვის. ეს ამ­
ოცანები პრაქტიკული აუცილებლობით იყო ნა­
კარნახევი. მათთვის საზღვარზე ან მის ნაწილზე 
ირღვევა თანაბარი ელიფსურობა და ხდება პარა­
ბოლური ან განიცდის რიგის გადაგვარებას. 

პარაბოლური გადაგვარება ჰიპერბოლური 
განტოლებებისთვისაც იწვევს მრავალფეროვან 
და მეტად საინტერესო ეფექტებს. მისი ზემოქმე­
დების სპექტრი ამ შემთხვევაშიც არანაკლებად 
მდიდარია, ვიდრე ელიფსური განტოლებებისათ­
ვის. ამ მიმართულებითაც ბატონ ანდროს ეკუთ­
ვნის მეტად საინტერესო და მნიშვნელოვანი შე­
დეგები. 

ჰიპერბოლური სისტემები პარაბოლური გა­
დაგვარების გარეშეც მრავალ მოულოდნელ თვი­
სებას ამჟღავნებენ, რაც ერთი განტოლებისათვის 
არაა დამახასიათებელი. ანდრო ბიწაძის მიერ 
მიკვლეულმა მეორე რიგის განტოლებებისაგან 
შედგენილმა ჰიპერბოლურმა სისტემამ ნათელ­
ყო, რომ გურსას ერთგვაროვან ამოცანას შესაძ­
ლოა წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნების 
უსასრულო რაოდენობაც კი ჰქონდეს. უფრო მე­
ტიც, ამ ამოცანის კორექტულობაზე გადამწყვეტი 
ზემოქმედება შეიძლება მოახდინონ სისტემის უმ­
ცროსმა წევრებმაც კი. ამ ფაქტებმა იმპულსი მისცა 
მრავალ გამოკვლევას სხვადასხვა მიმართულე­
ბით. 

გასული საუკუნის შუა წლებში მათემატიკამ 
ახალი მნიშვნელოვანი გამოყენება ჰპოვა, რაც 
იმ წლებში ტექნიკის განვითარების არნახული 
ტემპებით უნდა აიხსნას. ბგერის მახლობელი 
და ზებგერითი სიჩქარეების მიღწევამ მათემა­
ტიკის წინაშე მრავალი პრობლემა დასვა, მათ 
შორის, შერეული ტიპის განტოლებათათვისაც. 
ამ საკითხებმა ბევრი სპეციალისტის ყურადღე­
ბა მიიპყრო – მას ცნობილი მეცნიერების ჟუკოვ­
სკის, ჩაპლიგინის, ტრიკომის, პრანდტლის, ფონ 
კარმანის, გელერსტედტისა და სხვათა მრავა­
ლი შრომა მიეძღვნა. როგორც ზემოთაც აღ­
ვნიშნეთ, მათ აქტუალობას ყურადღება მიაქცია 
მ. ლავრენტიევმა და დააინტერესა ანდრო ბიწა­
ძეც, რომელმაც ანალიზურ ფუნქციათა თეორი­
ის, კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური 
განტოლებებისა და სინგულარულ ინტეგრალურ 
განტოლებათა მეთოდების შერწყმით შექმნა 
მძლავრი მათემატიკური აპარატი, მისადაგებული 
შერეული ტიპის განტოლებებისათვის დასმული 
ამოცანების ამოსახსნელად. შემოთავაზებული 
მეთოდების ეფექტურობა აპრობირებული იყო 
შემდეგში „ლავრენტიევ-ბიწაძის“ სახელით ცნო­
ბილი განტოლებისათვის დასმულ სასაზღვრო 
ამოცანებზე. მათთვის ანდრო ბიწაძემ დასვა ბევ­
რი აქტუალური ამოცანა და დაადგინა მრავალი 
მნიშვნელოვანი ფაქტი. ისინი ლიტერატურაში 
მის სახელს ატარებენ. აქ გამოვყოფთ მხოლოდ 
„ექსტრემუმის ბიწაძის პრინციპს“, რომლის შესა­
ხებ ზემოთაც გვქონდა საუბარი. ბატონი ანდროს 
გამოკვლევებამდე სამეცნიერო ლიტერატურა­
ში კარგად ცნობილი შერეული ტიპის განტო­
ლებისათვის ტრიკომის ამოცანასთან ერთად 
განიხილავდნენ დირიხლეს ამოცანასაც და ელ­
ოდებოდნენ მის ამოხსნადობას. ამ საკითხის გა­

დაწყვეტა პრაქტიკული მიზნებისათვისაც ძალიან 
საინტერესო და აქტუალური იყო. ანდრო ბიწაძემ 
აჩვენა, რომ საზოგადოდ ეს ამოცანა არ არის კო­
რექტულად დასმული და ამოხსნადობისათვის 
აუცილებელია ჰიპერბოლურობის ქვეარის შე­
მომსაზღვრელი რკალის გარკვეული მონაკვე­
თის პირობებისაგან გათავისუფლება. 

 ზემოთ ჩვენ მოვიხსენიეთ ანდრო ბიწაძის მიერ 
შემოთავაზებული ერთ-ერთი ამოცანა, რომელშიც 
საძიებელი ამონახსნის სხვადასხვა წერტილებში 
სასაზღვრო მნიშვნელობები ერთმანეთთან იყო 
დაკავშირებული. მათემატიკოსთა ინტერესს დიდი 
ხანია იწვევდა და ახლაც იწვევს ამოცანები, რო­
მელშიც ამონახსნთა სასაზღვრო მნიშვნელობები 
არეში მნიშვნელობებთან არის დაკავშირებული. 
ეს ამოცანები პირდაპირი გაგებით არ შეიძლება 
სასაზღვრო ამოცანებად ჩაითვალონ. მათი გამოკ­
ვლევა ბევრ პრინციპულ სიძნელესთანაა დაკავში­
რებული. ამ ამოცანათაგან მნიშვნელოვანი როლი 
აკისრია ბიწაძე-სამარსკის სახელით ცნობილ ამ­
ოცანას, რომლის შესახებაც პირველი პუბლიკაცია 
გამოჩენილმა მეცნიერებმა 1969 წელს გააკეთეს. ამ 
ამოცანისა და მისი სხვადასხვა ტიპის განზოგადება­
სა და გავრცობას ეძღვნება მრავალი სამეცნიერო 
ნაშრომი.

ბიწაძე-სამარსკის ამოცანაზე დაყრდნობით 
მოხდა მრავალი ახალი ტიპის არალოკალური 
ამოცანის ჩამოყალიბება. დღეისათვისაც მეტად 
აქტუალურია როგორც მათი გამოკვლევა, ასევე 
შესაბამისი მიახლოებითი ამოხსნის ალგორით­
მების აგება-შესწავლა. აქვე აღვნიშნავთ, რომ აღ­
ნიშნულ ამოცანებს „ბიწაძე-სამარსკის“ სახელი 
პირველად პროფესორმა დავით გორდეზიანმა 
თავის 1970 წლის გამოკვლევაში უწოდა. 

მათემატიკური მოდელირების დროს პრაქტი­
კული ამოცანები ძირითადად არაწრფივ ამოცა­
ნებზე დაიყვანება. ამიტომ ბუნებრივია ის დიდი 
ინტერესი, რომელსაც მეცნიერები მათთვის დას­
მული ამოცანების მიმართ იჩენენ. ასეთი განტო­
ლებებისათვის სამწუხაროდ ხშირად ვერ მოქმე­
დებენ ისეთი მძლავრი მეთოდები, რომლებსაც 
წრფივ შემთხვევაში იყენებენ. მათთვის ამონახ­
სნათა ცალკეული კლასების მიგნებაც კი დიდ 
მიღწევად ითვლება. ბატონი ანდროს მიერ აგებ­
ულმა ზუსტმა ამონახსნებმა მრავალრიცხოვანი 
პრაქტიკული და თეორიული გამოყენება ჰპოვა. 
ეს ამონახსნები შესულია სპეციალურ ცნობარებ­
ში და ატარებენ მის სახელს. აღსანიშნავია, რომ 
შესწავლილი სახის მოდელები მოიცავენ ისეთ 
ცნობილ განტოლებებს, როგორებიცაა გრავიტა­
ციული ველის, ფერომაგნეტიზმის, მაქსველ-აინ­
შტაინის, ჰაიზენბერგის, ლორენც-კოვარიანტული 
და სხვ. ასევე აღსანიშნავია, რომ მათთვის ბა­
ტონ ანდროს აგებული აქვს არა მხოლოდ ზუსტი 
ამონახსნები, არამედ გამოკვლეული აქვს შესაბა­
მისი სასაზღვრო ამოცანებიც.

 ბატონი ანდროს მრავალი მეცნიერული მიღ­
წევა, მათ შორის ზემოთ მოყვანილი, დიდი ხანია 
იქცა ქვაკუთხედად, რომელზეც აგებულია თანა­
მედროვე კერძოწარმოებულებიან დიფერენცია­
ლურ განტოლებათა თეორიის მეცნიერული მი­
მართულებები.
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ძალიან ძნელია მოკლედ და თან სრულყო­
ფილად გადმოსცე ანდრო ბიწაძის ცხოვრება და 
მოღვაწეობა. სამეცნიერო შედეგებისა და მისი მო­
გონებების შესახებ საკმაო პუბლიკაციაა გაკეთე­
ბული. ჩვენ შევეცადეთ ამ წყაროებსაც ყურადღე­
ბით გავცნობოდით. როგორც უკვე აღვნიშნეთ, 
ყოველ საიუბილეო წელს ცნობილ ჟურნალებში 
გამოჩენილი მეცნიერები მის შემოქმედებით მიღ­
წევებს ყოველთვის განსაკუთრებული სიფაქიზით 
აფიქსირებდნენ. 

აკადემიკოსი ანდრო ბიწაძე არის 150-მდე სა­
მეცნიერო ნაშრომის, რამოდენიმე ძალიან ცნო­
ბილი მონოგრაფიისა და სახელმძღვანელოს 
ავტორი, რომლებზეც ახლაც კეთდება უამრავი 
ციტირება. სხვადასხვა დროს მიწვეული იყო ლექ­
ციებისა და მოხსენებების წასაკითხად საზღვარ­
გარეთის მრავალ ქვეყანაში: აშშ, გერმანია, 
ინგლისი,  იაპონია, იტალია, საფრანგეთი, ფინე­
თი,  ჩინეთი    და სხვ. იგი სხვადასხვა კონფერენ­
ციებსა და სიმპოზიუმებზე, მათ შორის ყველაზე 
მაღალი დონის საერთაშორისო შეკრებებზედაც 
კი, როგორც წესი, პლენარული მომხსენებელი 
იყო და მისი გამოსვლები ყოველთვის დიდი ყუ­
რადღებითა და ინტერესით ისმინებოდა. 

ბატონ ანდროს მიღებული აქვს მრავალი სა­
ხელმწიფო ჯილდო. არის საქართველოს მეცნი­
ერებათა აკადემიის ნ. მუსხელიშვილის სახელო­
ბის პრემიის პირველი ლაურეატი (1982 წ.), იყო ქ. 
ჭიათურის საპატიო მოქალაქე, შრომის წითელი 
დროშის ორდენის ორგზის კავალერი (1966, 1975 
წწ.), დაჯილდოებულია ლენინის ორდენით (1971 
წ.), ოქტომბრის რევოლუციის ორდენით (1986 წ.) 
და სხვა მრავალი მედლით. 

აღვნიშნავთ, რომ გასული წლის 20-23 აპ­
რილს შედგა ი. ვეკუას სახელობის გამოყენებითი 
მათემატიკის ინსტიტუტის სემინარის ტრადიცი­
ულად ქცეული XXX გაფართოებული სხდომები, 
რომელზეც განსაკუთრებულად აღინიშნა ა. ბიწა­
ძის სამეცნიერო და პედაგოგიური მოღვაწეობა. 
ამ სემინარის კერძოწარმოებულებიანი დიფე­
რენციალური განტოლებების სექციის მუშაობა 
კი სწორედ მისი 100 წლის იუბილეს მიეძღვნა, 
რომელზეც მოხსენებები ძირითადად მისმა მო­
წაფეებმა და მიმდევრებმა გააკეთეს. ი. ვეკუას 
სახელობის გამოყენებითი მათემატიკის ინსტი­
ტუტში 2016 წლის 20-24 სექტემბერს თბილისის 
მეცნიერებისა და ინოვაციის ფესტივალის დღე­
ებში ასევე გაიმართა საერთაშორისო კონფერენ­
ცია „მათემატიკისა და ინფორმატიკის გამოყენება 

საბუნებისმეტყველო მეცნიერებებსა და ინჟინე­
რიაში“, რომელიც მიეძღვნა ანდრო ბიწაძის 100 
წლისთავს. საქართველოს მეცნიერებათა აკა­
დემიის 75-ე წლისთავის იუბილეზე, აკადემიკოს 
ვახტანგ კოკილაშვილის ინიციატივით, აღინიშნა 
მეცნიერის 100 წლისთავი. ა. რაზმაძის სახელო­
ბის მათემატიკის ინსტიტუტში, აკადემიკოს ივანე 
კიღურაძის ხელმძღვანელობით 2016 წლის 24-26 
დეკემბერს ჩატარდა კონფერენცია „International 
Workshop on the Qualitative Theory of Differential 
Equations – QUALITDE – 2016“ მიძღვნილი ბატო­
ნი ანდროს ხსოვნისადმი. აქვე გვინდა ყურადღე­
ბა გავამახვილოთ ერთ ძალიან დასაფასებელ 
ინიციატივაზე, რომელიც მოსკოველ მეცნიერებს 
ეკუთვნით. 2016 წლის 16-18 ივნისს მოსკოვში ჩა­
ტარდა ანდრო ბიწაძის ხსოვნისადმი მიძღვნილი 
საერთაშორისო კონფერენცია „Actual Problems 
in Theory of Partial Differential Equations, dedicated 
to the memory of A.V. Bitsadze„. ამ კონფერენცი­
ის საორგანიზაციო კომიტეტის თავმჯდომარე იყო 
მ. ლომონოსოვის სახელობის მოსკოვის სახელ­
მწიფო უნივერსიტეტის რექტორი აკადემიკოსი ვ. 
სადოვნიჩი, თანათავმჯდომარე ვ. სტეკლოვის სა­
ხელობის მათემატიკის ინსტიტუტის დირექტორი 
აკადემიკოსი ვ. კოზლოვი. თავმჯდომარის მოად­
გილე კი მოსკოვის უნივერსიტეტის გამოთვლითი 
მათემატიკისა და კიბერნეტიკის ფაკულტეტის დე­
კანი, აკადემიკოსი ე. მოისეევი, რომელიც ბატო­
ნი ანდროს სამეცნიერო შემოქმედების ერთერთი 
გამოჩენილი მიმდევარია. კონფერენციის მუშაობ­
აში მონაწილეობდა მსოფლიოს მრავალი ცნობი­
ლი მათემატიკოსი. 

ბატონი ანდრო 78 წლის ასაკში, 1994 წლის 6 
სექტემბერს ქალაქ მოსკოვში გარდაიცვალა და 
ურნა მისი ფერფლით მოსკოვის დონის მონასტ­
რის პანთეონის კოლუმბარიუმში განისვენებს.

ანდრო ბიწაძეს ცხოვრების გზაზე არაერთხელ 
შეხვედრია სერიოზული სირთულეები.  რაოდ­
ენ გასაკვირიც არ უნდა იყოს, ეს დიდი მეცნიერი 
ცხოვრების ამ მძიმე პერიოდებშიც აღწევდა შე­
მოქმედებით წარმატებებს, რაც მის ბრწყინვალე 
ნიჭსა და ნებისყოფის განსაკუთრებულ სიძლიერ­
ეზე მეტყველებს. მან სამუდამო ადგილი იმ გამო­
ჩენილ ქართველ მეცნიერთა რიგში დაიმკვიდ­
რა, რომელთა მოღვაწეობა ყოველთვის მისაბაძ 
მაგალითად დარჩება შთამომავლობას. იმედია, 
მომავალი კიდევ უფრო ნათლად წარმოაჩენს სა­
ქართველოზე უზომოდ შეყვარებული მამულიშ­
ვილის ღვაწლსა და დამსახურებას.
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გია გიორგაძე

ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა დოქტორი,
ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა 
ფაკულტეტის ასოცირებული პროფესორი

თე­ორ­ემა ინ­დექ­სის შე­სა­ხებ

ქ
ა
რ
თ
ვ
ე
ლ
ი

ა
ვ
ტ
ო
რ
ე
ბ
ი

მეოცე საუკუნეში მათემატიკაში ერთ-ერთ უდიდეს აღმოჩენად ითვლება 
ინდექსის თეორემა, რომელიც მათემატიკის სამი ფუნდამენტური დარგის 
ალგებრის, ანალიზისა და ტოპოლოგიის ერთიანობას და ღრმა კავში­
რებს ამყარებს. თეორემის ჩამოყალიბება და  დამტკიცება ეკუთვნის თა­
ნამედროვეობის ორ უდიდეს მათემატიკოსს, ამერიკელ ისადორ ზინგერს, 
მასაჩუსეტსის ტექნოლოგიური ინსტიტუტიდან და ინგლისელ სერ მიშელ 
ატიას, ოქსფორდის უნივერსიტეტიდან. თეორემის ერთ-ერთ ავტორს, მი­
შელ ატიას მინიჭებული აქვს მათემატიკაში  ორივე უმაღლესი სამეცნიერო 
ჯილდო, ფილდსის ოქროს მედალი (1966 წ.) და აბელის პრემია (ი.ზინ­
გერთან ერთად, 2001 წ.) 
ვფიქრობთ, რომ ინტერესმოკლებული არ იქნება თეორემის არსის გაგება 
და აღმოჩენის ისტორია იმ თვალსაზრისით, რომ თეორემის კერძო შემ­
თხვევების დამტკიცება და წინაპირობები ქართული მათემატიკური სკო­
ლის წარმომადგენლებს ეკუთვნის.

განვიხილოთ ორგანზომილებიანი, ორიენ­
ტირებული, გლუვი მრავალსახეობა საზღვრის 
გარეშე. ეს ობიექტი ცალსახად განისაზღვრება 
ერთადერთი არაუარყოფითი მთელი რიცხვით 
ჰომეომორფიზმამდე (ორმხრივ უწყვეტი ურთი­
ერთცალსახა ასახვა) სიზუსტით. ამ მთელ რიცხვს 
გვარი ეწოდება და მას შემდომ g-თი აღვნიშნავთ. 
ამრიგად, g რიცხვის დასახელებით შემოგვაქვს 
ერთადერთი ორგანზომილებიანი გლუვი მრა­
ვალსახეობა საზღვრის გარეშე. როდესაც g = 0, 
იგი სფეროა. ეს უკანასკნელი გამონათქვამი კი 
ნიშნავს, რომ ნებიმიერი 0-გვარის ორგანზომი­
ლებიანი მრავალსახეობა სფეროს ჰომეომორ­
ფულია და პირიქით, თუ მრავალსახეობა სფეროს 
ჰომეომორფულია, მაშინ მისი გვარი 0-ის ტოლია. 
უფრო სწორად, 0 გვარის მრავალსახეობა სფე­
როთა მთელი ოჯახია და არა აქვს მნიშვნელობა, 

სად მდებარობს იგი. სავალდებულო არ არის აგ­
რეთვე იგი „კლასიკური“ (წერტილთა გეომეტრი­
ული ადგილი, რომლებიც თანაბარი მანძილით 
არიან დაშორებული ერთი წერტილიდან) სფე­
რო იყოს, მთავარია იგი „კლასიკური“ სფეროს 
ჰომეომორფული იყოს. ამრიგად, განმარტების 
თანახმად, სფერო ტოპოლოგიურად ექვივალენ­
ტურია ელიფსოიდის, პირამიდის, კუბის და ყველა 
პლატონური ტანის, მაგრამ კუბი და პირამიდა არ 
არიან გლუვი მრავალსახეობები, რადგან ყოველ 
წერტილში ერთადერთი მხები არ გაივლება. კერ­
ძოდ, ასეთი წერტილებია მათი წვეროები. მრა­
ვალსახეობის სიგლუვეს დამატებითი, დიფერენ­
ციალური სტრუქტურა ახასიათებს. ეს სტრუქტურა, 
აგრეთვე, საშუალებას იძლევა მრავალსახეობაზე 
დიფერენციალური და ინტეგრალური აღრიცხვა 
ვაწარმოოთ. სფერო რომ ორგანზომილებიანი 
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მრა­ვალ­სა­ხე­ობაა ეს გა­მომ­დი­ნა­რეო­ბს იმ ფაქ­
ტი­დან, რომ არ­სე­ბობს ერ­თა­დერ­თი ვექ­ტო­რუ­
ლი სივ­რცე, კერ­ძოდ სიბ­რტყე, რომ­ლის ღია სიმ­
რავ­ლე­ზე ჰო­მე­ომ­ორ­ფუ­ლად აის­ახ­ება სფე­როს 
ნე­ბის­მი­ერი წერ­ტი­ლის ღია მი­და­მო. ამ­ას­თან, 
მთელი სფე­რო­სა და სიბ­რტყის, ან მი­სი ნა­წი­ლის 
ჰო­მე­ომ­ორ­ფუ­ლი ას­ახ­ვა არ არ­სე­ბობს. ამ­რი­გად, 
სფე­როს ნე­ბის­მი­ერი ღია სიმ­რავ­ლე სიბ­რტყის 
რა­იმე ღია ქვე­სიმ­რავ­ლე­ზე ჰო­მე­ომ­ორ­ფუ­ლად 
აის­ახ­ება. დავ­ფა­როთ მთლი­ან­ად სფე­რო Ui ღია 
სიმ­რავ­ლე­ებ­ით და და­ვა­ფიქ­სი­როთ შე­სა­ბა­მი­სი 
ჰო­მე­ომ­ორ­ფიზ­მე­ბი­დან φi ის­ეთ­ები, რომ­ლე­ბიც 
ეგ­რეთ წო­დე­ბულ შე­თან­ხმე­ბუ­ლო­ბის პი­რო­ბას 
აკ­მა­ყო­ფი­ლე­ბენ. რაც ნიშ­ნავს, რომ და­ფიქ­სი­რე­
ბუ­ლი φi ჰო­მე­ომ­ორ­ფიზ­მე­ბის და მა­თი φj

–1
 შებ­რუ­

ნე­ბუ­ლე­ბის კომ­პო­ზი­ცი­ები, რო­დე­საც მათ აზ­რი 
აქ­ვთ, ე.ი.რო­დე­საც Ui ∩ Uj ≠ ∅, აგ­რეთ­ვე ჰო­მე­
ომ­ორ­ფიზ­მე­ბია. (Ui, φi) წყვილს სა­კო­ორ­დი­ნა­ტო 
რუ­კა ეწ­ოდ­ება, ხო­ლო F = {(Ui, φi)}i>0-ს კი ატ­ლა­სი. 
ორ F1 და F2 ატ­ლასს ეწ­ოდ­ება ეკ­ვი­ვა­ლენ­ტუ­რი, 
თუ მა­თი გა­ერ­თი­ან­ება კვლავ ატ­ლა­სია. ეს იწ­ვევს 
ყვე­ლა შე­საძ­ლო ატ­ლა­სე­ბის და­ყო­ფას ექ­ვი­ვა­
ლენ­ტუ­რო­ბის კლა­სე­ბად, თი­თოეულ კლასს ეწ­
ოდ­ება ტო­პო­ლო­გი­ური მრა­ვალ­სა­ხე­ობ­ის სტრუქ­
ტუ­რა სფე­რო­ზე. თუ ჰო­მე­ომ­ორ­ფიზ­მებს ყველ­გან 
შევ­ცლით დი­ფე­ომ­ორ­ფიზ­მით (ორ­მხრივ დი­ფე­
რენ­ცი­რე­ბა­დი ას­ახ­ვა), მი­ვი­ღებთ სფე­რო­ზე დი­
ფე­რენ­ცი­რე­ბად სტრუქ­ტუ­რას. ზე­მოთ მოყ­ვა­ნი­ლი 
მსჯე­ლო­ბა სა­მარ­თლი­ანია არა მარ­ტო ორ­გან­
ზო­მი­ლე­ბი­ანი, არ­ამ­ედ ნე­ბის­მი­ერი გან­ზო­მი­ლე­
ბის მრა­ვალ­სა­ხე­ობ­ის­ათ­ვის. მხო­ლოდ არ­სე­ბობს 

სხვა­დას­ხვა გან­ზო­მი­ლე­ბი­ან მრა­ვალ­სა­ხე­ობ­ებს 
შო­რის მნიშ­ვნე­ლო­ვა­ნი გან­სხვა­ვე­ბა. მა­გა­ლი­თად, 
ორ­გან­ზო­მი­ლე­ბი­ან მრა­ვალ­სა­ხე­ობ­ებ­ზე ერ­თა­
დერ­თი დი­ფე­რენ­ცი­რე­ბა­დი სტრუქ­ტუ­რა არ­სე­
ბობს, მა­შინ რო­დე­საც, მა­გა­ლი­თად, შვიდგან­ზო­
მი­ლე­ბი­ანი სფე­რო ამ თვი­სე­ბის მა­ტა­რე­ბე­ლი არ 
არ­ის. კერ­ძოდ, შვიდგან­ზო­მი­ლე­ბი­ან სფე­რო­ზე 
არ­სე­ბობს 28 გან­სხვა­ვე­ბუ­ლი დი­ფე­რენ­ცი­ალ­ური 
მრა­ვალ­სა­ხე­ობ­ის სტუქ­ტუ­რა. რაც ნიშ­ნავს იმ­ას, 
რომ ის­ინი ყვე­ლა ერ­თმა­ნე­თის ჰო­მე­ომ­ორ­ფუ­
ლე­ბი არი­ან, მაგ­რამ არა დი­ფე­ომ­ორ­ფუ­ლე­ბი. 
ამ­გვა­რი ეგ­ზო­ტი­კუ­რი სფე­რო­ებ­ის სრუ­ლი კლა­სი­
ფი­კა­ცია მე­ოცე სა­უკ­უნ­ის მე­ორე ნა­ხე­ვარ­ში გა­კეთ­
და, ღი­ად იყო დარ­ჩე­ნი­ლი მხო­ლოდ სამ­გან­ზო­მი­
ლე­ბი­ანი შემ­თხვე­ვა და იგი ცნო­ბი­ლია პუ­ან­კა­რეს 
ჰი­პო­თე­ზის სა­ხელ­წო­დე­ბით. ეს ჰი­პო­თე­ზა არც თუ 
ისე დი­დი ხნის წინ, უკ­ვე ოც­და­მე­ერ­თე სა­უკ­უნ­ეში 
გა­და­იჭ­რა. 

ორ­გან­ზო­მი­ლე­ბი­ანი მრა­ვალ­სა­ხე­ობ­ის ტო­
პო­ლო­გი­ური ტი­პი სრუ­ლად გა­ნი­საზღვრე­ბა მისი 
გვა­რის სა­შუ­ალ­ებ­ით და ამ­გვა­რი მრა­ვალ­სა­ხე­ობ­
ის ტო­პო­ლო­გი­ური ინ­ვა­რი­ან­ტი, რო­მე­ლიც ეილ­
ერ­ის მა­ხა­სი­ათ­ებ­ლის სა­ხე­ლი­თაა ცნო­ბი­ლი, გა­
მო­ის­ახ­ება ფორ­მუ­ლით:

χ(M) = 2g ‒ 2.

ორ­გან­ზო­მი­ლე­ბი­ანი (ორი­ენ­ტი­რე­ბუ­ლი) მრა­
ვალ­სა­ხე­ობ­ები იმ ტო­პო­ლო­გი­ურ ობი­ექ­ტთა 
რიცხვს მი­ეკ­უთ­ვნე­ბი­ან, რომ­ლებ­ზე­დაც შე­იძ­ლე­ბა 
კომ­პლექ­სუ­რი სტრუქ­ტუ­რის შე­მო­ტა­ნა. კერ­ძოდ, 

სერი მიშელ ატია – ფილდსის და აბელის 
პრემიების ლაურეატი და ბოგდან ბოიარსკი 
– პოლონეთის მეცნ. აკადემიის აკადემიკოსი, 

თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის 
საპატიო დოქტორი

საქართველოს მეცნიერებათა 
ეროვნული აკადემიის აკადემიკოსი 

ნოდარ ბერიკაშვილი. ნ.ბერიკაშვილის 
მიერ დამუშავებული სპექტრალური 
მიმდევრობის დიფერენციალები 

ალგებრული  ტოპოლოგიის  ერთ-ერთი 
ცენტრალური საკითხია.
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შე­საძ­ლე­ბე­ლია ატ­ლა­სის გან­მარ­ტე­ბა­ში მოყ­ვა­ნი­
ლი φi ჰო­მე­ომ­ორ­ფიზ­მე­ბი შევ­ცვა­ლოთ ორ­მხრივ 
ჰო­ლო­მორ­ფუ­ლი – ბი­ჰო­ლო­მორ­ფუ­ლი ას­ახ­ვე­
ბით ის­ეთ­ნა­ირ­ად, რომ მა­თი ყვე­ლა შე­საძ­ლო კომ­
პო­ზი­ცი­აც ჰო­ლო­მორ­ფუ­ლი იყ­ოს. ამ­ის შემ­დეგ შე­
საძ­ლე­ბე­ლია კომ­პლექ­სუ­რი ან­ალ­იზ­ის მე­თო­დე­ბის 
გა­მო­ყე­ნე­ბა. ორ­გან­ზო­მი­ლე­ბი­ან გლუვ მრა­ვალ­
სა­ხე­ობ­ას კომ­პლექ­სუ­რი სტრუქ­ტუ­რით, ეწ­ოდ­ება 
რი­მა­ნის ზე­და­პი­რი. დი­ვი­ზო­რი ეწ­ოდ­ება ნე­ბის­მი­
ერ D : M → Z ას­ახ­ვას M კომ­პაქ­ტუ­რი რი­მა­ნის ზე­
და­პი­რი­დან მთელ რიცხვთა რგოლ­ში, რო­მე­ლიც 
ნე­ბის­მი­ერი კომ­პაქ­ტის მხო­ლოდ სას­რულ წერ­ტი­
ლებ­ში იღ­ებს 0-სა­გან გან­სხვა­ვე­ბულ მნიშ­ვნე­ლო­
ბებს. კომ­პაქ­ტურ რი­მა­ნის ზე­და­პირ­ზე ყვე­ლა შე­
საძ­ლო დი­ვი­ზო­რე­ბის სიმ­რავ­ლე ქმნი­ან აბ­ელ­ურ 
ად­იცი­ურ ჯგუფს, რო­მე­ლიც აღ­ინ­იშ­ნე­ბა Div(M)-ით. 
იგი ნა­წი­ლობ­რივ და­ლა­გე­ბუ­ლი სიმ­რავ­ლეა. მე­
რო­მორ­ფუ­ლი ფუნ­ქცი­ის რი­გი x ∈ M წერ­ტილ­ში, 
აღ­ინ­იშ­ნე­ბა ordx(f) სიმ­ბო­ლო­თი, გან­მარ­ტე­ბით ტო­
ლია მთე­ლი ± k ∈ Z რიცხვის, იმ­ის შე­სა­ბა­მი­სად x 
წერ­ტი­ლი f ფუნ­ქცი­ის k რი­გის ნუ­ლია, თუ k რი­გის 
პო­ლუ­სი. ყვე­ლა სხვა შემ­თხვე­ვა­ში f-ის რი­გი 0-ად 
ით­ვლე­ბა. ეს ნიშ­ნავს, რომ ას­ახ­ვა x → ordx(f) არ­ის 
დი­ვი­ზო­რი. f მე­რო­მორ­ფუ­ლი ფუნ­ქცი­ის დი­ვი­ზო­რი 
აღ­ინ­იშ­ნე­ბა (f) სიმ­ბო­ლო­თი. f ფუნ­ქცი­ას ეწ­ოდ­ება D 
დი­ვი­ზო­რის ჯე­რა­დი, თუ (f) ≥ D. ცხადია, რომ (f) ≥ 0, 
მა­შინ და მხო­ლოდ მა­შინ, რო­დე­საც f ჰო­ლო­მორ­
ფუ­ლია. ნე­ბის­მი­ერი U ⊂ M ღია სიმ­რავ­ლი­სათ­ვის 
და D დი­ვი­ზო­რი­სათ­ვის OD(U) აღ­ვნიშ­ნოთ U-ზე მე­
რო­მორ­ფულ ფუნ­ქცი­ათა სიმ­რავ­ლე, რომ­ლე­ბიც 
‒D დი­ვი­ზო­რის ჯე­რა­დე­ბი არი­ან. ეს სიმ­რავ­ლე ბუ­
ნებ­რი­ვი ჩად­გმის ოპ­ერ­აცი­ის მი­მართ ქმნის მი­მარ­
თულ სპექ­ტრს და მი­ღე­ბუ­ლი ზღვა­რი არ­ის კო­ნა, 
რო­მე­ლიც აღ­ვნიშ­ნოთ OD-თი.

თე­ორ­ემა (რი­მა­ნი-რო­ხი) ვთქვათ M g გვა­რის 
რი­მა­ნის ზე­და­პი­რია და D მას­ზე ნე­ბის­მი­ერი დი­
ვი­ზო­რია. მა­შინ M-ის H 0(M,OD) და H 1(M,OD) ნუ­
ლო­ვა­ნი და პირ­ვე­ლი კო­ჰო­მო­ლო­გი­ის ჯგუ­ფე­ბი 
კო­ეფ­იცი­ენ­ტე­ბით OD კო­ნა­ში სას­რულ­გან­ზო­მი­ლე­
ბი­ანი ვექ­ტო­რუ­ლი სივ­რცე­ებია და სა­მარ­თლი­ანია 
ტო­ლო­ბა

dimH 0(M,OD) – dimH 1(M,OD) = 1 – g + degD,

სა­დაც degD დი­ვი­ზო­რის ხა­რის­ხია და გან­მარ­ტე­
ბით იგი ∑x∈M D(x) მთე­ლი რიცხვის ტო­ლია.

ამ თე­ორ­ემ­ის სუს­ტი ვა­რი­ან­ტი (უტ­ოლ­ობ­ის სა­
ხით) ჩა­მო­აყ­ალ­იბა და და­ამ­ტკი­ცა რი­მან­მა (1857), 
ხო­ლო მის­მა მოს­წავ­ლემ გუს­ტავ როხ­მა (1865) 
და­ამ­ტკი­ცა ტო­ლო­ბა. ზე­მოთ მო­ვიყ­ვა­ნეთ რი­მან-
რო­ხის თე­ორ­ემ­ის თა­ნა­მედ­რო­ვე ფორ­მუ­ლი­რე­
ბა. ამ თე­ორ­ემ­ის თა­ნახ­მად, g გვა­რის რი­მა­ნის ზე­
და­პირ­ზე მაქ­სი­მა­ლუ­რი რა­ოდ­ენ­ობ­ის წრფი­ვად 
და­მო­უკ­იდ­ებ­ელი მე­რო­მორ­ფუ­ლი ფუნ­ქცი­ებ­ის 
რა­ოდ­ენ­ობ­ას, რომ­ლე­ბიც ჯე­რა­დე­ბი არი­ან D დი­
ვი­ზო­რის, გა­მოკ­ლე­ბუ­ლი მაქ­სი­მა­ლუ­რი რა­ოდ­ენ­
ობ­ის მე­რო­მორ­ფუ­ლი 1-ფორ­მე­ბის რა­ოდ­ენ­ობა, 
რომ­ლე­ბიც ‒ D დი­ვი­ზო­რის ჯე­რა­დე­ბი არი­ან, 1 ‒ g 
+ degD რიცხვის ტო­ლია. თუ გა­ვით­ვა­ლის­წი­ნებთ 
იმ ფაქ­ტს, რომ დი­ვი­ზო­რი რი­მა­ნის ზედ­პირ­ზე მო­
ნიშ­ნუ­ლი სას­რუ­ლი რა­ოდ­ენ­ობ­ის წერ­ტი­ლე­ბია, 
რომ­ლებ­საც მი­წე­რი­ლი აქ­ვთ შე­სა­ბა­მი­სი მთე­ლი 
რიცხვე­ბი და მნიშ­ვნე­ლო­ბა არ აქ­ვს არც წერ­ტი­
ლე­ბის კონ­ფი­გუ­რა­ცი­ას და არც მათ­ზე მი­წე­რილ 
მთელ რიცხვებს, და­ვას­კვნით, რომ რი­მან-რო­ხის 
თე­ორ­ემა ტო­პო­ლო­გი­ური ინ­ვა­რი­ან­ტე­ბის სა­შუ­
ალ­ებ­ით გა­მო­სა­ხავს ან­ალ­იზ­ურ ობი­ექ­ტს.

ლო­კა­ლუ­რად ტრი­ვი­ალ­ური ფიბ­რა­ცია გარ­

g = 0 (სფე­რო) და g = 1 (ტო­რი გვარის) რი­მა­ნის ზე­და­პი­რე­ბი.
სა­კო­ორ­დი­ნა­ტო ფუნ­ქცი­ები g = 1 გვა­რის რი­მა­ნის ზე­და­პირ­ზე
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კვეული სახის მრავალსახეობისათვის დამატები­
თი ზოგადი გეომეტრიული სრუქტურაა. მაგალი­
თად, ცილინდრი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 
როგორც წრფეების ერთობლიობა, რომლებიც 
პარამეტრიზებულია წრეწირის წერტილებით. 
მებიუსის ფურცელი არის მონაკვეთების ერთობ­
ლიობა, პარამეტრიზემული კვლავ წერტილებით 
წრეწირიდან. ორგანზომილებიანი ტორი წრეწი­
რის წერტილებით პარამეტრიზებული წრეწირე­
ბის ერთობლიობაა. აქ მოყვანილ გეომეტრიულ 
ობიექტებს აქვთ ერთი საერთო თვისება, ყველა 
მათგანი ლოკალურად არის ორი მრავალსახე­
ობის დეკარტული ნამრავლი. ახლა მოვიყვანოთ 
განმარტება. ვთქვათ p: E → X უწყვეტი ასახვაა ორ 
E და X ტოპოლოგიურ მრავალსახეობებს შორის. 
ვიტყვით, რომ (E, X, p) სამეული არის ლოკალუ­
რად ტრივიალური ფიბრაცია, თუ არსებობს ის­
ეთი F ტოპოლოგიური მრავალსახეობა და ნების­
მიერი x ∈ X წერტილსათვის არსებობს U მიდამო 
ისეთი, რომ p–1(U) ჰომემორფულია U × F დეკარ­
ტული ნამრავლის. აღვნიშნოთ φ-თი ეს ჰომეომ­
ორფიზმი: φ: p–1(U) → U × F, ამასთან მოითხოვება, 
რომ φ ჰომეომორფიზმი იყოს „ფენობრივი“, ანუ 
p(φ(x,v)) = x, სადაც x ∈ U და v ∈ F. ლოკალურად 
ტრივიალური ფიბრაციის განმარტებაში მოყვა­
ნილ სამეულის კომპონენტებს აქვთ თავიანთი 
სახელები, კერძოდ, E-ს ეწოდება ფიბრაციის ტო­
ტალური სივრცე, X-ს – ფიბრაციის ბაზა, p-ს პრო­
ექცია, ხოლო F-ს კი – ფენა. თუ ფიბრაციის ფენა 
ვექტორული სივრცეა, მაშინ ფიბრაციას ეწოდ­
ება ვექტორული ფიბრაცია. ცილინდრი, მებიუსის 
ფურცელი და ტორი, ამ განმარტების თანახმად, 
არიან ლოკალურად ტრივიალური ფიბრაციებ­
ის ტოტალური სივრცეები, ამასთან სამივე შემ­
თხვევაში ბაზა არის წრეწირი, ხოლო ფენა კი ცი­
ლინდრის შემთხვევაში არის ნამდვილ რიცხვთა 
სიმრავლე, მებიუსის ფურცლისათვის მონაკვე­
თი, ხოლო ტორისათვის კი წრეწირი. ფიბრაცი­
ის სტრუქტურის შემოტანა ამ მრავალსახეობებში 
გამოწვეულია ტოტალური სივრცის შევისწავლის 
სურვილით ბაზის და ფენის საშუალებით, ან პი­
რიქით. ამრიგად, გარკვეული თანადობით დაკავ­
შირებული ტოპოლოგიური ობიექტებიდან ვსწავ­
ლობთ ერთ-ერთს, როდესაც მეორის სტრუქტურა 
ცნობილია. ამასთან, შესწავლა ჩვეულებრივ ხდე­
ბა ალგებრული ტოპოლოგიის მეთოდებით. მა­
გალითად, ნებისმიერ X დიფერენცირებად მრა­
ვალსახეობას უკავშირდება ეგრეთ წოდებული 
მხები ფიბრაცია TX, უფრო სწორად TX არის ტო­
ტალური სივრცე (TX, X, p) ფიბრაციის, რომლის 

g = 3 გვარის რიმანის ზედაპირი (a1, b1), i = 1, 2, 3
ჰომოლოგიური ციკლების კანონიკური ბაზისით

ფენა ყოველ x ∈ X წერტილში არის მხები Tx X 
ვექტორული სივრცე x-ში და მაშასადამე, TX არის 
Tx X ვექტორული სივრცეების გაერთიანება, სადაც 
x გაირბენს X მრავალსახეობას. Tx X არის x წერ­
ტილში მხები ვექტორების სივრცე, რის გამოც მისი 
დუალური, ანუ შეუღლებული სივრცე Tx

*X იქნება 
კომხები ვექტორების სივრცე, რომელიც შესაძ­
ლებელია 1-ფორმების ვექტორულ სივრცესთან 
გაიგივდეს. მივიღებთ კომხებ ფიბრაციას: Ux∈X Tx

*X 
= T *X. ეს უკანასნელი კი შესაძლებელია ეგრეთ 
წოდებული დე რამის ჰომოლოგიის ჯგუფების 
საშუალებით შევისწავლოთ. მრავალსახეობიდ­
ან ჯგუფებზე გადასვლა – ეს არის ალგებრული 
ტოპოლოგიის მეთოდი ტოპოლოგიური ობი­
ექტის ალგებრულად დასახასიათების მიზნით. 
ფიქსირებული ბაზის მრავალსახეობაზე ყველა 
შესაძლო ფიბრაციების კლასიფიკაცია ხდება 
ფიბრაციის მახასიათებელი კლასების საშუალებ­
ით, რომლებიც ჩვეულებრივ ბაზის კოჰომოლო­
გიის ჯგუფის ელემენტებია. თუ ორი ფიბრაციის 
მახასიათებელი კლასები განსხვავებულია, მაშინ 
ფიბრაციები ექვივალენტურები არ არიან, ანუ მათ 
შორის არ არსებობს იზომორფიზმი. მაგალითად, 
სფეროზე ერთგანზომილებიანი კომპლექსური 
ვექტორული ფიბრაციის ტოპოლოგიური და ან­
ალიზური ტიპი სრულად განისაზღვრება მისი 
ჩერნის რიცხვით, რომელიც სფეროს პირველი 
კოჰომოლოგიის ჯგუფის H 1(S 2,Z) ≅ Z ელემენ­
ტია. ეს მთელი რიცხვი კი ემთხვევა γ: S 1 → GL1(C) 
გლუვი ასახვის ტოლოგიურ ხარისხს, რადგან 
ტოპოლოგიური ხარისხი ჰომოტოპიურ ასახვებს 
ტოლი აქვთ, გამოდის, რომ ერთგანზომილები­
ანი ვექტორული ფიბრაციებსა და γ: S 1 → GL1(C) 
გლუვი ასახვების ჰომოტოპიურ კლასებს შორის 
არსებობს ბიექცია და ორივე კლასი შესაბამისი 
(ტოპოლოგიური ინვარიანტით) ასახვის ხარის­
ხით სრულად განისაზღვრება. ანალოგიურად, 
n-განზომილებიანი კომპლექსური ვექტორული 
ფიბრაციის ტოპოლოგიური ტიპი განისაზღვრე­
ბა γ: S 1 → GLn(C) ასახვის დეტერმინანტის ტოპო­
ლოგიური ხარისხით. ხოლო რაც შეეხება ჰო­
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ლომორფულ ტიპს, ეს რიცხვი უკვე საკმარისი 
არ არის, მაგრამ ცნობილია, რომ ნებისმიერი 
ჰოლომორფული ფიბრაცია ბაზით სფერო, იშ­
ლება ერთგანზომილებიანი კომპლექსური ფიბ­
რაციების პირდაპირ ჯამად, თითოეულ მათგანს 
აქვს შესაბამისი ჩერნის რიცხვი, მათი ჯამი ტო­
ლია მოცემული ფიბრაციის ჩერნის რიცხვის. ამ­
იტომ ჰოლომორფული ტიპი განისაზღვრება 
მთელ კოორდინატებიანი ვექტორით, რომლის 
თითოეული კოორდინატი ერთგანზომილებიანი 
ფიბრაციის ჩერნის რიცხვია. თუ E n-განზომილე­
ბიანი ჰოლომორფული ფიბრაციაა S 2-სფეროზე, 
მაშინ ის ფაქტი, რომ E-ს ჩერნის რიცხვი ტოლია 
k-სი ჩაიწერება სახით c(E) = k, ხოლო დებულება 
იმის შესახებ, რომ E არის ერთგანზომილებიანი 
ფიბრაციების პირდაპირი ჯამი იწერება შემდეგნა­
ირად: E = ⊕j=1

n  Ej. როგორც უკვე აღვნიშნეთ ად­
გილი აქვს ტოლობას: ∑j=1

n   c(EJ) = k და K = (k1, ..., 
kn) ∈ Z n, სადაც c(EJ) = kj განსაზღვრავს Ej ფიბრა­
ციის ჰოლომორფულ ტიპს. ფიბრაციის კვეთა ბა­
ზის ღია ქვესიმრავლიდან ფიბრაციის ტოტალურ 
სივრცეში ისეთ ასახვას ეწოდება, რომლის კომ­
პოზიცია პროექციასთან იგივური ასახვაა ბაზა­
ში. თუ კვეთა მთელს ტოტალურ სივრცეზეა გან­
საზღვრული, მაშინ ასეთ კვეთას გლობალური 
ეწოდება. ლოკალური კვეთა, როგორც განმარ­
ტებიდან ჩანს, ვექტორული ფუნქციაა მნიშვნე­
ლობებით ფენაში, ხოლო გლობალური კვეთა კი 
შეთანხმებული უნდა იყოს ფიბრაციის გადასვლის 
ფუნქციებთან. გავაიგივოთ ორგანზომილებიანი 
სფერო (g = 0 გვარის რიმანის ზედაპირი) კომ­
პლექსურ სიბრტყესთან, რომელსაც დამატებუ­
ლი აქვს ერთი წერტილი – უსასრულობა: S 2 = C 
∪ ∞. განვიხილოთ სფეროს დაფარვა ორი Ua და 
U2 ღია სიმრავლით, სადაც U1 = S 2 – {P}, U2 = S 2 
– {N}, P და N აღნიშნავენ, შესაბამისად, სფეროს 

სამხრეთ და ჩრდილოეთ პოლუსებს. მაშინ U1 ∩ 
U2 ბიჰოლომორფულად ეკვივალენტურია კომ­
პლექსური სიბრტყის, საიდანაც ამოგდებულია 
კოორდინატთა სათავე: U1 ∩ U2 ≅ C – {0}. განვიხი­
ლოთ ერთეულ რადიუსიანი S 1 წრეწირი ცენტრით 
კოორდინატთა სათავეში. მაშინ, როგორც ზემოთ 
უკვე აღვნიშნეთ, γ: S 1 → GLn(C) მატრიც-ფუნქცია 
განსაზღვრავს ერთადერთ ჰოლომორფულ E 
ვექტორულ ფიბრაციას S 2-ზე. ამ ფიბრაციის ჰო­
ლომორფული კვეთების სიმრავლე აღიწერება 
H 0(S 2,O(E)) სფეროს ნულოვანი კოჰომოლოგიის 
ჯგუფით კოეფიციენტებით E ფიბრაციის ჰოლო­
მორფული კვეთების კონაში. ცნობილია, რომ ეს 
ჯგუფი ვექტორული სივრცეა და მისი განზომილე­
ბა გამოითვლება E-ს მახასიათებელი რიცხვით. 
კერძოდ, სამართლიანია ტოლობა:

( )( ) ( ) ( )
( )

0 2 1,  0;
,

0, 0.C

c E c E
dim H S E

c E
 + ≥=  <



ახლა დავსვათ ასეთი ანალიზური ამოცანა, 
რომელიც რიმან-ჰილბერტის სასაზღვრო ამოც­
ანის სახელითაა ცნობილი და მდგომარეობს ის­
ეთი ვექტორულ ფუნქციათა f+, f– წყვილის პოვ­
ნაში, სადაც f+(z) ჰოლომორფულია U1-ში, f–(z) 
ჰოლომორფულია U2-ში და აქვს სასრული რიგი 
უსასრულობაში, f+ და f– უწყვეტად გაგრძელებად­
ნი არიან საზღვრამდე და აკმაყოფილებენ ეგრეთ 
წოდებულ სასაზღვრო პირობას f+(t) = γ(t)f–(t) + 
g(t), სადაც γ(t) საზღვარზე, ანუ S 1 განსაზღვრუ­
ლი, უწყვეტი გადაუგვარებელი მატრიცული ფუნ­
ქციაა, g(t) – კი მოცემული ვექტორული ფუნქციაა. 
ეს ამოცანა ექვივალენტურია გარკვეული სახის 
სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სის­
ტემისა იმ აზრით, რომ ერთი მათგანის ამონახსნი 
მეორის ამონახსნიცაა. ამ ამოცანის ინვარიანტია 
indA ანალიზური ინდექსი, რომელიც განმარტე­
ბით γ(t) მატრიცული ფუნქციის დეტერმინანტის 
არგუმენტის ნაზრდის ტოლია S 1 წირის მიმართ. 
ცნობილია, რომ სასაზღვრო ამოცანის ანალიზ­
ური ინდექსი პასუხისმგებელია ამოცანის ამოხ­
სნადობაზე. კერძოდ, როდესაც indA > 0, ამოცანას 
ამონასხი არ აქვს, ხოლო როდესაც indA ≤ 0, ამოც­
ანის წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა რა­
ოდენობაა –indA + 1. მეორეს მხრივ, სასაზღვრო 
ამოცანაში მოცემული γ(t) მატრიცული ფუნქცია 
ცალსახად განსაზღვრავს ჰოლომორფულ ფიბ­
რაციას სფეროზე, რომლის ჩერნის რიცხვით ამ 
ფიბრაციის ჰოლომორფული კვეთების სივრცის 

მხები სივრცე
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განზომილება გამოისახება. ეს კვეთები კი რიმან-
ჰილბერტის სასაზღვრო ამოცანის ამონახსნებია 
და ამრიგად, ანალიზური ინდექსი ტოლია ფიბრა­
ციის ჩერნის რიცხვის. მუსხელიშვილის სინგულა­
რული ინტეგრალური განტოლებების თეორიის 
თანახმად, სასაზღვრო ამოცანის ანალიზური ინ­
დექსი შესაბამისი სინგულარული ინტეგრალური 
ოპერატორის ინდექსის ტოლია. მაშასადამე, უკ­
ანასკნელი მსჯელობა მიუთითებს იმ ფაქტს, რომ 
ანალიზური ინდექსი ტოპოლოგიური ინვარიან­
ტით, ჩერნის რიცხვით გამოისახება. ამ მარტივი 
მსჯელობით მივედით მნიშვნელოვან ჰიპოთეზამ­
დე: ანალიზური ობიექტი – სასაზღვრო ამოცანის 
ინდექსი, არ იცვლება ჰომეომორფიზმის დროს. 
ამის შემდეგ ბუნებრივია დავსვათ ამოცანა: გა­
მოვკვეთოთ რაც შეიძლება ანალიზურ ობიექტთა 
ფართო კლასი, რომელთა შესაბამისი რიცხვითი 
მახასიათებლები ტოპოლოგიური ინვარიანტები 
არიან. ერთ-ერთი ასეთი ინვარიანტია, აგრეთვე, 
მრავალსახეობის გლუვი კვეთების სივრცეზე გან­
საზღვრული ელიფსური ოპერატორის ინდექსი, 
რომლის ინვარიანტულობა დაამტკიცა მ.ატიამ 
და ი.ზინგერმა. ამ თეორემამ ბიძგი მისცა ანალ­
ოგიური შედეგების მთელ სერიას და გამოყენება 
ჰპოვა თეორიულ ფიზიკაში.

განვიხილოთ A წრფივი დიფერენციალური 
ოპერატორი, რომელიც მოქმედებს n ნამდვილი 
ცვლადის გლუვი ფუნქციების სივრცეზე:

A:C ∞(Rn) → C ∞(Rn).

A ოპერატორი წარმოიდგინება კერძო წარმო­
ებულების სასრული რაოდენობის წრფივ კომბი­
ნაციად: A = ∑αaα(x)

x

α

α

∂
∂

, სადაც α = (α1, ..., αn) მულ­
ტიინდექსია, ხოლო aα(x) კი x = (x1, ..., xn) ცვლადის 
გლუვი მატრიცული ფუნქციებია. |α| = α1 + ... + αn-ს 
უდიდეს მნიშვნელობას ეწოდება დიფერენციალ­
ური ოპერატორის რიგი. აღვნიშნოთ იგი m-ით.

( ) ( )

( ) ( ) ( )1 0

,

, , ,

j

m m

a x a x

a x a x a x

α α
α

α

ξ ξ

ξ ξ ξ−

= =

+ +…+
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ფუნქციას, რომელიც ξ = (ξ1, ..., ξn) ცვლადის 
მიმართ მრავალწევრია, ეწოდება A ოპერატორ­
ის სიმბოლო. am(x, ξ) შესაკრებს, რომელიც ერ­
თგვაროვანი მრავალწევრია და მაქსიმალური 
ხარისხის მონომია ξ-ს მიმართ, ეწოდება მთავარი 
სიმბოლო. თვით A ოპერატორი a(x, ξ)-სგან მი­
იღება მასში ξ-ს ნაცვლად 1

ki x
∂

∂
 ოპერატორის ჩას­

მით: 1
,

k

A x
i x

 ∂
=  ∂ 

. მთავარი სიმბოლოს გამოყოფის 
არსი მდგომარეობს მის ინვარიანტულ ბუნებაში. 
კერძოდ, კოორდინატთა სისტემის შეცვლის შემ­
თხვევაში მთავარი სიმბოლო ξ-ს მიმართ იცვლე­
ბა (0,1) ვალენტობის მქონე „ტენზორული კანო­
ნით“. ე.ი ξ ცვლადი კოორდინატთა გარდაქმნით 
იცვლება როგორც კომხები ვექტორი. მაშასადამე, 
მთავარი სიმბოლო კორექტულად განსაზღვრუ­
ლი ფუნქციაა Rn-ის კომხებ ფიბრაციაზე. ამრიგად, 
ეს ფუნქცია დამოკიდებული არ არის Rn-ში მრუდ­
წირულ კოორდინატთა სისტემის არჩევაზე. რაც 
თავის მხრივ იმას ნიშნავს, რომ დიფერენციალ­
ური ოპერატორის ზემოთ მოყვანილი განმარტე­
ბა გავრცელდება მრავალსახეობებზე, მხოლოდ 
ამ შემთხვევაში დიფერენციალური ოპერატორი 
განისაზღვრება მთავარ სიმბოლომდე სიზუსტით. 
გარდა ამისა, თუ გავითვალისწინებთ იმას, რომ A 
დიფერენციალური ოპერატორი წარმოიდგინება
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ინტეგრალური ოპერატორის სახით, სიმბოლო­
ზე გარკვეული შეზღუდვების დადებით (რაც გან­
პირობებულია ინტეგრალის არსებობით) შესაძ­
ლებელია მივაღწიოთ ოპერატორთა კლასის 
გაფართოებას იმგვარად, რომ მიღებული სიმ­
რავლე შეიცავდეს ე. წ. მრავალგანზომილებიან 
სინგულარულ ინტეგრალურ ოპერატორებსაც. 
ოპერატორთა ასეთი კლასის ელემენტებს ფსევ­
დოდიფერენციალური ოპერატორები ეწოდება. 
ფსევდოდიფერენციალურ ოპერატორს ეწოდება 
ელიფსური, თუ მისი სიმბოლოს დეტერმინანტი 
0-სგან განსხვავებულია, როდესაც | ξ | > ε.

ვთქვათ E და F ორი ტოლგანზომილებიანი 
ვექტორული ფიბრაციებია X მრავალსახეობაზე. 
D დიფერენციალური ოპერატორი მოქმედებს ამ 
ფიბრაციების კვეთების, რომლებიც აღვნიშნოთ 

ვექტორული ფიბრაცია
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შესაბამისად Γ(E) და Γ(F) სიმბოლოებით, სივრცე­
ზე: D: Γ(E) → Γ(F). ლოკალურად ამ ოპერატორს 
ზემოთ აღწერილი სახე აქვს და ამრიგად არის 
მატრიცი, რომლის ელემენტებია კერძო წარმო­
ებულები xi,i = 1, ..., dimX ცვლადების მიმართ. და­
ვუშვათ T*X კომხები ვექტორული ფიბრაციაა და 
SX არის T*X-ში ერთეულრადიუსიანი სფეროების 
ფიბრაცია, ხოლო p: SX → X კი ბუნებრივი პრო­
ექციაა. D ოპერატორის სიმბოლო, რომელიც აღ­
ვნიშნოთ σ(D)-თი, ახორციელებს ჰომომორფიზმს 
D-თი ასოცირებულ ვექტორულ ფიბრაციებს შო­
რის:

σ(D) : p*E → p*F,

ამასთან იგი არის იზომორფიზმი მაშინ და მხო­
ლოდ მაშინ, როდესაც D ელიფსურია. ელიფსური 
ოპერატორის ერთ-ერთი თვისებაა ის, რომ KerD 
და CokerD სასრულგანზომილებიანი ვექტორული 
სივრცეებია. ამ ვექტორული სივრცეების განზომი­
ლებების I(D) = dimKerD – dimCokerD სხვაობას ეწ­
ოდება D ოპერატორის ინდექსი.

თეორემა (ატია-ზინგერი). X მრავალსახეო­
ბაზე განსაზღვრული ნებისმიერი D ელიფსური 
ფსევდოდიფერენციალური ოპერატორის ინდექ­
სისათვის სამართლიანია ტოლობა

I(D) = {c(D) · t(X)}[X],

სადაც მარჯვენა მხარეს მოთავსებულ გამოსახუ­
ლებაში c(D) და t(X) არიან X მრავალსახეობის 
ჩერნის და ტოდის მახასიათებელი რიცხვები. 

აქ მოვიყვანეთ ატია-ზინგერის თეორემის პირ­
ველი ფორმულირება. ამ სახით გამოქვეყნდა თე­
ორემა 1963 წელს ჟურნალ „Bulletin of the Ameri­
can Mathematical Society“-ის მაისის ნომერში 

(ნაშრომი რედაქციას ჩაბარდა თებერვალში). იმ­
ავე წლის აგვისტოში ი.ზინგერმა თეორემა წარად­
გინა მოხსენების სახით ნოვოსიბირსკში, საბჭოთა-
ამერიკულ სიმფოზიუმზე კერძოწარმოებულებიან 
დიფერენციალურ განტოლებებში. სიმფოზიუმის 
ერთ-ერთი ორგანიზატორი (სობოლევთან და 
ლავრენტიევთან ერთად) და საორგანიზაციო 
კომიტეტის თავმჯდომარე იყო ილია ვეკუა, რო­
მელიც იმ დროს ნოვოსიბირსკის სახელმწიფო 
უნივერსიტეტის რექტორი იყო. აუცილებელია 
აღინიშნოს ამ სიმფოზიუმის შესახებ, არამარტო 
იმის გამო, რომ ნოვოსიბირსკში მოხდა საბჭოთა 
და ამერიკელი დარგის წამყვანი სპეციალისტების 
პირველი ღია შეხვედრა, არამედ იმიტომ, რომ ამ 
სიმფოზიუმს დღემდე თვლიან ერთ-ერთ კარგად 
ორგანიზებულ და საქმიან სამეცნიერო ფორუ­
მად. თითქმის ნახევარი საუკუნის შემდეგ, ამგვა­
რად მოიხსენიებს ამ სიმფოზიუმს მისი მონაწილე 
ამერიკის მხრიდან ლუის ნირენბერგი ინტერვი­
უში, რომელიც მან აბელის პრემიის მინიჭებას­
თან (2015 წ.) დაკავშირებით მისცა. სიმფოზიუმის 
მონაწილეთაგან ნირენბერგს გარდა მომდევნო 
წლებში აბელის პრემიის ლაურეატები გახდნენ 
ი. ზინგერი (2004 წ.) და პ.ლაქსი (2005 წ.). ამერ­
იკელ მეცნიერთა დელეგაციას ხელმძღვანელობ­
და რიჰარდ კურანტი, მომხსენებელთა შორის 
იყვნენ ფილდსის პრემიის ლაურეატები (1936 წ.) 
ლ.ალფორსი და ჯ.დუგლასი, ადრეთვე კ.ფრიდ­
რიხსი, ა.ზიგმუნდი, დ.სპენსერი, ჩ.მორი, ს.ბერგმა­
ნი, ა.კალდერონი, ფ.ბრაუდერი, მ.პროტერი და 
სხვები. საბჭოთა მხრიდან სიმფოზიუმის მუშაობაში 
მონაწილეობდა ცნობილი საბჭოთა მათემატიკო­
სი იზრაელ გელფანდი, მის მონაწილეობას განსა­
კუთრებით გამოვყოფთ იმის გამო, რომ ჰიპოთეზა 
იმის შესახებ, რომ სასაზღვრო ამოცანა კერძო­
წარმოებულებიანი ელიფსურ განტოლებათა სის­

მებიუსის ფურცელი როგორც ფიბრაცია. ტრივიალიზაცია (ლოკალურად დეკარტულ
ნამრავლად წარმოდგენა) და კვეთა (ასახვა ბაზიდან ტოტალურ სივრცეში,

რომელიც ფენის მხოლოდ ერთ წერტილში გაივლის)
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ტემისათვის ტოპოლოგიური ხასათის ამოცანაა, 
ეკუთვნის გელფანდს. ამოცანის ისტორია დაიწყო 
გელფანდის ნაშრომთა ციკლით, რომელიც 1959-
1960 წლებში გამოქვეყნდა წამყვან საბჭოთა მა­
თემატიკურ ჟუნალში „Успехи математических 
наук“. ერთ-ერთი ნაშრომი მთლიანად ეძღვნე­
ბოდა ელიფსურ განტოლებათა სისტემებს. ამ 
დროს უკვე გამოსული იყო ილია ვეკუას ცნო­
ბილი მონოგრაფია განზოგადებულ ანალიზურ 
ფუნქციათა თეორიაში, სადაც კომპლექსური ან­
ალიზის მეთოდებით სრულად იყო შესწავლილი 
სიბრტყეზე ელიფსურ განტოლებათა სისტემები, 
ხოლო მათი ტოპოლოგიური კლასიფიკაცია (სა­
საზღვრო პირობების გათვალისწინებით) გაკე­
თებული იყო ილია ვეკუას პოლონელი მოწაფის, 
ბოგდან ბოიარსკის მიერ. ამ და რამდენიმე სხვა 
ნაშრომაზე დაყრდნობით ი.გელფანდმა წამოაყ­
ენა ზოგადმათემატიკური ჰიპოთეზა იმის შესახებ, 
რომ ელიფსურ განტოლებათა სისტემის ინდექ­
სი ჰომოტოპიური ინვარიანტია. იატია-ზინგერის 
თეორემა გაცილებით მეტია, ვიდრე გელფანდის 
ჰიპოთეზის დამტკიცება. ამ თეორემის კერძო შემ­
თხვევაა, მაგალითად, რიმან-როხის თეორემა 
თავისი განზოგადებებით, ინდექსის ზემოთ მოყ­
ვანილი ფორმულა რიმან-ჰილბერტის მატრიცუ­
ლი სასაზღვრო ამოცანისათვის, სინგულარულ 
ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემის ინდექსის 
ინვარიანტულობა ჰომოტოპიის მიმართ და სხვა. 
თეორემა იმდენად თვისობრივად ახალი შედეგი 
იყო მათემატიკაში, რომ მან მრავალი ფუნდამენ­
ტური ფაქტი დაჩრდილა. 

იმავე პერიოდში სინგულარული ინტეგრალუ­
რი ოპერატორის ინდექსის ინვარიანტულობის 
პრობლემა აქტუალური იყო ქართველი მათე­
მატიკური სკოლების წარმომადგენლებისათვის. 
როგორც ვთქვით, გელფანდის ჰიპოთეზა ვეკუას 
და ბოიარსკის შრომებზე დაყრდნობით წარმოიშ­
ვა. ჟურნალ საქართველოს მეცნიერებათა აკად­
ემიის მოამბეში 1964 წელს გამოქვეყნდა (ნაშრომი 
რედაქციას ჩაბარდა 1963 წლის ივნისში) ქართვე­
ლი მათემატიკოსის ნოდარ ბერიკაშვილის ნაშ­
რომი „ორგანზომილებიან მრავალსახეობაზე 
სინგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა სის­
ტემის ინდექსის შესახებ“, რომელშიც დამტკიცებუ­
ლი იყო, რომ ორგანზომილებიან კომპაქტურ მრა­
ვალსახეობაზე განსაზღვრული სინგულარული 
ინტეგრალური ოპერატორის ინდექსი ტოლია 
ოპერატორის სიმბოლოსაგან ინდუცირებული 
გარკვეული ასახვის ტოპოლოგიური ხარისხის. 
აღნიშვნის ღირსია ის ფაქტი, რომ სინგულარუ­

ლი ინტეგრალური განტოლებების გლობალური 
თეორია ამ პერიოდში ჩასახვის სტადიაში იყო და 
ნ.ბერიკაშვილის ნაშრომი ეკუთვნის იმ დროის პი­
ონერულ და ელეგანტურ ნაშრომთა რიცხვს. და­
ახლოებით იმავე დროს, 1963 წლის ოქტომბრის 
ნომერში (ნაშრომი რედაქციას ჩაბარდა აგვისტო­
ში) ჟურნალ „Bulletin De L'Academie Polonaise Des 
Sciences“ გამოქვეყნდა პოლონელი მათემატიკო­
სის ბოგდან ბოიარსკის ნაშრომი „სინგულარულ 
ინტეგრალურ განტოლებათა სისტემის ინდექსის 
შესახებ“, სადაც მიღებული იყო ფორმულა n-გან­
ზომილებიან მრავალსახეობაზე მოცემული გან­
ტოლებათა სისტემის ინდექსისათვის მრავალსა­
ხობის ინვარიანტების ტერმინებში, მხოლოდ ეს 
ინვარანტები ცხადად არ იყო მითითებული. ამის 
შემდეგ ბოიარსკიმ სინგულარულ ინტეგრალურ 
განტოლებათა სისტემების ინდექსის კვლევას 
კიდევ ორი ნაშრომი მიუძღვნა, მაგრამ მის მიერ 
მიღებული შედეგები ატია-ზინგერის თეორემის 
კერძო შემთხვევები გამოდგა. ბოიარსკის ეს ნაშ­
რომები იყო მისი ადრინდელი სამეცნიერო ინ­
ტერესების ბუნებრივი გაგრძელება, რის გამოც 
მისი ნაშრომთა ციკლი სინგულარულ ინტეგრა­
ლურ განტოლებათა თეორიაში სისტემის კერძო 
ინდექსების მდგრადობის თეორემასთან ერთად, 
მრავალმხრივ საინტერესო გამოკვლევებია. ამ­
ასთან, გასათვალისწინებელია ის ფაქტიც, რომ 
დღემდე ჩნდება ინდექსის თეორემის სხვადასახვა 
მოდიფიკაციები და განზოგადოებები. ამის საილ­
უსტრაციოდ საკმარისია აღვნიშნოთ ალან კონის 
(ფილდსის პრემია 1982 წ.) ინდექსის თეორემა 
არკომუტაციურ გეომეტრიაში და ედუარდ ვიტე­
ნის (ფილდსის პრემია 1990 წ.) ინდექსის თეორ­
ემის შორს მიმავალი ანალოგია თეორიულ ფიზი­
კაში. 
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ბეჟან ღვაბერიძე

ფიზიკა-მათემატიკურ მეცნიერებათა 
კანდიდატი, ასოცირებული პროფესორი, 

ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის 
სახელმწიფო უნივერსიტეტის ზუსტ და 

საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა 
ფაკულტეტი

ომარ ფურთუხია

ფიზიკა-მათემატიკურ მეცნიერებათა 
კანდიდატი, ასოცირებული პროფესორი, 

მათემატიკის დეპარტამენტის ხელმძღვანელი, 
ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის 

სახელმწიფო უნივერსიტეტის ზუსტ და 
საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა 

ფაკულტეტი

ამოცანები ექსტრემუმზე 
მათემატიკის სასკოლო 

კურსში

განათლებისადმი თანამედროვე მიდგომები 
მოითხოვს განსაკუთრებული ყურადღება მივაქ­
ციოთ გამოყენებით ასპექტებს მათემატიკის სწავ­
ლებაში. ერთ-ერთი ასეთი საკითხია ოპტიმალუ­
რი გადაწყვეტილების მიღება. მათემატიკის იმ 
ამოცანებს შორის, რომლებიც წყვეტენ ოპტიმა­
ლური ამორჩევის პრობლემებს, გამოვყოფთ ამ­
ოცანებს ექსტრემუმზე. 

ადამიანის მოღვაწეობის ყველა სფეროში 
წარმოიშობა მიზნის მიღწევის არსებული საშუალ­
ებებიდან საუკეთესოს ანუ ოპტიმალურის არჩევის 
პრობლემა. ასეთი ტიპის ამოცანები პირველად 
ანტიკურ ეპოქაში გაჩნდა და ისინი მათემატიკის 
განვითარების მთელი ისტორიის მანძილზე ინ­
არჩუნებენ აქტუალობას. მათემატიკის ენაზე ოპ­

ტიმალურის ამორჩევა დაიყვანება გარკვეული 
ფუნქციის მაქსიმუმის ან მინიმუმის, ანუ ექსტრემუ­
მის პოვნაზე. ამიტომ ასეთ ამოცანებს მათემატიკა­
ში ექსტრემალურ ამოცანებს უწოდებენ. ფუნქციის 
ცვლადი (ცვლადები) შეიძლება აკმაყოფილებ­
დეს (აკმაყოფილებდნენ) გარკვეულ შეზღუდვებს, 
რომლებიც მოცემულია განტოლებების ან/და 
უტოლობების სახით. მათ პირობითი ექსტრემუ­
მის ამოცანები ან სხვანაირად მათემატიკური დაპ­
როგრამების ამოცანები ეწოდება. 

უმარტივეს ექსტრემალურ ამოცანებს ჩვენ მა­
თემატიკის სასკოლო კურსშიც ვხვდებით (იხ. [1], 
[2]). ექსტრემალური ამოცანების თეორია ზო­
გადი სახით კი უნივერსიტეტში ისწავლება. ექ­
სტრემალური ამოცანების დიდი ნაწილი რეალ­
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ური (პრაქტიკული) სიტუაციების მათემატიკურ 
მოდელს წარმოადგენს. პრაქტიკული ამოცანის 
შესაბამისი ადეკვატური მოდელის აგება რთულ 
ამოცანებში გარკვეულ ძალისხმევას საჭიროებს. 
სასკოლო კურსის ამოცანებში ძირითადად ცნო­
ბილია რა არის მოცემული და რა მოითხოვება, 
თუმცა მოდელირების ელემენტების ცოდნა მარ­
ტივი პრაქტიკული ხასიათის ამოცანებისთვის, 
მოსწავლეების მათემატიკური აზროვნების და შე­
მოქმედებითი კვლევის უნარების განვითარების 
ერთ-ერთ ხელშემწყობ ფაქტორად მიგვაჩნია. 

ბოლო წლებში მისაღებ გამოცდებზე ხშირად 
გვხვდება კვადრატული სამწევრის (ან სხვა ფუნ­
ქციის) ექსტრემუმთან დაკავშირებული ამოც­
ანები. არასტანდარტულად დასმული ამოცანა 
„ექსტრემუმზე“ აბიტურიენტების დიდი ნაწილის 
დაბნეულობას იწვევს. სამწუხაროდ ამოცანებს 
ექსტრემუმზე მათემატიკის სასკოლო კურსში არ­
ასაკმარისი ყურადღება ეთმობა. ქვემოთ განხი­
ლულია სხვადასხვა ამოცანა ელემენტარული 
მათემატიკიდან, რომლებიც ფუნქციების ექსტრე­
მალური მნიშვნელობების პოვნასთანაა დაკავში­
რებული. ამოცანების ამოხსნისას წარმოებული 
არ გამოიყენება.

ელემენტარულ მათემატიკაში არის მთელი 
რიგი მეთოდებისა, რომელთა გამოყენებითაც 
შეიძლება ამოიხსნას მარტივი ექსტრემალური 
ამოცანები. მაგალითად, საშუალოების შესახებ 
თეორემის გამოყენებით (იხ. [2]), გადარჩევის მე­
თოდებით, ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლის 
დადგენით, სიმეტრიის გამოყენებით და ა.შ. ასეთი 
ამოცანების განხილვას დავიწყებთ შედარებით 
მარტივი ამოცანებით.

ამოცანა 1. რიცხვი 34 წარმოადგინეთ ისეთი 
ორი შესაკრების სახით, რომ პირველი შესაკრე­
ბის კვადრატისა და მეორის ჯამი იყოს მინიმალუ­
რი.

ამოხსნა. ვთქვათ, ეს შესაკრებებია x და y, მაშინ 
y = 34 – x. გვაინტერესებს f(x) = x2 – x + 34 ფუნქციის 
მინიმუმი. მინიმუმი მიიღწევა პარაბოლის წვერო­
ში, ანუ

1
2

x =  და 1
33

2
y = .

ამოცანა 2. ფერმერმა უნდა შემოღობოს მარ­
თკუთხედის ფორმის მიწის ნაკვეთი, რომელსაც 
ერთი მხრიდან მდინარე ესაზღვრება. როგორი 

ზომების მართკუთხედი უნდა შემოღობოს ფერ­
მერმა, რომელსაც აქვს 1000 მეტრი შემოსაღობი 
მასალა და მისი მიზანია ამ მართკუთხედის ფარ­
თობი იყოს უდიდესი?

ამოხსნა. ვთქვათ, მართკუთხედის ზომებია 
x და y, მაშინ 2x + y = 1000. გვაინტერესებს f(x) = 
x(1000 – 2x) ფუნქციის მაქსიმუმი. ეს მაქსიმუმი მიი­
ღწევა x = 250 წერტილში. შესაბამისად, საძიებელი 
მართკუთხედის ზომებია 250 და 500 მ.

ნახ. 1.

ამოცანა 3. სიბრტყეზე y = 4 – x2 პარაბოლით 
და Ox ღერძით შემოსაზღვრულ ფიგურაში ჩახა­
ზულია მართკუთხედი, რომლის ორი წვერო პა­
რაბოლაზეა, ორი კი Ox ღერძზე. იპოვეთ ასეთი 
მართკუთხედების პერიმეტრებს შორის უდიდესი.

ამოხსნა. ვთქვათ, OD = a, მაშინ მართკუთხე­
დის ერთი გვერდი AD = 2a, მეორე გვერდი კი 
CD = 4 – a2. პერიმეტრი იქნება P(a) = 2(2a + 4 – a2) 
კვადრატული ფუნქცია, რომლის მაქსიმუმი მიიღ­
წევა a = 1 წერტილში. შესაბამისად,

Pmax(a) = 10.

ნახ. 2

ამოცანა 4 ([3]). მოცემულ სამკუთხედში ჩავხა­
ზოთ უმცირესი დიაგონალის მქონე მართკუთხე­
დი ისე, რომ მართკუთხედის ორი წვერო იყოს 
სამკუთხედის ერთ-ერთ გვერდზე, ხოლო ორი 
სამკუთხედის ორ სხვა გვერდზე.
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ამოხსნა. ვთქვათ, MNKL საძიებელი მართ­
კუთხედია და NK = x, KL = y (ნახ. 3). აღვნიშნოთ 
AC = a, ხოლო BH = h. BNK და ABC სამკუთხედე­
ბის მსგავსებიდან გვაქვს 

x h y k
a h

−
= = , სადაც k 

მსგავსების კოეფიციენტია. აქედან y = h(1 – k) და x 
= ak. უნდა ვიპოვოთ

ნახ. 3.

f(k) = x2 + y2 = a2k2 + h2(1 – k)2 = (a2 + h2)k2 – 2kh2 + h2 
ფუნქციის (დიაგონალის კვადრატის) მინიმუმი.

ამ კვადრატული ფუნქციის მინიმუმი მიიღწევა 
როცა 

2

2 2
hk

a h
=

+
. ამასთანავე 

2 2 2

min 2 2 2 2
4

( )
a h Sf k

a h a h
= =

+ +
,

სადაც S არის ABC სამკუთხედის ფართობი.
ეს ამოხსნა არ ჩაითვლება სრულყოფილად 

თუ ჩვენ არ მივუთითეთ სამკუთხედის გვერდი, 
რომელზეც განთავსდება მართკუთხედის ორი 
წვერო. უნდა ავირჩიოთ ის გვერდი, რომლის­
თვისაც გვერდის კვადრატისა და მასზე დაშვებუ­
ლი სიმაღლის კვადრატის ჯამი იქნება მაქსიმა­
ლური.

ვთქვათ, a და b სამკუთხედის გვერდებია და ha 
და hb შესაბამისად მათზე დაშვებული სიმაღლე­
ებია. განვიხილოთ სხვაობა 

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

4 4

( )(1 sin ),

a b
S Sh a h b a b
a b

a b α

+ − − = − + − =

− −

სადაც α კუთხეა a და b გვერდებს შორის. რადგან 
sin2α < 1, განხილული სხვაობა დადებითი იქნება 
როცა a > b. ამრიგად, მართკუთხედის ორი წვერო 
უნდა განთავსდეს სამკუთხედის უდიდეს გვერდზე.

ამოცანა 5 ([4]). იპოვეთ a პარამეტრის ყველა 
დადებითი მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 

2 2

2 | | 2( )
3

log ( ) 0
2

ay
a x

a
−

+
> ,

უტოლობის ამოხსნათა სიმრავლით მართკუთხა 
კოორდინატთა სისტემაში განსაზღვრული ფიგუ­
რის პერიმეტრი იქნება უმცირესი. 

ამოხსნა. ლოგარითმული ფუნქციის თვისე­
ბებიდან გამომდინარე ამოცანის პირობების და­
საკმაყოფილებლად აუცილებელია შესრულდეს 
შემდეგი თანაფარდობები:

2 2
2

2 | |0 1,3
0 1

2

ay

a x
a









−< <
+< <

 ან 2 2
2

2 | | 1,3
1

2

ay

a x
a









>

>

−

+ .

ცხადია, რომ მეორე სისტემის პირველი უტ­
ოლობა შეუძლებელია შესრულდეს (ვინაიდან 
იგი ტოლფასია უტოლბის | y | < –1/α). ამიტომ ამ­
ოცანაში მოცემული უტოლობის ამონახსნთა სიმ­
რავლე მართკუთხედია, რომელიც მოცემულია 
სისტემით: 

| | 2/ ,
| | .
y a
x a







<
<

ამ მართკუთხედის გვერდებია 4/a და 2a, პერი­
მეტრი კი 8

( ) 4P a a
a

= + . მართკუთხედის პერიმეტ­
რი გადავწეროთ შემდეგი სახით:

28
( ) ( 2 ) 8 2P a a

a
= − + ,

საიდანაც min ( ) 8 2P a = , მაშინ როცა 2a = . 
ამოცანა 6 (ერთიანი ეროვნული გამოცდების 

მათემატიკის ტესტი, 2016). Oxy მართკუთხა საკო­
ორდინატო სისტემაში (3, 7) წერტილზე გამავალი 
ყოველი უარყოფითი საკუთხო კოეფიციენტის 
მქონე წრფე აბსცისთა და ორდინატთა ღერძებ­
თან ერთად შემოსაზღვრავს მართკუთხა სამ­
კუთხედს. იპოვეთ ამ ტიპის სამკუთხედების ფარ­
თობებს შორის უმცირესი. 

ამოხსნა. ვთქვათ, ამ წრფის განტოლებაა y 

= kx + b, k < 0. რადგან b = 7 – 34, გვაქვს y = kx 

+ 7 – 3k. ღერძებთან გადაკვეთის წერტილების 

კოორდინატებია ( ;0)
bA
k

−  და B(0; b). შესაბამი­

სად, 
2(7 3 )

( )
2

kS k
k

−
= − . გვაინტერესებს ფუნქციის 

მინიმუმი, k < 0 პირობით. გადავწეროთ S(k) ფუნ­

ქცია შემდეგი სახით:
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ნახ. 4.

2

2

1 49 1 7
( ) [ ( 9 ) 42] [( 3 ) 84]

2 2
1 7

( 3 ) 42.
2

S k k k
k k

k
k

= − + + = − − + =
−

− − +
−

აქედან გამომდინარე, ცხადია, რომ Smin(k) = 42 და 
ის მიიღწევა, როცა 7

3
k = − . შესაბამისად, b = 14.

ამოცანა 7 ([5]). Oxy საკოორდინატო სიბრტყე­
ზე განვიხილოთ ABCD მართკუთხედი, რომლის A 
და D წვეროები ორდინატთა ღერძზეა, C წვერო 
f1(x) = x2 – 4x + 3 პარაბოლაზეა, D წვერო კი f2(x) = –
x2 + 2x – 2 პარაბოლაზე, C და D წვეროების აბსცი­
სები დადებითი სიდიდეებია. რა უმცირესი პერი­
მეტრი შეიძლება ჰქონდეს ასეთ მართკუთხედს?

ნახ. 5.

ამოხსნა. ABCD მარკუთხედის BC გვერდი აღ­
ვნიშნოთ a-თი. მაშინ M წერტილის აბსცისა არის 
a, ხოლო CD გვერდი იქნება 

CD = MD – CM = f1(a) – f2(a) =
a2 – 4a + 3 – (–a2 + 2a – 2) = 2a2 – 6a +5.

შესაბამისად, ABCD მარკუთხედის პერიმეტრი 
იქნება

P(a) = 2(2a2 – 6a + 5 + a) = 4a2 – 10a + 10.

გასაგებია, რომ მიღებული კვადრატული სამ­
წევრის მინიმალური მნიშვნელობაა 

Pmin(a) = 15/4.

მრავალი ამოცანა ექსტრემუმზე იხსნება უტ­
ოლობების გამოყენებით. საშუალო არითმეტიკუ­
ლის და საშუალო გეომეტრიულის დამაკავშირე­
ბელი უტოლობიდან მარტივად მიიღება შემდეგი 
შედეგი: არაუარყოფითი სიდიდეების ჯამი, რო­
მელთა ნამრავლი მუდმივი სიდიდეა, ღებულობს 
მინიმალურ მნიშვნელობას, როცა ეს სიდიდეები 
ერთმანეთის ტოლია. განვიხილოთ შემდეგი

ამოცანა 8 ([6]). როგორი უნდა იყოს V მოცუ­
ლობის მქონე ცილინდრული ფორმის ცისტერნის 
ზომები, რომ მის დასამზადებლად გამოყენებული 
მასალის ზედაპირის ფართობი იყოს მინიმალური?

ამოხსნა. ვთქვათ, R არის ცილინდრის ფუძის 
რადიუსი, H კი სიმღლე. მაშინ ზედაპირის ფარ­
თობია S = 2πRH + 2πR2, ხოლო მოცულობა V = 
πR2H, საიდანაც 

2
VH
Rπ

= და 

2 22
2 2

V V VS R R
R R R

π π= + = + + .

ამრიგად, ზედაპირის ფართობი წარმოვად­
გინეთ სამი შესაკრების ჯამის სახით, ხოლო ამ 
შესაკრებების ნამრავლი 2 22 2

V V R V
R R

π π⋅ ⋅ =  მუდ­
მივი სიდიდეა, ამიტომ ჯამი მიიღებს მინიმალურ 
მნიშვნელობას, როცა 22

V R
R

π= , საიდანაც 3 ,
2
VR
π

=

ხოლო H = 2R, ე.ი. ცილინდრის ღერძული კვეთა 
უნდა იყოს კვადრატი. 

ამოცანა 9 ([5]). იპოვეთ x + 3y გამოსახულების 
უდიდესი მნიშვნელობა, თუ x და y აკმაყოფილე­
ბენ x2 + xy + 4y2 ≤ 3 უტოლობას. 

ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნა t = x + 3y, საიდ­
ანაც x = t – 3y და

x2 + xy +4y2 = (t – 3y)2 + (t – 3y)y + 4y2 =
10y2 – 5ty + t2.

შესაბამისად, ამოცანა ასე ფორმულირდება: 
ვიპოვოთ t-ს მაქსიმუმი 10y2 – 5ty + t2 ≤ 3 პირო­
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ბით. ამ უტოლობას აქვს ამონახსნი როცა 25t2 – 
40(t3 – 3) ≥ 0, ანუ 2 2 2 2t− ≤ ≤ , და, მაშასადამე, 

max 2 2t = , საიდანაც გვაქვს 
1
2

x y= = .
ზოგჯერ ფუნქციის ექსტრემუმის გასარკვევად 

მოსახერხებელია დავადგინოთ ამ ფუნქციის მნიშ­
ვნელობათა სიმრავლე. 

ამოცანა 10. იპოვეთ 2
3

( )
9

xf x
x

=
+

 ფუნქციის ექ­
სტრემუმები.

ამოხსნა. ვიპოვოთ 2
3

( )
9

xf x
x

=
+

 ფუნქციის მნიშ­
ვნელობათა სიმრავლე, რაც თავის მხრივ ტო­
ლფასია შემდეგი ამოცანის ამოხსნის: a-ს რა მნიშ­
ვნელობებისათვის გააჩნია 2

3

9

x a
x

=
+

 განტოლებას 
ამონახსნი. უკანასკნელი განტოლება ეკვივალენ­
ტურია განტოლების ax2 – 3x + 9a = 0, რომელსაც 
ამონახსნი გააჩნია როცა 1 1

[ ; ]
2 2

a ∈ − . ცხადია, რომ 

min
1

( )
2

f x = −  და max
1

( )
2

f x = .
ექსტრემალური ამოცანების ამოხსნის ზე­

მოთ მოყვანილი მეთოდების გარდა, არსებობს 
ექსტრემალური მნიშვნელობების მოძებნის მე­
თოდი, რომელიც დაფუძნებულია ვექტორული 
ალგებრის ელემენტებზე, კერძოდ, ვექტორების 
სკალარული ნამრავლის თვისებაზე. განვიხი­
ლოთ რამდენიმე კონკრეტული მაგალითი. 

ამოცანა 11 ([1]). იპოვეთ f(x) = 3sinx + 4cosx 
ფუნქციის მინიმალური და მაქსიმალური მნიშვნე­
ლობები.

ამოხსნა. განვიხილოთ ორი ვექტორი a


 და b

: 

პირველის კოორდინატები იყოს მოცემული ფუნ­
ქციის ცვლადის შემცველი ნაწილების კოეფიციენ­
ტები, ე.ი. a


 (3, 4); მეორის კი თვითონ ცვლადის 

შემცველი ნაწილები, ანუ b

 (sinx, cosx). ამ ვექტო­

რების სიგრძეებია | a


 | = 5 და | b

 | = 1. ცხადია, რომ 

f (x) = a


 · b

. ვექტორების სკალარული ნამრავლის 

განმარტებიდან გამომდინარე ვღებულობთ უტ­
ოლობას: | | | | | | | |a b a b a b− ⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅

     
. ამიტომ ფუნ­

ქციის მნიშვნელობები მოთავსებულია [-5, 5] შუ­
ალედში (–5 ≤ f(x) ≤ 5). შესაბამისად, fmin(x) = –5 და 
fmax(x) = 5.

შენიშვნა 1. ამოცანის ამოხსნა შესაძლებელია 
ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა წრფივი კომბინა­
ციის ერთ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციაზე დაყვა­
ნითაც. კერძოდ, 

2 2 3 4
( ) 3sin 4cos 3 4 ( sin cos )

5 5
5sin( ),

f x x x x x

x α

= + = + + =

+

სადაც sinα = 4/5 და cosα = 3/5. აქედან ცხადია, რომ 
–5 ≤ f(x) ≤ 5.

ამოცანა 12. იპოვეთ ( ) 4 1 3f x x x= − + ფუნ­
ქციის მინიმალური და მაქსიმალური მნიშვნელო­
ბები.

ამოხსნა. განვიხილოთ ვექტორები ( 1 , )a x x−


 
და (4,3)b


. ცხადია, რომ ( )f x a b= ⋅

 
. ამ ვექტორების 

სიგრძეებია | | 1a =


 და | | 5b =


. გავუტოლოთ ვექ­
ტორების კოორდინატების შეფარდება 1

,
4 3

x x−
=  

აქედან x = 9/25. განვიხილოთ ორი შემთხვევა:
1) x = 9/25 და a


 და b


 ვექტორები თანამიმარ­

თულია. მაშინ 

( 1 9 / 25, 9 / 25) (4 / 5,3 / 5)a a− =
 

და სკალარული ნამრავლი იქნება 
16 / 5 9 / 5 5a b⋅ = + =

 
. ამიტომ f(x) ≤ 5.

2) a


 ვექტორის კოორდინატები ვერ იქნება 
უარყოფითი, ამიტომ f(x) ≥ 0 და ის ღებულობს მი­
ნიმალურ მნიშვნელობას როცა x = 1, ანუ (0,1).a a=

 

ამიტომ 0 3 3a b⋅ = + =
 

 და, მაშასადამე, 3 ≤ f(x) ≤ 5. 
შესაბამისად, fmin(x) = 3 და fmax(x) = 5.

ამოცანა 13. იპოვეთ f(x, y, z) = 4x – 3y + 12z – 
121 ფუნქციის მინიმუმი და გაარკვიეთ ცვლადების 
რომელი მნიშვნელობისთვის მიიღწევა ეს მინიმუ­
მი, თუ 4x2 + y2 +4x2 = 576.

ამოხსნა. 4x2 + y2 +4x2 = 576 პირობიდან გან­
ვსაზღვროთ ვექტორი (2 , , 2 )a x y z


, რომლისთვი­

საც | | 24a =


. გადავწეროთ მოცემული ფუნქცია 
შემდეგი სახით

( , , ) 4 3 12 121 121f x y z x y z a b= − + − = ⋅ −
 

,

სადაც (2, 3,6)b −


 და | | 7b =


. a b⋅
 

 სკალარული 
ნამრავლი მინიმალურ მნიშვნელობას ღებულობს 
როცა a


 და b


 ვექტორები საპირისპიროდ მიმარ­

თულია და შესაბამისად,

min | | | | cos180 121 24 7 ( 1) 121 289f a b= ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ − − = −
 

.

ვიპოვოთ ცვლადების ის მნიშვნელობი როცა 

მიიღწევა ეს მინიმუმი. a b↑↓
 

 პირობიდან გვაქვს: 
2 2 24
2 3 6 7
x y z

= = = −
−

, საიდანაც 24
7

x = − , 72
7

y =  

და 72
7

z = − .
ბოლოს განვიხილოთ ამოცანა, რომლის ამ­

ოხსნისას გამოიკვეთება პარაბოლის კიდევ ერთი 
საინტერესო თვისება.

ამოცანა 14. Oxy საკოორდინატო სიბრტყეზე 
მოცემულია A(–2;7), B(–1;3) და D(3;7) წერტილე­
ბი. იპოვეთ ისეთი C წერტილის კოორდინატები, 
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რომლისთვისაც ABCD ოთხკუთხედის ფართობი 
იქნება უდიდესი იმ პირობით, რომ A, B, C და D 
წერტილები f(x) = ax2 + bx + c კვადრატული ფუნ­
ქციის გრაფიკზე მდებარეობს და A და C წერტი­
ლები BD წრფის სხვადასხვა მხარესაა.

ამოხსნა. A, B და D წერტილების კოორდი­
ნატებით ვპოულობთ, რომ a = 1, b = –1 და c = 1. 
ამიტომ გვაქვს f(x) = x2 – x + 1. გარდა ამისა, ადვ­
ილი დასანახია, რომ SABD = 10. ცხადია, რომ ABCD 
ოთხკუთხედის ფართობი უდიდესი იქნება მა­
შინ როდესაც უდიდესი იქნება BCD სამკუთხედის 
ფართობი. აღვნიშნოთ S(x) = SBCD, სადაც x არის 
C წერტილის აბსცისა და, მაშასადამე, –1 < x < 3. 
გასაგებია, რომ

ნახ. 6.

1 1 1 1 1 1
( )

1
20 [3 ( )]( 1)

2

BB D D BB C C CC D DS x S S S

f x x

= − − =

− + + −

21
[7 ( )](3 ) 2 4 6

2
f x x x x− + − = − + + .

შესაბამისად, Smax(x) = S(1) = 8, ხოლო C წერტი­
ლის კოორდინატებია (1;1).

შენიშვნა 2. აღსანიშნავია, რომ პარაბოლა­
ში ჩახაზული სამკუთხედის ფართობი არის სამ­
კუთხედის წვეროების აბსცისების სხვაობების ფუნ­
ქცია. მართლაც, ვთქვათ, f(x) = ax2 პარაბოლაზე 
აღებულია A, B და C სამი წერტილი, რომელთა 
აბსცისებია შესაბამისად x1, x2 და x3 და x1 < x2 < x3. 
გამოვთვალოთ ABC სამკუთხედის ფართობი. 
გვაქვს:

1 1 1 1 1 1ABC AA C C AA B B BB C CS S S S= − − =

1 3 1 2
3 1 2 1

2 22 3
3 2 1 3 3 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
( ) ( ) 1

( ) ( )( )
2 2

f x f x f x f x
x x x x

f x f x
x x ax ax x x

+ +
= − − − −

+
− = + − −

2 2 2 2
1 2 2 1 2 3 3 2

1 1
( )( ) ( )( )

2 2
ax ax x x ax ax x x+ − − + − .

ნახ. 7.

მარტივი გარდაქმნებით ვღებულობთ, რომ

           2 1 3 1 3 2( )( )( )
.

2ABC
a x x x x x x

S
− − −

= 	 (1)

ცხადია, რომ სამკუთხედის წვეროების ნებისმი­
ერი განლაგებისას ფორმულა (1) მიიღებს სახეს:

     2 1 3 1 3 2| | | | | |
.

2ABC
a x x x x x x

S
− ⋅ − ⋅ −

= 	 (2)

მიღებული ფორმულიდან ჩანს, რომ იმ სამ­
კუთხედის ფართობი, რომლის წვეროები პარაბო­
ლაზეა, დამოკიდებულია მხოლოდ სამკუთხედის 
წვეროების აბსცისების სხვაობაზე და პარაბოლის 
a კოეფიციენტზე. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 
როცა სამკუთხედის წვეროები მოძრაობენ ფიქ­
სირებულ პარაბოლაზე ისე, რომ მისი წვეროების 
აბსცისებს შორის მანძილი უცვლელი რჩება, მაშინ 
სამკუთხედის ფართობი უცვლელია. მაგალითად, 
SABC = SMNK (იხ. ნახ. 8 და ნახ. 9).

ნახ. 8.
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ნახ. 9.

შენიშვნა 3. ცხადია, რომ (2) ტიპის ფორმულა 
სამართლიანი იქნება ზოგადი სახის f(x) = ax2 + bx + 
c პარაბოლისთვისაც. 

შენიშვნა 4. პარაბოლაზე მდებარე წვეროების 
მქონე მრავალკუთხედის ფართობი რჩება მუდ­
მივი, თუ მისი წვეროების აბსცისებს შორის მან­
ძილი არ იცვლება. ამაში ადვილად დავრწმუნ­
დებით მრავალკუთხედის სამკუთხედებად 
დაყოფით. მაგალითად, ნახ. 10-ზე მოყვანილი 
ABCD ოთხკუთხედის ფართობი დამოკიდებული 
იქნება მხოლოდ პარაბოლის კოეფიციენტებზე 
და l, m და n სიდიდეებზე. 

ნახ. 10.

ვფიქრობთ, რომ სწავლებაში ექსტრემუმის 
ამოცანების შემოტანა პედაგოგიურად გამართ­
ლებულია, ვინაიდან ისინი საკმარისი სისრულით 
ნერგავენ მოსწავლის აზროვნებაში იმის გაგებას, 
თუ როგორ ეძებს და ცდილობს ადამიანი ცხოვ­
რებისეული ამოცანების გადაწყვეტას ისე, რომ 
მისი მოქმედებით მიღებული შედეგები იყოს რაც 
შეიძლება უკეთესი. აღნიშნული ტიპის ამოცანებ­
ის ამოხსნით მოსწავლეები ხედავენ ერთის მხრივ, 
მათემატიკური ცნებების აბსტრაქტულ ხასიათს, 
ხოლო მეორე მხრივ - მათ უდიდეს და ეფექტურ 
გამოყენებებს პრაქტიკული, ცხოვრებისეული 
ამოცანების ამოხსნისას. ექსტრემალური ამოც­
ანების ასეთი დასმა ხელს უწყობს სასწავლო მა­
სალის გამოყენების არეალის გაფართოებას, 
ამაღლებს რა ამ ამოცანების როლს მოსწავლე­
ების მათემატიკური განათლების ღრმა მიზნების 
განხორციელებაში -- მათემატიკის გამოყენებების 
შესწავლაში ადამიანის საქმიანობის სხვადასხვა 
სფეროებში. 
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ბეზუს თეორემა

ვახტანგ ლომაძე

მათემატიკის დეპარტამენტი, 
ივანე ჯავახიშვილის თბილისის 

სახელმწიფო უნივერსიტეტი

შე­სა­ვა­ლი

კარგადაა ცნობილი (და ადვილი დასამტკიცე­
ბელია), რომ თუ f(x) არის არანულოვანი პოლი­
ნომი, მაშინ

| Z | ≤ m,

სადაც Z აღნიშნავს f(x)-ის ნულების სიმრავლეს და 
m მის ხარისხს. (აქ და შემდგომ სასრული X სიმ­
რავლის ელემენტების რიცხვი აღინიშნება |X | სიმ­
ბოლოთი.) მაგალითად, წრფივ პოლინომს აქვს 
ერთი ფესვი, კვადრატულ პოლინომს შეიძლება 
ჰქონდეს ორი, ერთი ან არცერთი ფესვი. კუბურ 
პოლინომს ყოველთვის აქვს ერთი ფესვი, მაგრამ 
სამ ფესვზე მეტი არ შეიძლება ჰქონდეს.	

თუ ჩვენ დავუშვებთ კომპლექსურ ფესვებს და 
ფესვებს დავითვლით ჯერადობით, მაშინ, რო­
გორც ამას ალგებრის ფუნდამენტური თეორემა 
გვეუბნება, სამართლიანია ტოლობა

| Z | = m.

ბეზუს თეორემაც ალგებრის „დიდ თეორემ­
ათა“ რიცხვს განეკუთვნება. მას შეგვიძლია შევ­
ხედოთ, როგორც ალგებრის ფუნდამენტური 

თეორემის ორგანზომილებიან ანალოგს. იგი იძ­
ლევა პასუხს კითხვაზე: რამდენი ამონახსნი აქვს 
განტოლებათა სისტემას

( )
( )

, 0
, 0

F x y
G x y

 =
 =

სადაც F(x, y) და G(x, y) ორი ცვლადის პოლინო­
მებია? კითხვა შეიძლება დაისვას გეომეტრიულ 
ენაზეც: რამდენი წერტილისგან შედგება თანაკვე­
თა 

C ∩ D,

სადაც C და D ბრტყელი აფინური წირებია?
ბეზუს თეორემა ამტკიცებს, რომ თუ „ყველაფე­

რი რიგზეა“, მაშინ ამონახსნების რიცხვი არის mn, 
სადაც m და n შესაბამისად F(x, y) და G(x, y) პოლი­
ნომების ხარისხებია. უფრო ზუსტად, სამი პირობაა 
საჭირო ბეზუს თეორემის სამართლიანობისთვის.

1) „ბაზისური“ ველი უნდა იყოს ალგებრულად 
ჩაკეტილი, როგორიცაა, მაგალითად, კომპლექ­
სურ რიცხვთა ველი;

2) უნდა გავითვალისწინოთ აუცილებლად „უს­
ასრულო“ ნულები, ანუ, უნდა ვიმუშაოთ პროექცი­
ულ სიბრტყესთან;

3) საერთო ნულების დათვლა უნდა მოხდეს 
ჯერადობის გათვალისწინებით.

ცხადია, ველი უნდა იყოს ალგებრულად ჩაკე­
ტილი. არც მესამე პირობის აუცილებლობა იწვევს 
ეჭვს. არსებითი სიახლე არის პროექციულობის 
პირობაში!

1. ძი­რი­თა­დი
გან­საზღვრე­ბე­ბი

k იყოს ნამდვილ ან კომპლექსურ რიცხვთა ვე­
ლი.

აფინური სიბრტყე A2 არის სიმრავლე (x, y) 
წყვილებისა, სადაც x, y ∈ k. ბრტყელი აფინური 
წირი ეს არის ქვესიმრავლე C ⊆ A2, რომელიც 
წარმოადგენს არანულოვანი R(x, y) პოლინომის 
ნულების სიმრავლეს. მაგალითად, R(x, y) = 2x + 3 
განსაზღვრავს წრფეს, R(x, y) = x2 + 3y2 – 5 გან­
საზღვრავს წრეწირს.
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ყოველი არანულოვანი პოლინომი R(x, y) იშ­
ლება შემდეგი სახის ნამრავლად

R(x, y) = aP1(x, y)n1 ... Pr(x, y)nr,

სადაც a არის კონსტანტა, Pi(x, y) დაუყვანადი პო­
ლინომები და ni მთელი არაუარყოფითი რიცხვე­
ბი. ამბობენ, რომ R(x, y) თავისუფალია კვადრა­
ტისგან თუ ყველა ni ტოლია ერთის.

ცხადია, რომ R(x, y) პოლინომი იგივე წირს იძ­
ლევა, რასაც P1(x, y) ... Pr(x, y). ასე, რომ ბრტყელი 
აფინური წირების მოსაცემად შეგვიძლია გამო­
ვიყენოთ მხოლოდ კვადრატისგან თავისუფალი 
პოლინომები. თანახმად ჰილბერტის სახელგან­
თქმული თეორემისა ნულების შესახებ, ორი კვად­
რატისგან თავისუფალი არანულოვანი პოლინო­
მი R1(x, y) და R2(x, y) განსაზღვრავენ ერთსა და 
იმავე წირს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მოიძ­
ებნება a ≠ 0 კონსტანტა ისეთი, რომ

R1(x, y) = aR2(x, y).

ეს თეორემა საშუალებას იძლევა გან­
ვსაზღვროთ წირის რიგი. მართლაც, თუ C არის 
ბრტყელი აფინური წირი და იგი მოიცემა კვად­
რატისგან თავისუფალი R პოლინომის მეშვეობ­
ით, მაშინ წირის რიგი განისაზღვრება, როგორც 
R პოლინომის ხარისხი. შეგახსენებთ, რომ პოლი­
ნომის ხარისხი არის მაქსიმუმი მისი ერთწევრების 
ხარისხებისა (მაგალითი: deg(7 + 3xy6 + 5y8 – 2x3y10) 
= 13).

ვთქვათ C არის ბრტყელი აფინური წირი და R 
მისი განმსაზღვრელი (კვადრატისგან თავისუფა­
ლი) პოლინომი. დავუშვათ, რომ 

R(x, y) = aR1(x, y) ... Ri(x, y)

არის დაშლა დაუყვანადი პოლინომების ნამრავ­
ლად. ავღნიშნოთ Ci-ით წირი რომელიც მოიცემა 
Ri პოლინომით. მაშინ ცხადია

C = C1∪ ··· ∪Ci.

ამ წირებს ჰქვია C წირის დაუყვანადი კომპო­
ნენტები. ჩვენ ახლა შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ 
ბეზუს თეორემის სუსტი ფორმა.

თეორემა 1. ვთქვათ C და D ბრტყელი აფინური 
წირებია, და დავუშვათ რომ მათ არ აქვთ საერთო 
კომპონენტები. მაშინ თანაკვეთა C ∩ D არის სას­

რული სიმრავლე და ადგილი აქვს უტოლობას

|C ∩ D| ≤ mn,

სადაც m და n შესაბამისად C და D წირების რიგე­
ბია.

ბეზუს თეორემის ეს ფორმა ორგანზომილე­
ბიანი ანალოგია დებულებისა, რომელიც ჩვენ 
გავიხსენეთ შესავლის დასაწყისში (რომელსაც 
შეიძლება ეწოდოს ალგებრის ფუნდამენტური 
თეორემის სუსტი ფორმა). უნდა აღინიშნოს, რომ 
იგი საკმაოდ ადვილად მტკიცდება და ამ ფორმი­
თაც ხშირად გამოიყენება.

2. კერ­ძო მა­გა­ლი­თი:
ორი წრფის თა­ნაკ­ვე­თა

შესავალში დასმულ კითხვას ჩვენ შეგვიძლია 
ადვილად გავცეთ სრული პასუხი, როცა F და G 
წრფივი პოლინომებია. მაშინ ეს პოლინომები 
განსაზღვრავენ წრფეებს. ავღნიშნოთ ისინი შე­
საბამისად C და D ასოებით. შესაძლებელია სამი 
შემთხვევა.

1) C და D ემთხვევიან ერთმანეთს (ანუ F და G 
პროპორციულია).

2) C და D პარალელურია; მაშინ თანაკვეთა არ 
არსებობს. 

3) C და D „ზოგად“ მდგომარეობაში იმყოფები­
ან; მაშინ არის ერთი გადაკვეთის წერტილი მხო­
ლოდ.

ვხედავთ, რომ ბეზუს თეორემა სუსტი აზრით 
ყოველთვის სრულდება. თეორემის ძლიერი 
ფორმა არ არის სამართლიანი მხოლოდ მეორე 
შემთხვევაში. მაგრამ ამ სამართლიანობის მიღწე­
ვა შესაძლებელია ამ შემთხვევაშიც თუკი მას გან­
ვიხილავთ როგორც მესამე შემთხვევის „ზღვარს“. 
ავსხნათ ეს შემდეგი კონკრეტული მაგალითით. 

მაგალითი. წრფეები y = 0 და y – 1 = 0 პარალე­
ლური წრფეებია და არ იკვეთებიან. განვიხილოთ 
ახლა წრფეები y = 0 და εx + y – 1 = 0, სადაც ε ≠ 0. ამ 
ორი წრფის გადაკვეთის წერტილი არის (1/ε, 0). 
წრფე y – 1 = 0 არის „ზღვარი“ εx + y – 1 = 0 წრფისა, 
როცა ε → 0. ბუნებრივია ჩავთვალოთ, რომ y = 0 
და y – 1 = 0 წრფეების თანაკვეთის წერტილი არის



30

საბოლოო

( ) ( )0
1li , .m ,0 0ε ε→ = ∞

ამ მარტივ მაგალითს მივყევართ იდეამდე, 
რომ საჭიროა დავუშვათ „უსასრულო“ წერტილე­
ბის არსებობა.

3. უს­ას­რუ­ლო
წერ­ტი­ლე­ბი და
პრო­ექ­ცი­ული სიბ­რტყე

განვიხილოთ სიმრავლე k3 \ {0}, ანუ სიმრავლე 
არანულოვანი (a,b,c) სამეულებისა. ამ სიმრავლე­
ში შემოვიტანოთ ექვივალენტობის მიმართება 
შემდეგნაირად:

(a1,b1,c1)   ∼ (a2,b2,c2):   ∃λ   (a1,b1,c1) = λ(a2,b2,c2)

ეს მიმართება მართლაც არის ექვივალენტო­
ბის მიმართება, და იგი მთელ ჩვენს სიმრავლეს 
ჰყოფს ექვივალენტობის კლასებად. 

განსაზღვრება. პროექციული სიბრტყე P 2 განი­
საზღვრება როგორც ექვივალენტობის კლასების 
სიმრავლე. ექვივალენტობის კლასს წარმოდგე­
ნილს (a, b, c) სამეულით აღნიშნავენ (a : b : c) სიმ­
ბოლოთი.

განსაზღვრების თანახმად,

(a : b : c)   = (a2 : b2 : c2) ⇔ (a1,b1,c1)   ∼ (a2,b2,c2).

P 2-ის ელემენტებს ანუ კლასებს, ჩვეულებრივ, 
ეძახიან წერტილებს. პროექციული სიბრტყე არ 
არის ადვილი წარმოსადგენი. ჩვენ შეგვიძლია იგი 
წარმოვიდგინოთ როგორც გაერთიანება აფინური 
სიბრტყისა და „უსასრულობაში“ მდებარე წრფისა. 
განვიხილოთ შემდეგი ორი ქვესიმრავლე

U = {(x: y: z) ∈ P 2 | z ≠ 0} და
L∞ = {(x: y: z) ∈ P 2 | z = 0}.

ცხადია, რომ

P 2 = U ∪ L∞.

ყოველი წერტილი პირველი სიმრავლიდან ერ­
თადერთი გზით ჩაიწერება (x: y: 1) სახით. ანუ, ას­
ახვა φ: A2 → U, განსაზღვრული ფორმულით

φ(x, y) = (x: y: 1),

ამყარებს ურთიერთცალსახა თანადობას A2-ის 
წერტილებსა და U-ს წერტილებს შორის. ეს ბუ­
ნებრივი ასახვა საშუალებას გვაძლევს, რომ U 
ქვესიმავლე გავაიგივეოთ აფინურ სიბრტყესთან. 
ამ გაიგივებით P 2 მართლაც წარმოგვიდგება რო­
გორც გაერთიანება

P 2 = A2 ∪ L∞,

სადაც L∞ ქვესიმრავლეს უნდა შევხედოთ, რო­
გორც წრფეს შემდგარს უსასრულო წერტილე­
ბისგან. უნდა აღინიშნოს, რომ გვაქვს ზუსტად იმ­
დენი უსასრულო წერტილი რამდენიც აფინურ 
სიბრტყეში კოორდინატთა სათავეზე გამავალი 
წრფეა. უსასრულო წერტილი (a: b: 0) ჩვენ უნდა 
წარმოვიდგინოთ, როგორც აფინურ სიბრტყეზე 
მდებარე bx – ay = 0 წრფის უსასრულო წერტილი. 

4. (ბრტყე­ლი)
პრო­ექ­ცი­ული წი­რე­ბი

პროექციული წირების განსაზღვრისათვის 
გვჭირდება ერთგვაროვანი პოლინომები.

განსაზღვრება. ვიტყვით, რომ პოლინომი 
F(X,Y,Z) ∈ k[X,Y,Z] არის ერთგვაროვანი, თუ მის 
ყველა ერთწევრს ერთი და იგივე ხარისხი აქვს. ამ 
საერთო ხარისხს ჰქვია პოლინომის ხარისხი. 

შენიშვნა. F(X,Y,Z) პოლინომი არის n ხარისხის 
ერთგვაროვანი პოლინომი მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როცა იგი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას

F(λX, λY, λZ) = λn F(X, Y, Z)   ∀λ ∈ k.

ვთქვათ, F არის ერთგვაროვანი პოლინომი და 
P პროექციული სიბრტყის წერტილი. ვამბობთ, რომ 
P არის F პოლინომის ნული და ვწერთ F(P) = 0, თუ 
F(x, y, z) = 0, სადაც (x, y, z) არის P წერტილის წარ­
მომადგენელი (ანუ (x: y: z) = P). ზემოთ გაკეთებული 
შენიშვნის თანახმად, ეს განსაზღვრება არ არის და­
მოკიდებული წარმომადგენლის არჩევაზე.

განსაზღვრება. პროექციული სიბრტყის C ქვე­
სიმრავლეს ეწოდება ბრტყელი პროექციული 
წირი, თუ ის არის არანულოვანი ერთგვაროვანი 
პოლინომის ნულების სიმრავლე.

განსაზღვრება. ვთქვათ F(x, y) არის პოლინომი 
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რომლის ხარისხია n. მისი ჰომოგენიზაცია F h(X, Y, 
Z) განისაზღვრება ფორმულით

F h(X, Y, Z) = Z n F (X / Z, Y / Z).

ცხადია, F h(X, Y, Z) არის n ხარისხის ერთგვა­
როვანი პოლინომი.

ამრიგად, თუ გვინდა განვსაზღვროთ ჩვეულ­
ებრივი პოლინომის ჰომოგენიზაცია, საჭიროა (x, 
y) შევცვალოთ (X / Z, Y / Z)-ით და რასაც მივიღებთ 
ის გავამრავლოთ Zn-ზე, სადაც n პოლინომის 
ხარისხია.

მაგალითი. ზემოთ განხილული 7 + 3xy6 + 5y8 
– 2x3y10 პოლინომის ჰომოგენიზაცია არის 7Z 13 + 
3XY 6Z 6 + 5Y 8Z 5 – 2X 3Y 10.

განსაზღვრება. ვთქვათ C არის აფინური წირი 
და ვთქვათ იგი მოიცემა F(x, y)პოლინომით. მის 
პროექციული ჩაკეტვას ეძახიან  Fh(X, Y, Z)-ის მიერ 
განსაზღვრულ პროექციულ წირს, და აღნიშნავენ 
C


 სიმბოლოთი.
აფინური წირის უსასრულო წერტილებში ეს­

მით მისი პროექციული ჩაკეტვის უსასრულო წერ­
ტილები.

მაგალითი. განვიხილოთ წრფე ax + by + c = 0. 
მისი პროექციული ჩაკეტვა მოიცემა aX + bY + cZ = 
0 განტოლებით. ამ უკანასკნელზე მხოლოდ ერ­
თი წერტილია ისეთი, რომლისთვისაც Z = 0. სა­
ხელდობრ, ეს არის (b: –a:0) წერტილი. ამრიგად, 
მოცემული წრფის უსასრულო წერტილია (b: –a:0) 
წერტილი.

შემდეგ სამ მაგალითში k არის ნადვილ 
რიცხვთა ველი.

მაგალითი. 
22

2 2 1yx
a b

+ =  ელიფსის პროექ­
ციული ჩაკეტვის განტოლებაა 

2 2 2
2 2 .X Y Z

a b
+ =

ვხედავთ, რომ ელიფსს უსასრულო წერტილი არ 
გააჩნია.

მაგალითი. y = 4cx2 პარაბოლის პროექციული 
ჩაკეტვის განტოლებაა YZ = 4cX 2, და მას აქვს ერ­
თი უსასრულო წერტილი მხოლოდ; ეს წერტი­
ლია (0: 1: 0).

მაგალითი. 
22

2 2 1yx
a b

− =  ჰიპერბო­
ლის პროექციული ჩაკეტვის განტოლებაა 

2 2 2
2 2 .X Y Z

a b
− =  არის ორი უსასრულო წერტი­

ლი: (a: b: 0) და (a: –b: 0).
ამრიგად, თუ მეორე რიგის (ნამდვილ) წირს 

არა აქვს უსასრულო წერტილი, იგი ელიფსია; თუ 
აქვს ერთი უსასრულო წერტილი, მაშინ იგი პა­
რაბოლაა; და ბოლოს, თუ აქვს ორი უსასრულო 
წერტილი, მაშინ იგი ჰიპერბოლაა.

5. თა­ნაკ­ვე­თის
ინ­დექ­სი

ვთქვათ C და D ბრტყელი აფინური წირებია, 
და ვთქვათ P არის მათი საერთო წერტილი. ამ­
ბობენ, რომ წირები ტრანსვერსალურად იკვეთე­
ბიან P წერტილში, თუ მათ განსხვავებული მხებები 
აქვთ ამ წერტილში. ამ შემთხვევაში იძახიან კიდევ, 
რომ თანაკვეთის ინდექსი არის ერთის ტოლი.

თანაკვეთის ინდექსის ზოგადი ცნება საკმაოდ 
ფაქიზია და მისი შემოტანა არც ისე ადვილია. 

ვგულისხმობთ, რომ მკითხველმა იცის წრფივი 
სივრცეები და მათი განზომილებები. გვჭირდება 
კიდევ ვიცოდეთ თუ რა არის ფორმალური მწკრი­
ვი. 

(ორი x და y ცვლადის) ფორმალური მწკრივი 
ჰქვია 

i j
ij

ij
a x y∑

სახის გამოსახულებას, სადაც i და j გაირბენენ 
მთელ არაუარყოფით რიცხვებს და aij კოეფ­
იციენტები k ველის ელემენტებია. ფორმალური 
მწკრივის მაგალითს წარმოადგენს, რა თქმა უნ­
და, პოლინომი. ფორმალური მწკრივები ჰქმნიან 
რგოლს, რომელიც აღინიშნება k[[x, y]] სიმბო­
ლოთი. საინტერესო ფაქტი ამ რგოლის შესახებ 
არის ის, რომ შებრუნებად ელემენტებს მასში წარ­
მოადგენენ ის და მხოლოდ ის ფორმალური 
მწკრივები, რომელთაც აქვთ ნულისგან განსხვა­
ვებული თავისუფალი წევრი.

ვთქვათ C და D ბრტყელი აფინური წირებია და 
ვთქვათ, P არის რაიმე წერტილი სიბრტყეზე. ზო­
გადობის დაურღვევლად, შეგვიძლია ვიგულის­
ხმოთ, რომ P არის კოორდინატთა სათავე. (თუ 
ასე არაა, ვიყენებთ კოორდინატთა გარდაქმნას.) 
ვთქვათ, F და G პოლინომებია, რომლებიც გან­
საზღვრავენ ჩვენს წირებს. ავღნიშნოთ 

Fk [[x, y]] + Gk [[x, y]]

სიმბოლოთი, ე.წ., იდეალი წარმოქმნილი F და G 
პოლინომებით. ეს არის სიმრავლე AF + BG სახის 
ფორმალური მწკრივებისა, სადაც A და B ნებისმი­
ერი ფორმალური მწკრივებია. რა თქმა უნდა, k[[x, 
y]] არის წრფივი სივრცე და Fk [[x, y]] + Gk [[x, y]] 
მისი ქვესივრცეა. თუ ჩვენი წირები ზოგად მდგო­
მარეობაშია, მაშინ ფაქტორ-სივრცე
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( )[[ , ]] / [[ , ]] [[ , ]]k x y Fk x y Gk x y+

სასრულ-განზომილებიანია.
განსაზღვრება. თანაკვეთის ინდექსი Ip(C, D) 

განისაზღვრება ფორმულით

IP(C, D) = dimk [[ , ]]x y /(Fk[[x, y]] + Gk[[x, y]]).

შენიშვნა. Ip(C, D) > 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
როცა P ძევს ორივე წირზე, ანუ P არის თანაკვე­
თის წერტილი. მართლაც, თუ P არ ეკუთვნის, 
ვთქვათ, C წირს, მაშინ F პოლინომი შებრუნება­
დია როგორც ფორმალური მწკრივი და ამიტომ 
Fk[[x, y]] + Gk[[x, y]] = k[[x, y]]. 

მაგალითი. განვიხილოთ თანაკვეთა საკო­
ორდინატო ღერძებისა კოორდინატთა სათავეში. 
ღერძები მოიცემა განტოლებებით y = 0 და x = 0, 
და იდეალი (x, y) შედგება ყველა იმ ფორმალური 
მწკრივისგან რომლის თავისუფალი კოეფიციენ­
ტი ნულია. ცხადია, თანაკვეთის ინდექსი 1-ის ტო­
ლია. (რა თქმა უნდა, ეს ასეც უნდა იყოს.)

მაგალითი. განვიხილოთ თანაკვეთა y = x2 პა­
რაბოლისა y = 0 აბსცისთა ღერძთან (ისევ კოორ­
დინატთა სათავეში). y – x2 და y პოლინომებით 
წარმოქმნილი იდეალი იგივეა რაც x2 და y პოლი­
ნომებით წარმოქმნილი იდეალი. ეს უკანასკნე­
ლი შედგება ყველა იმ ფორმალური მწკრივის­
გან რომელსაც არ გააჩნია a + bx სახის წევრი. ასე 
რომ, თანაკვეთის ინდექსი ამ შემთხვევაში არის 
2-ის ტოლი.

6. ბე­ზუს თე­ორ­ემა
(ძლი­ერი ფორ­მა)

ვიწყებთ თანაკვეთის ინდექსების განსაზღვრე­
ბით პროექციული წირებისთვის. (ზემოთ ჩვენ ეს 
გავაკეთეთ აფინური წირებისთვის.) 

ვთქვათ C და D ბრტყელი პროექციული წირე­
ბია, რომლებიც მოიცემიან ერთგვაროვანი F(X, Y, 
Z) და G(X, Y, Z) პოლინომებით, და ვთქვათ P არის 
რაიმე წერტილი პროექციულ სიბრტყეზე. თუ ჩვე­
ნი წერტილის Z-კოორდინატი განსხვავებულია 
0-სგან და მაშასადამე P = (a: b: 1), მაშინ ინდექსი 
განისაზღვრება ფორმულით

IP(C, D) = I(a,b)(F(x, y, 1), G(x, y, 1))

სადაც Xx Z=  და Yy Z= . თუკი Z-კოორდინატი 
ნულის ტოლია და, მაგალითად, Y-კოორდინატია 
განსხვავებული 0-სგან, მაშინ P = (a: 1: 0). შემოგ­
ვაქვს კოორდინატები Xu Y= , Zw Y=  და გან­
ვსაზღვრავთ

IP(C, D) = I(a,0)(F(u, 1, w), G(u, 1, w)).

თეორემა 2. ვთქვათ, C და D ბრტყელი პრო­
ექციული წირებია, და ვთქვათ, რომ მათ არ აქვთ 
საერთო კომპონენტი. მაშინ ადგილი აქვს ტო­
ლობას

( ),   ,P
P

I C D mn=∑

სადაც m და n, შესაბამისად, C და D წირების რი­
გებია. 

თეორემის საილუსტრაციოდ მოვიყვანთ შემ­
დეგ მაგალითს.

მაგალითი. განვიხილოთ ორი წრეწირი x2 + y2 
= 1 და x2 + y2 = 2, რომელთაც ცხადია არა აქვთ 
„სასრული საერთო წერტილები“. ერთგვაროვანი 
განტოლებები ამ წირებისა არის X 2 +Y 2 = Z 2 და X 2 
+Y 2 = 2Z 2, და ვხედავთ რომ საერთო წერტილებია 
(i, 1, 0) და (–i, 1, 0). ავიღოთ Y ≠ 0 აფინური ნაწი­
ლი და შემოვიღოთ კოორდინატები u = X/Y და w 
= Z/Y. ამ კოორდინატებში ჩვენი წრეწირების გან­
ტოლებებია u2 – w2 + 1 = 0 და u2 – 2w2 + 1 = 0, და 
უსასრულო წერტილები ხდება (i, 0) და (–i, 0). გა­
მოვთვალოთ ახლა ინდექსები

I(i, 0)(u2 – w2 + 1, u2 – 2w2 + 1) და
I(–i, 0)(u2 – w2 + 1, u2 – 2w2 + 1).

პირველის გამოსათვლელად ვისარგებლოთ 
გარდაქმნით u = u' + i, w = w'. საქმე დადის I(0,0)(u' 2 
+ 2iu' – w' 2, u' 2 + 2iu' – 2w' 2)-ის გამოთვლაზე. გვექ­
ნება

(u' 2 + 2iu' – w' 2)k[[u', w']] + (u' 2 + 2iu' – 2w' 2)
k[[u', w']] = (u' 2 + 2iu')k[[u', w']] + w' 2k =

u'k[[u', w']] + w' 2k [[u', w']].

ადვილი დასანახია, რომ

[ ]
[ ] [ ]( )

[ ]
[ ]22

,
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k u w k w
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ორ-განზომილებიანი წრფივი სივრცეა. (ბაზისს 
ქმნიან 1-ის და w'-ის მოსაზღვრე კლასები.) მაშა­
სადამე, 

I(i,0)(u2 – w2 + 1, u2 – 2w2 + 1) =
I(0,0)(u' 2 + 2iu' – w' 2, u' 2 + 2iu' – 2w' 2) = 2.

ასევე გამოითვლება I(–i,0)(u2 – w2 + 1, u2 – 2w2 + 
1) ინდექსიც, და დგინდება რომ იგიც 2-ის ტოლია. 
ვღებულობთ:

I(–i,0)(u2 – w2 + 1, u2 – 2w2 + 1) +
I(–i,0)(u2 – w2 + 1, u2 – 2w2 + 1) = 4.

ეს ასეც უნდა იყოს, ბეზუს თეორემის თანახმად.

ლიტერატურა:
1. W. Fulton, Algebraic Curves, Manuscript, 2008.
2. R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer, 

1977.
3. F. Kirwan, Complex Algebraic Curves, London 

Mathematical Society, 1992.



34

საბოლოო

ქ
ა
რ
თ
ვ
ე
ლ
ი

ა
ვ
ტ
ო
რ
ე
ბ
ი

ამერიკული ოფციონის 
ფასდადების ამოცანა

პეტრე ბაბილუა

ფიზიკა-მათემატიკის 
მეცნიერებათა კანდიდატი, 

ასისტენტ-პროფესორი, ივანე 
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1. ამერიკული ოფციონი ევროპული ოფცი­
ონის მსგავსად წარმოადგენს წარმოებულ ფასი­
ან ქაღალდს, რომლის მფლობელს აქვს რაიმე 
საბაზისო აქტივის ყიდვის ან გაყიდვის უფლება. 
როგორც ვიცით, ევროპული ოფციონის მფლო­
ბელს შეუძლია მისი განაღდება ოფციონის სი­
ცოცხლის პერიოდის მხოლოდ ბოლო მომენტში 
[1]. ამისგან განსხვავებით, ამერიკული ოფციონის 
მფლობელს შეუძლია მისი განაღდება ოფციონ­
ის სიცოცხლის პერიოდის დროის ნებისმიერ შემ­
თხვევით მომენტში.

ბუნებრივია, ამერიკული ოფციონი ევრო­
პულ ოფციონზე უფრო მიმზიდველია, ვინაიდან 
მის მფლობელს ფინანსურ ბაზარზე მიმდინარე 
პროცესში აქტიური მონაწილეობის საშუალება 
ეძლევა. მართლაც, მაქსიმალური სარგებლის 
(გასამრჯელოს) მიღების მიზნით, ბაზრის მიმდი­
ნარე ინფორმაციის გამოყენებით, სასურველია 
ოფციონის განაღდების გადაწყვეტილების მი­
ღება დროის, გარკვეული აზრით, ოპტიმალურ 
შემთხვევით მომენტში. შევნიშნოთ, რომ ასეთი 
გადაწყვეტილების მიღება წარმოადგენს შემ­
თხვევით პროცესთა ოპტიმალური გაჩერების თე­
ორიის საინტერესო და რთულ მათემატიკურ ამ­
ოცანას. კერძოდ, ჩვენთვის საინტერესო აქტივის 
ყოფაქცევაზე დაკვირვების საშუალებით, საჭიროა 
ვიპოვოთ ოფციონის განაღდების ისეთი შემთხვე­
ვითი მომენტი (ოპტიმალური გაჩერების მომენ­
ტი), რომ მივიღოთ მაქსიმალური საშუალო მოგე­
ბა ანუ ფასი. ჩვენ მოკლედ შევეხებით ამერიკული 
ოფციონის გათვლის ზოგიერთ მარტივ საკითხს 
ფინანსური (B,S)-ბაზრის ბინომური მოდელის შემ­
თხვევაში.

2. ვიგულისხმოთ, რომ ჩვენ ვიხილავთ ფინან­
სური (B,S)-ბაზრის ბინომურ მოდელს [1]

		  Bn = (1 + r) Bn–1, B0 > 0,	 (1)

		  Sn = (1 + ρn) Sn–1, S0 > 0,	 (2)

სადაც n = 0, 1, ..., N, r > 0 რთული საპროცენ­
ტო განაკვეთია, ხოლო ρn ცვლადი სიდიდეა, რო­
მელიც შემთხვევით იღებს მხოლოდ ორ შესაძ­
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ლო რიცხვით მნიშვნელობას: ან a-ს ან b-ს, a < b, 
რაც ნიშნავს იმას, რომ აქციის მომავალი ფასე­
ბის განსაზღვრა ცალსახად შეუძლებელია, რად­
გან წინასწარ ჩვენ არ ვიცით რომელ შესაძლო 
რიცხვით მნიშვნელობას მიიღებს ρn ცვლადი სი­
დიდე. ამერიკული ოფციონის მფლობელს შეუძ­
ლია მისი წარდგენა გასანაღდებლად დროის ამ 
მომენტებიდან ნებისმიერ (შემთხვევით არჩეულ) 
მომენტში. ვიგულისხმოთ აგრეთვე, რომ გვაქვს 
გადახდის ფუნქცია, რომელიც n მომენტისთვის 
ჩაიწერება შემდეგნაირად

            f = fn = fn(S0, S1, ..., Sn), n = 0, 1, ..., N,	 (3)

ანუ გვაქვს შემდეგი სიდიდეების მიმდევრობა

		  f0 = f0(S0),
		  f1 = f1(S0, S1),
		  ..............................
		  fn = fn(S0, S1, ..., Sn),	 (4)

ხოლო n = N მომენტისთვის

	          fN = fN(S0, S1, ..., Sn, ..., SN).	 (5)

თუ ოფციონის მფლობელი წარადგენს ოფცი­
ონს გასანაღდებლად დროის რაიმე τ შემთხვევით 
მომენტში, იგი მიიღებს თანხას (გასამრჯელოს), 
რომელიც ტოლია fτ(S0, S1, ..., Sτ), τ = 0, 1, ..., N, სი­
დიდის.

როგორც ვიცით ევროპული ოფციონის გათ­
ვლის (ფასდადების) დროს ემიტენტის (ოფციონ­
ის გამყიდველის) ამოცანებია: ოფციონის სამარ­
თლიანი ფასის პოვნა, მინიმალური ჰეჯის აგება 
და ამ ჰეჯის შესაბამისი კაპიტალის პროცესის გან­
საზღვრა. ამერიკული ოფციონის გათვლის დროს 
ამ ამოცანებს ემატება  აგრეთვე ოფციონის განაღ­
დების ე.  წ. რაციონალური (ოპტიმალური) მო­
მენტების პოვნა, რომელიც საკმაოდ ართულებს 
ამერიკული ოფციონის გათვლას. ამრიგად, ამ 
შემთხვევაში დამატებით საჭიროა ისეთი გაჩერე­
ბის მომენტის (განაღდების მომენტის) პოვნა, რომ 
მივიღოთ მაქსიმალური საშუალო გასამრჯელო.

3. განვიხილოთ ახლა ფინანსური (B,S)-ბაზრის 
მონაწილე ემიტენტის ამოცანა, რომელმაც ოფცი­
ონის გაყიდვით მიიღო გარკვეული საწყისი თანხა 
X0 = x > 0. ვთქვათ, გადახდის ფუნქცია მოცემულია 
(3) ტოლობით, ხოლო ემიტენტს დროს n მომენ­
ტში აქვს βn რაოდენობის ობლიგაცია და γn რა­

ოდენობის აქცია, ანუ აქვს πn = (βn, γn) პორტფელი. 
ვიტყვით, რომ ემიტენტის სტრატეგია (პორტფე­
ლი) π = πn = (βn, γn) არის (x, f, N) ჰეჯი (ამერიკული 
ტიპის ჰეჯი), თუ ემიტენტის საწყისი კაპიტალი

		  X0
π = β0B0 + γ0S0 = x	 (6)

და ნებისმიერი n, 0 ≤ n ≤ N, მომენტისათვის 
გვაქვს

	     Xn
π = βnBn + γnSn ≥ fn(S0, S1, ..., Sn).	 (7)

ამასთან ერთად, თუ რომელიმე გაჩერების τ 
მომენტი ისეთია, რომ

	      Xτ
π = βτBτ + γτSτ = fτ(S0, S1, ..., Sτ),	 (8)

მაშინ π = πτ (βτ, γτ) სტრატეგიას მინიმალური (x, 
f, N) ჰეჯი ეწოდება.

აღვნიშნოთ ამერიკული ტიპის ჰეჯების ერთობ­
ლიობა ΠA(x, f, N) სიმბოლოთი.

შევნიშნოთ, რომ თუ π სტრატეგია აკმაყოფი­
ლებს (8) ტოლობას, მაშინ ნებისმიერი τ ≤ N გაჩე­
რების მომენტისათვის სრულდება (7) უტოლობა.

საინვესტიციო თანხა (ოფციონის სამართლი­
ანი ფასი) ეწოდება სიდიდეს

	   CN
A = inf {x > 0:   ΠA(x, f, N) ≠ ∅}.	 (9)

გაჩერების τ* ≤ N მომენტს ეწოდება რაციონ­
ალური (ამერიკული ოფციონის განაღდების რა­
ციონალური მომენტი), თუ CN

A საწყისი თანხისათ­
ვის (კაპიტალისთვის) და თვითდაფინანსებადი π 
სტრატეგიისათვის სამართლიანია უტოლობა

Xτ*
π  ≥  fτ*  (S0, S1, ..., Sτ*  )

და სინამდვილეში გვაქვს ტოლობა

	            Xτ*
π  =  fτ*  (S0, S1, ..., Sτ*  ).	 (10)

გავიხსენოთ, რომ π = πn (βn, γn) სტრატეგიას ეწ­
ოდება თვითდაფინანსებადი, თუ დროის n მომენ­
ტში სრულდება ტოლობა

	              ∆βnBn‒1 + ∆γnSn‒1 = 0,	 (11)

სადაც ∆βn = βn ‒ βn‒1, ∆γn = γn ‒ γn‒1.
განვიხილოთ ახლა ე. წ. დისკონტირებული კა­
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პი­ტა­ლი

		           n
n

n

X
M

B

π
π = .	 (12)

Mn
π შემ­თხვე­ვით მიმ­დევ­რო­ბას გა­აჩ­ნია შემ­დე­გი 

მნიშ­ვნე­ლო­ვა­ნი თვი­სე­ბა: ნე­ბის­მი­ერი τ ≤ N გა­ჩე­
რე­ბის მო­მენ­ტი­სათ­ვის

		         E*(Mτ
π) = M0

π ,	 (13)

სა­დაც E* აღ­ნიშ­ნავს

		        r ap
b a

∗ −
=

−
	 (14)

ალ­ბა­თო­ბით გა­სა­შუ­ალო­ებ­ას (მა­თე­მა­ტი­კუ­
რი ლო­დი­ნის ოპ­ერ­აცი­ას). შევ­ნიშ­ნავთ, რომ p*-ს 
რისკ-ნე­იტ­რა­ლუ­რი ალ­ბა­თუ­რი ზო­მა ეწ­ოდ­ება [2]. 
(13) ტო­ლო­ბის თა­ნახ­მად შეგ­ვიძ­ლია დავ­წე­როთ

		  X0
π = E* (1 + r)‒τ · Xτ

π.	 (15)

ცხა­დია, რომ თუ π სტრა­ტე­გია არ­ის (x, f, N) ჰე­
ჯი, მა­შინ

		  x ≥ sup E* (1 + r)‒τ · fτ,	 (16)

სა­დაც სუპ­რე­მუ­მი აიღ­ება ყვე­ლა გა­ჩე­რე­ბის მო­
მენ­ტით τ ≤ N. იმ შემ­თხვე­ვა­ში, რო­ცა π არ­ის მი­ნი­
მა­ლუ­რი ჰე­ჯი, ანუ არ­სე­ბობს ის­ეთი გა­ჩე­რე­ბის მო­
მენ­ტი τ* ≤ N, რომ Xτ*

π = fτ*, მა­შინ

      x = X0
π = E* (1 + r)‒τ* · fτ*

π = E* (1 + r)‒τ* · fτ	 (17)

და

		  ( )sup 1x E r fτ
τ

τ

−∗= + ⋅ ,	 (18)

სა­დაც სუპ­რე­მუ­მი აიღ­ება ყვე­ლა გა­ჩე­რე­ბის მო­
მენ­ტით τ ≤ N. ამ­რი­გად, (18) ტო­ლო­ბა წარ­მო­ად­
გენს π ჰე­ჯის მი­ნი­მა­ლუ­რო­ბის აუც­ილ­ებ­ელ პი­რო­
ბას.

შე­იძ­ლე­ბა ჩვე­ნე­ბა, რომ (18) ტო­ლო­ბა, ემ­იტ­ენ­
ტის საწყის x თან­ხა­სა და fn გა­დახ­დის ფუნ­ქცი­ებს 
შო­რის და­მო­კი­დე­ბუ­ლე­ბა, წარ­მო­ად­გენს აგ­რეთ­
ვე π ჰე­ჯის მი­ნი­მა­ლუ­რო­ბის საკ­მა­რის პი­რო­ბას [2].  
აქ­ედ­ან გა­მომ­დი­ნა­რე, ამ­ერ­იკ­ული ოფ­ციო­ნის სა­
მარ­თლი­ანი ფა­სი შე­იძ­ლე­ბა ჩავ­წე­როთ შემ­დე­გი 
სა­ხით

		  ( )sup 1A
NC E r fτ

τ
τ

−∗= + ⋅ ,	 (19)

სა­დაც, ისე რო­გორც ზე­მოთ, სუპ­რე­მუ­მი აიღ­ება 
ყვე­ლა გა­ჩე­რე­ბის მო­მენ­ტით  τ ≤ N.

გა­ჩე­რე­ბის მო­მენ­ტს τ* ≤ N, რომ­ლის­თვი­საც მი­
იღ­წე­ვა (19) სუპ­რე­მუ­მი, ეწ­ოდ­ება ამე­რი­კუ­ლი ოფ­
ცი­ონ­ის გა­ნაღ­დე­ბის (და­ფარ­ვის) რა­ცი­ონ­ალ­ური 
მო­მენ­ტი. ამ­რი­გად, გვაქ­ვს τ*-თვის

( ) ( )sup 1 = 1A
NC E r f E r fτ τ

τ ττ

− −∗ ∗
∗

∗= + ⋅ + ⋅ .	 (20)

შევ­ნიშ­ნოთ, რომ სწო­რედ (19) სა­ხის სუპ­რე­
მუ­მე­ბი­სა და τ* სა­ხის გა­ჩე­რე­ბის (რა­ცი­ონ­ალ­ური, 
ოპ­ტი­მა­ლუ­რი) მო­მენ­ტე­ბის სტრუქ­ტუ­რის გარ­კვე­
ვა და მა­თი მო­ნახ­ვა წარ­მო­ად­გენს ოპ­ტი­მა­ლუ­რი 
გა­ჩე­რე­ბის თე­ორი­ის ძი­რი­თად ამ­ოც­ან­ებს.

ამ­ერ­იკ­ული ოფ­ცი­ონ­ის გათ­ვლის დროს (ის­
ევე, რო­გორც ევ­რო­პუ­ლი ოფ­ცი­ონ­ის გათ­ვლის 
დროს) შე­იძ­ლე­ბა გა­მო­ვი­ყე­ნოთ ბი­ნო­მუ­რი ხე­ები. 
N-ნა­ბი­ჯი­ანი ბი­ნო­მუ­რი ხის კვან­ძებ­ში აქ­ცი­ის შე­საძ­
ლო ფა­სე­ბი და­ით­ვლე­ბა შემ­დე­გი ტო­ლო­ბე­ბით

SN = SN, j = S0(1 + b) j (1 + a)N‒j,   j = 0, 1, ..., N,   (21)

ხო­ლო ბო­ლო n = N მო­მენ­ტში N + 1 ფი­ნა­ლურ 
კვან­ძში ოფ­ცი­ონ­ის ფა­სე­ბი (გა­დახ­დის ფუნ­ქცი­ის 
მნიშ­ვნე­ლო­ბე­ბით) და­ით­ვლე­ბა შემ­დე­გი ტო­ლო­
ბე­ბით

	    f = fN, j = f (SN, j ),   j = 0, 1, ..., N,	 (22)

სა­დაც  f არ­ის რა­იმე გა­დახ­დის ფუნ­ქცია.
ოფ­ცი­ონ­ის მიმ­დი­ნა­რე (ში­გა) ფა­სე­ბი და სა­მარ­

თლი­ანი ფა­სი და­ით­ვლე­ბა შემ­დე­გი სქე­მის მი­ხედ­
ვით.

დრო­ის n = N ‒ 1 მო­მენ­ტში (ფი­ნა­ლუ­რის წი­ნა N 
კვან­ძებ­ში) გვექ­ნე­ბა

( ) ( ){ }1
1, 1, , 1 ,max ; 1 1 ,

0,1, , 1,

A
N j N j N j N jC f r p f p f

j N

− ∗ ∗
− − +

 = + + − 
= −

დრო­ის n = N ‒ 2 მო­მენ­ტში გვექ­ნე­ბა

( ) ( ){ }1
2, 2, 1, 1 1,max ; 1 1 ,

0,1, , 2,

A A A
N j N j N j N jC f r p C p C

j N

− ∗ ∗
− − − + −

 = + + − 
= −

და ა. შ. დრო­ის n = N ‒ k მო­მენ­ტში გვექ­ნე­ბა
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( ) ( ){ }1*
, , 1, 1 1,max ;( 1 1 ,

0,1, , ,

A A
N k j N k j N k j N k jC f r p C p C

j N k

− ∗ ∗
− − − + + − +

 = + + − 
= −

და ა. შ. დროის n = N ‒ N = 0 მომენტში გვექნება

( ) ( ) ( ){ }1
0,0 0 1,1 1,0max ; 1 1A A A A

NC C f S r p C p C− ∗ ∗ = = + + −  ,

სადაც f (S0) = f (S0,0) = f0,0.
ამ დამოკიდებულებებში p* სიდიდე განიმარ­

ტება (14) ტოლობით.
ამრიგად, ბინომური ხეები გამოიყენება ევ­

როპული და ამერიკული ოფციონების გათვლის 
(ფასდადების) ამოცანების გადაწყვეტაში. კერ­
ძოდ, შესაძლებელია აქციის და ოფციონის ფა­
სების ევოლუციის აღწერა და ბინომური ხის 
კვანძებში მათი ყველა შესაძლო მნიშვნელობის 
გამოთვლა ოფციონის სამართლიანი ფასის ჩათ­
ვლით.

შევნიშნოთ, რომ ამერიკული ოფციონის გათ­
ვლის დროს მინიმალური ჰეჯის და მისი შესაბა­
მისი კაპიტალის პროცესის აგება ისევ მოპასუხე 
პორტფელის პრინციპის გამოყენებით ხდება [1], 
[2], რომლის თანახმად π = (β *, π*) მინიმალური 
ჰეჯი გამოითვლება ტოლობებით:

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )1

1 1 1 1

1
n n

n
n

b f a S a f b S
r b a B

β ∗
+

+ + − − +
=

+ −
,  (23)

             ( )( ) ( )( )
( )1

1 ) 1n n
n

n

f b S f a S
b a S

γ ∗
+

+ − +
=

−
	 (24)

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

1
1 1 1 1

n n n n n

n n

X B S

r p f b S p f a S

π β γ∗ ∗
+ +

− ∗ ∗

∗
= + =

 + + + − + .

რაც შეეხება ოფციონის განაღდების რაციონ­
ალური მომენტის პოვნას, როგორც აღვნიშნეთ, 
იგი, საზოგადოდ, რთულ ამოცანას წარმოადგენს, 
ჩვენ მოვიტანთ ამერიკული ოფციონის განაღდე­
ბის რაციონალური მომენტის არჩევის ერთ მარ­
ტივ წესს ბინომური ხის გამოყენების შემთხვევაში. 
წესი შემდეგში მდგომარეობს: ამერიკული ოფცი­
ონის აღსრულების რაციონალური მომენტი არის 
დროის ის პირველი მომენტი, როდესაც ოფციონ­
ის ფასი (გადახდის ფუნქციის მნიშვნელობა) გა­
უტოლდება ან აღემატება მის შინაგან ფასს. ამრი­
გად, რაციონალური მომენტისათვის გვაქვს

( ){ }min : A
n nn f S Cτ ∗ = ≥ .

ავაგოთ ახლა ამერიკული ოფციონისთვის 
ორნაბიჯიანი ბინომური ხე. ქვემოთ ჩვენ სწორედ 
ამ შემთხვევისთვის განვიხილავთ ამერიკული 
ოფციონის გათვლის რიცხვით მაგალითს.

(21)-(26) ტოლობების მიხედვით N = 2, j = 0,1,2, 
შემთხვევაში

( ) ( )2
2 2, 0 1 1 , 0,1,2

j j
jS S S b a j−

= = + ⋅ + = ,

( )2 2, 2, , = 0,1,2j jf f f f S j= = = ,

( ) ( ){ }1
1, 1, 2, 1 2,max ; 1 1 , = 0,1A

j j j jC f r p f p f j− ∗ ∗
+

 = + + −  ,

( ) ( ){ }1
0, 2 0, 1, 1 1,max ; 1 1 , = 0,1A A A A

j j j jC C f r p C p C j− ∗ ∗
+

 = = + + −  .

ამრიგად, ორნაბიჯიან ბინომურ ხეს ექნება შემ­
დეგი სახე

ნახაზი 1

4. განვიხილოთ ახლა ამერიკული ტიპის ყიდ­
ვის სტანდარტული ოფციონის გათვლის ორნაბი­
ჯიანი ამოცანა. ვიგულისხმოთ, რომ გვაქვს შემდე­
გი მონაცემები: 

0 0

1 2 3
20, , 100, , , 100

5 5 5
B r S a b K= = = = − = = .

გამოთვლებში გვჭირდება შემდეგი სიდიდეები

( ) 1

3 8
1 , 1 , 1,

5 5
3 2 5

, 1 , 1 .
5 5 6

a b b a

p p r −∗ ∗

+ = + = − =

= − = + =

მაგალითი. განვიხილოთ (1), (2) ფინანსური 
ბაზარი. ვთქვათ, N = 2, ე. ი. n = 0,1,2 და შესრულე­
ბულია (31) პირობები. დავუშვათ, ინვესტორმა იყ-
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იდა (ემიტენტმა გაყიდა) ამერიკული ტიპის ყიდვის 
სტანდარტული ოფციონი გადახდის ფუნქციით

f = f2 = f2(S2) = max (S2 ‒ K,0).

ჩვენი მიზანია გადავწყვიტოთ ოფციონის გათ­
ვლის ორნაბიჯიანი ამოცანა. ჩვენ მოვიტანთ ამ 
ამოცანის ამოხსნას აქციის შესაძლო ფასების მხო­
ლოდ ერთი კონკრეტული შემთხვევისათვის.

პირველ რიგში ავაგოთ ორნაბიჯიანი ბინომური 
ხე. (27)-(30) ტოლობების გამოყენებით გვექნება

S2,0 = 36, S2,1 = 96, S2,2 = 256,
f2,0 = 0, f2,1 = 0, f2,2 = 156.

შემდეგ გვაქვს (21), (22) ტოლობების თანახმად

f1,0 = f (S1,0) = max(60 ‒ 100,0) = 0,

მოყვანილი ტოლობების გამოყენებით გვექნე­
ბა     

( ) ( ){ }
{ }

1
1,0 1,0 2,1 2,0max ; 1 1

5 3 2
max 0; 0 0 = max 0;0 = 0.

6 5 5

AC f r p f p f− ∗ ∗ = + + − = 

  = ⋅ + ⋅  
  

( ) ( ){ }
{ }

1
1,1 1,1 2,2 2,1max ; 1 1

5 3 2
max 60; 156 0 = max 60;78 = 78,

6 5 5

AC f r p f p f− ∗ ∗ = + + − = 

  = ⋅ + ⋅  
  

( ) ( ) ( ){ }
{ }

1
2 0 1,1 1,0max ; 1 1

5 3 2
max 0; 78 0 max 0;39 39.

6 5 5

A A AC f S r p C p C− ∗ ∗ = + + − = 

  = ⋅ + ⋅ = =  
  

ამრიგად, ორნაბიჯიან ბინომურ ხეს ექნება შემ­
დეგი სახე

ნახაზი 2

განვიხილოთ შემდეგი ორი შემთხვევა:
I. თუ S0 → S1,1 = 160, მაშინ

( ) ( )1 1 1 2 2 2

39 39 13 39
, , , , , ;

20 50 4 40
π β γ π β γ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗   = = − = = −   

   

II. თუ S0 → S1,0 = 60, მაშინ

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2

39 39
, , , , 0,0 .

20 50
π β γ π β γ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = = − = = 

 

ადვილი საჩვენებელია, რომ აქციის შესაძ­
ლო ფასების ნებისმიერი ევოლუციისთვის და 
ოფციონის განაღდების ნებისმიერი შემთხვევითი 
მომენტისთვის აგებული მინიმალური ჰეჯის სა­
შუალებით ემიტენტი შეასრულებს ოფციონური 
კონტრაქტით გათვალისწინებულ ვალდებულე­
ბას.

განვიხილოთ ახლა ოფციონის განაღდების τ* 
რაციონალური მომენტის არჩევის საკითხი.

1. თუ S0 → S1,1 = 160, მაშინ τ* = 2;
2. S0 → S1,0 = 60, მაშინ τ* = 1.
მართლაც, თუ ვიმყოფებით S1,1 კვანძში, მაშინ 

გვაქვს, რომ გადახდის ფუნქციის ჩვენი გასამრჯე­
ლო დროის n = 1 მომენტში ტოლია f1(S1,1) = f(160) 
= 60 სიდიდის, ხოლო მოსალოდნელი საშუალო 
გასამრჯელო დროის n = 2 მომენტში ტოლია 
C1,1

A = 78 სიდიდის. ამიტომ ოფციონის განაღდების 
რაციონალური მომენტი τ* = 2.

ვთქვათ, ახლა ვიმყოფებით S1,0 კვანძში, მაშინ 
გვაქვს

f1(S1,0) = f1(60) = 40, C1,0
A = 0.

ამიტომ, ცხადია, τ* = 1.
5. გავარკვიოთ ახლა, თუ რა ფინანსური ოპ­

ერაციების ჩატარება მოუწევს ემიტენტს დროის n = 
0,1,2 მომენტებში, მაგალითად, აქციის ფასების S0 
→ S1,1 → S2,2 შესაძლო ტრაექტორიის შემთხვევაში.

დროის n = 0 მომენტში აგებული 1

39 39
,

20 50
π ∗  = − 

 
 

პორტფელის თანახმად ემიტენტმა ისესხა 39
20

 ობ­
ლიგაცია, ანუ 39

20 39
20

⋅ = -ის ტოლი თანხა და იყიდა 
39
50

 აქცია, რომლის ფასია 39
100 78

50
⋅ = . ამის საშუალ­

ება ემიტენტს მართლაც აქვს, რადგანაც ოფციონ­
ის გაყიდვით მიღებული და ნასესხები თანხების 
ჯამი 78-ის ტოლია: 39 + 39 = 78.

დროის n = 1 მომენტში აგებული ობლიგაციის 
ფასია 1

6
20 24

5
B = ⋅ = , ხოლო აქციის ფასია S1,1 = 160. 

ამიტომ 1

39 39
,

20 50
π ∗  = − 

 
 პორტფელის შესაბამის თანხაა
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1

39 39 234 624 390
24 160 78

20 50 5 5 5
X π∗

= − ⋅ + ⋅ = − + = = .

დროის n = 2 მომენტში ემიტენტის პორტფე­
ლია 2

13 39
,

4 40
π ∗  = − 

 
. ემიტენტმა ისესხა 13

4
 ობლიგა­

ცია, ანუ 13
24 78

4
⋅ = -ის ტოლი თანხა და იყიდა 39

40
 

აქცია, რომლის ფასია 39
160 156

40
⋅ = . ამის საშუალება 

მას მართლაც აქვს, რადგან n = 1 მომენტში მისი 
თანხაა 78 და კიდევ ნასესხები თანხა 78-ია, რაც 
ჯამში 156-ის ტოლია.

დროის n = 2 მომენტში ობლიგაციის ფასია 

2

6 144
24

5 5
B = ⋅ = , ხოლო აქციის ფასია S2,2 = 256. 

ამიტომ 2

13 39
,

4 40
π ∗  = − 

 
 პორტფელის შესაბამისი 

თანხაა

2

13 144 39 468 1248 780
256 156

4 5 40 5 5 5
X π∗

= − ⋅ + ⋅ = − + = = .

ამრიგად, ემიტენტი დროის n = 2 მომენტში გა­
ყიდის 39

40
 აქციას და მიიღებს 1248

5
-ის ტოლ თან­

ხას. ამ თანხით გაისტუმრებს 13
4

 ობლიგაციის 
ვალს, ანუ 13 144 468

4 5 5
⋅ = -ის ტოლ თანხას, ხოლო 

დარჩენილი 156-ის ტოლი თანხით შეასრულებს 
ოფციონური კონტრაქტით გათვალისწინებულ 
ვალდებულებას, ანუ ოფციონის მფლობელს გა­
დაუხდის f2,2 = max(S2,2 ‒ K,0) = max(256 ‒ 100,0) = 
156-ის ტოლ თანხას.

6. განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როდესაც 
ემიტენტის მიერ ინვესტირების პროცესში ხდება 
გარკვეული g = (gn), n = 0, 1, ..., N, g0 = 0, ფუნქციათა 
მიმდევრობის გათვალისწინება ან მოხმარებაზე 
გადადებული თანხის სახით (მაგალითად, საოპ­
ერაციო დანახარჯები), ან დივიდენდების სახით 
(მაგალითად, ობლიგაციიდან, აქციიდან მიღებუ­
ლი დივიდენდები). ასეთ შემთხვევაში სტრატეგი­
ას არათვითდაფინანსებადი ეწოდება [2].

განვიხილავთ gn ფუნქციათა ერთ კერძო 
კლასს, რომელსაც შემდეგი სახე აქვს:

		  gn = c1βnBn‒1 + c2γnSn‒1,	 (25)

სადაც 0 < c1 < 1, 0 < c2 < 1, n = 0, 1, ..., N.
ლემა 1.  ვთქვათ, გვაქვს ფინანსური ბაზრის 

(1), (2) მოდელი. gn ფუნქციათა მიმდევრობა გან­
საზღვრულია (25) ტოლობით, πn = (βn, γn) არის 
სტრატეგიების მიმდევრობა n = 0, 1, ..., N. მაშინ 
არათვითდაფინანსების პირობას აქვს შემდეგი 
სახე:

		  ∆βnBn‒1 + ∆γnSn‒1 + gn = 0,	 (26)

სადაც ∆βn = βn ‒ βn‒1, ∆γn = γn ‒ γn‒1.
დამტკიცება. gn ფუნქციის გათვალისწინებით 

ინვესტორის (ემიტენტის) კაპიტალის პროცესი 
დროის n ‒ 1 და n მომენტებში შეიძლება შემდეგი 
სიდიდეების საშუალებით ჩავწეროთ [2]:

	             X π
n‒1 = βn‒1Bn‒1 + γn‒1Sn‒1,	 (27)

	            X π
n‒1 = βnBn‒1 + γnSn‒1 + gn,	 (28)

		    Xn
π = βnBn + γnSn.	 (29)

გამოვაკლოთ (29) ტოლობას (27) და (28) ტო­
ლობები. მაშინ, შესაბამისად, გვექნება

,

,11

nnnnnn

nnnnnnnnn

gSBX
SBSBX

−∆+∆=∆

∆+∆+∆+∆=∆ −−

γβ

γβγβ
π

π

სადაც ∆βn = βn ‒ βn‒1, ∆γn = γn ‒ γn‒1. თუ ბოლო 
ტოლობას გამოვაკლებთ წინა ტოლობას, მივი­
ღებთ არათვითდაფინანსების (25) პირობას.

შევნიშნოთ, რომ თუ gn = 0, n = 0, 1, ..., N, მაშინ 
არათვითდაფინანსების (26) ტოლობიდან ვღებუ­
ლობთ თვითდაფინანსების (11) პირობას.

7. (14) ტოლობით განსაზღვრული გვაქვს ალ­
ბათური ზომა p*, რომელიც გამოიყენება ამერ­
იკული (ევროპული) ოფციონის გათვლის (ფას­
დადების) ამოცანაში. ჩვენი მიზანია ავაგოთ p*-ის 
ანალოგიური ალბათური ზომა არათვითდაფი­
ნანსებადი სტრატეგიების შემთხვევაში.

ლემა 2. ვთქვათ, გვაქვს ფინანსური ბაზრის (1), 
(2) მოდელი. (25) ტოლობით განსაზღვრულია gn 
ფუნქციათა მიმდევრობა, ხოლო πn = (βn,γn) არ­
ის სტრატეგიების მიმდევრობა n = 0, 1, ..., N. მა­
შინ რისკ-ნეიტრალური ალბათური ზომა განი-
საზღვრება ტოლობით:

	
( ) ( )
( )( )1

21

1
11
cab

arcacrp
+−

−+++−
=′ .	 (30)

დამტკიცება. gn ფუნქციის გათვალისწინებით 
დროის n მომენტში ინვესტორის πn = (βn,γn) სტრა­
ტეგიის მაგივრად უნდა ავაგოთ ისეთი სტრატეგია 
πn+1 = (βn+1,γn+1), რომ შესრულდეს შემდეგი ტოლობა

111 +++ ++= nnnnnn gSBX γβπ

,

სადაც Xn
π თანხის მნიშვნელობაა Xn

π = βnBn + 
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γnSn. (25) ტოლობის გათვალისწინებით გვექნება

( ) ( )
1 1 1 1 2 1

1 1 2 11 1 .
n n n n n n n n n

n n n n

X B S c B c S
c B c S

π β γ β γ
β γ

+ + + +

+ +

= + + + =

+ + +

თუ ამ ტოლობაში βn+1 და γn+1 სიდიდეების მა­
გივრად შევიტანთ მინიმალური π*

n+1 = (β*
n+1, γ

*
n+1)ჰე­

ჯის კომპნენტების (23) და (24) გამოსახულებებს, 
მაშინ იგივური მათემატიკური გარდაქმნების გა­
მოყენებით ინვესტორის თანხა შეიძლება შემდეგი 
ტოლობით ჩავწეროთ

( )( ) ( ) ( )( )[ ]nnn SafpSbfp
r
cX +′−++′

+
+

=
∗

111
1
1 1π ,

სადაც f ამერიკული ოფციონის რაიმე გადახ­
დის ფუნქციაა, ხოლო p' ალბათური ზომა გან­
საზღვრული (30) ტოლობით.

ამრიგად, რისკ-ნეიტრალურ ალბათურ ზომას, 
რომელიც არსებითად გამოიყენება ინვესტორის 

კაპიტალის პროცესის ფორმირებაში და გადახ­
დის ფუნქციით გათვალისწინებული ვალდებუ­
ლების შესრულებაში, არათვითდაფინანსებადი 
სტრატეგიების შემთხვევაში აქვს (30) სახე. შევნიშ­
ნავთ, რომ, თუ c1 = c2 = 0, მაშინ გვექნება p* = p'.

შედეგი. პუნქტი 3-ში ამერიკული ოფციონის CN
A 

ფასის გამოთვლის რეკურენტული სქემა ანალ­
ოგიურად შეიძლება გამოვიყენოთ არათვითდა­
ფინანსებადი სტრატეგიების შემთხვევაში, თუ ამ 
სქემაში p* ალბათურ ზომას შევცვლით p' ალბა­
თური ზომით.

ლიტერატურა:
1. ბაბილუა პ., დოჭვირი ბ., ევროპული ოფცი­

ონის გათვლის ამოცანა. თსუ, მათემატიკა, 2013, 
#1, გვ. 29-32.

2. Ширяев А., Основы стохастической 
финансовой математики, т. 1, т. 2. Москва, 1998.



41

საბოლოო

რა­მა­ნუ­ჯა­ნი - ღვთა­ებ­რი­ვი 
ფორ­მუ­ლე­ბის ავ­ტო­რი

ქეთევან შავგულიძე

ფიზიკა მათემატიკის მეცნიერებათა
კანდიდატი, ასოცირებული პროფესორი,
ივ. ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის

სახელმწიფო უნივერსიტეტის ზუსტ და
საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტი

გოდფრი ჰარდი ერთ-ერთ ინტერვიუში შეკითხვაზე, თუ რა იყო მისი უდიდესი
წვლილი მათემატიკაში, უყოყმანოდ აცხადებს, რომ „ეს რამანუჯანის აღმოჩენა იყო“

მათემატიკაში არის ისეთი დებულებები, თეორემები და დამტკიცებები, რომელთა შესაქმნელადაც 
არ არის საკმარისი ჩვეულებრივი აზროვნება და მისი დაძლევაც თითქოს აღემატება ადამიანური აზ­
როვნების ძალას. სწორედ ასეთი დებულებების, თეორემებისა და დამტკიცებების მიღება არის დაკავ­
შირებული გენიალური მათემატიკოსების სახელებთან, რომელთა შორისაც განსაკუთრებული და გა­
მორჩეული ადგილი უკავია ინდოელ მათემატიკოსს სრინივასა რამანუჯანს.

და მაინც, რით განსხვავდება რამანუჯანი სხვა გენიალური მათემატიკოსებისაგან,- მათემატიკური 
აზროვნების წესით, რაც მას ადრეულ ასაკში ჩამოუყალიბდა...

სრინივასა რამანუჯანი (Srinivasa Ramanujan Iyengar) დაიბადა 1887 წლის 22 დეკემბერს, სამხრეთ ინ­
დოეთში, მადრასის (Madras) პროვინციაში. მამამისი მუშაობდა ბუღალტრად პატარა ტექსტილის მაღა­
ზიაში, დედა იყო ღრმად რელიგიური პიროვნება. სკოლაში სწავლის დროს მან აჩვენა გამორჩეული 
შესაძლებლობები მათემატიკაში. ჯერ კიდევ 14 წლის ასაკში საფუძვლიანად დაამუშავა ს. ლონის (S. 
L. Loney ) ტრიგონომეტრიის წიგნი, ხელახლა აღმოაჩინა ეილერის რამდენიმე ფორმულა და ძალიან 
ნაწყენი დარჩა, როცა გაიგო რომ ეს ფორმულები უკვე გამოქვეყნებული იყო. 16 წლის ასაკში რამანუ­
ჯანს ხელში ჩაუვარდა ინგლისელი მათემატიკოსის გ. კარის (G. S. Carr) ორტომეული „წმინდა და გამო­
ყენებითი მათემატიკის ელემენტარული შედეგების მიმოხილვა“. ამ წიგნმა, რომელშიც თავმოყრილი 
იყო 6165 თეორემა და ფორმულა დამტკიცებების გარეშე, უდიდესი როლი შეასრულა რამანუჯანის 
ფორმირებაში. გ. კარის წიგნი, რომელშიც ძირითადად მოყვანილი იყო ალგებრის, ტრიგონომეტრი­
ის, ანალიზის და ანალიზური გეომეტრიის საკითხები, საკმარისად წარმატებული აღმოჩნდა იმისათვის, 
რომ რამანუჯანისთვის მიეცა მათემატიკური განათლება. მაგრამ უარყოფითი როლიც შეასრულა იმ 
მხრივ, რომ ამ წიგნმა, რადგანაც მასში არ იყო დამტკიცებები, რამანუჯანს ჩამოუყალიბა თავისებური 
მეთოდი მათემატიკური ჭეშმარიტების დადგენისა, მისთვის უცხო იყო მკაცრი დამტკიცებების საჭირო­
ება. „ის ყველა თავის შედეგამდე მივიდა უდიდესი ინტუიციური მიხვედრილობის, ინდუქციური მოსაზ­
რებების და ლოგიკური მსჯელობის ერთიანობით“. ფაქტიურად ამან გადაწყვიტა რამანუჯანის მათემა­
ტიკური ბედიც, სამეცნიერო შედეგების მიღებისა და აზროვნების ხერხები მას შემდეგშიც არ შეუცვლია. 

რამანუჯანი ხშირად ამბობდა, რომ მას ძილში ქალღმერთი „ნამაკალი“ ესაუბრებოდა და ასე წერ­
და ფორმულებს. საინტერესოა აღინიშნოს, რომ როგორც მისი თანამედროვენი ამბობდნენ, დილით 
ლოგინიდან წამოდგებოდა თუ არა მაშინვე წერდა გამზადებულ ფორმულებს და შემდეგ სწრაფად 
ამოწმებდა მას. 

1913 წელს ახალგაზრდა ინდოელმა რამანუჯანმა კემბრიჯის უნივერსიტეტის პროფესორს, ან­
ალიზის, რიცხვთა თეორიისა და კომბინატორიკის ცნობილ სპეციალისტს გოდფრი ჰარდის (Godfrey 
Hardy) მიწერა წერილი, რომელშიც წერდა, რომ მას არ ჰქონდა საუნივერსიტეტო მათემატიკური გა­
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ნათლება და რომ სკოლის დამთავრების შემდეგ მათემატიკა­
ში მან „აირჩია თავისი გზა“ და მიიღო ფორმულები, რომელიც 
თან დაურთო წერილს და რომლის გამოქვეყნებასაც თხოვდა 
ჰარდის თუ ის მისთვის საინტერესო იქნებოდა. ამ ფორმულები­
დან ზოგიერთი იმდენად ლამაზი, ახალი და წარმოუდგენლად 
პარადოქსალური იყო, რომ ჰარდი დაინტერესდა, მან წერილი 
ლიტლვუდთან ერთად განიხილა და დაასკვნა, რომ რამანუ­
ჯანი უდავოდ გენიოსი იყო. ჰარდი მოგვინებით ამბობდა, რომ 
რამანუჯანი ეილერის და გაუსის დონის გენია იყო, რომელმაც 
იმავე მასშტაბის შედეგებს ვერ მიაღწია განათლებაში არსებული 
"თეთრი ლაქების" გამო. ჰარდისა და რამანუჯანს შორის გაიმ­
ართა ინტენსიური მიწერ-მოწერა. მალე ჰარდიმ მოახერხა რა­
მანუჯანის ჩამოყვანა ინგლისის თრინითი კოლეჯში, სადაც გარ­
კვეული დროის განმავლობაში ასწავლიდა თავის „ახალგაზ­
რდა ინდოელ მეგობარს“ თანამედროვე მათემატიკას. ჰარდი 
ამბობდა, რომ იგი ყველაზე უცნაური "მოსწავლე" იყო მის ცხოვ­
რებაში, რადგან უდიდესი ინტუიციის მფლობელ რამანუჯანს მათემატიკის ბევრ საკითხზე წარმოდგე­
ნაც კი არ გააჩნდა.

რამანუჯანის ფორმულები ძირითადად ეხებოდა უსასრულო რადიკალებს, მწკრივებს, ნამრავლებს, 
ჯაჭვწილადებს, ანალიზურ და არითმეტიკულ ფუნქციებს. 

ერთ-ერთი ლამაზი ფორმულა, რომელიც რამანუჯანმა ჯერ კიდევ სკოლაში სწავლის დროს მი­
იღო, ასე გამოიყურება:

1 2 1 3 1 4 1 3,+ + + +… =

რომელიც გამომდინარეობს შემდეგი ცხადი ტოლობიდან 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 22 2 1 1 3 1 1 3

1 1 1 2 4 ,

n n n n n n n n n n

n n n n

+ = + = + + + = + + +

= + + + + + = …

როცა ამ ტოლობაში n = 1. ან უფრო ზოგადი ტოლობიდან

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 3

x n a

ax n a x a x n n a x n a x n n a x n a x n

+ + =

= + + + + + + + + + + + + + + +…

როდესაც a = 0, n = 1, x = 2.
მოვიყვანოთ კიდევ რამდენიმე ფორმულა, რომელიც შეიცავს უსასრულო რადიკალებს და რო­

მელთა დამტკიცება სცდება ელემენტარულ მეთოდებს:

08 8 8 8 1 2 3 sin 20 ,− + − +… = +

011 2 11 2 11 2 11 1 4sin10 ,− + − +… = +

023 2 23 2 23 2 23 1 4 3 sin 20 .− + − +… = +

არანაკლებ საინტერესოა რამანუჯანის ფორმულები, რომელიც შეიცავს მწკრივებს, როგორც ჰარ­
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დი ამბობდა რამანუჯანის ფორმულები, რომლებიც შეიცავენ მწკრივებს, მეტად დამაინტრიგებელია. 
საკმარისია თვალი შევავლოთ ამ ფორმულებს და დავრწმუნდებით, რომ ის მხოლოდ ყველაზე მაღა­
ლი კლასის მათემატიკოსის მიერ შეიძლება იყოს დაწერილი და არ შეიძლება იყოს მცდარი, რადგან 
არავის არ აქვს საკმარისი ფანტაზია მათი გამოგონებისთვის. ჰარდისთვის, მათემატიკოს-პროფესი­
ონალისათვის ძალზე მოულოდნელი იყო ამდენი მნიშვნელოვანი ფორმულა და შედეგი, რომლებიც 
ახალი, უცნობი და ძნელად დასამტკიცებელი ან უმრავლეს შემთხვევაში, ჯერ კიდევ დაუმტკიცებელი 
იყო. აი რამდენიმე მათგანიც:

		
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 4

3 3 3 3 3 3

3! 6!
1 1 1  , 

(2!) (2!)1!2! 2!4! 1! 1!

x x x xx x
  
  − + −… = + + +… − + −…
  
  

	 (1)

				  
3 3 31 1 3 1 3 5 2

1 5 9 13  , 
2 2 4 2 4 6 π

⋅ ⋅ ⋅     − + − +… =     ⋅ ⋅ ⋅     
	 (2)

			        
4 4 4

2

1 1 5 1 5 9 2 2
1 9 17 25  , 

4 4 8 4 8 12 3
 

4
π

⋅ ⋅ ⋅     + + + +… =     ⋅ ⋅ ⋅        Γ    

	 (3)

			            
5 5 5

4

1 1 3 1 3 5 2
1 5 9 13  , 

2 2 4 2 4 6 3
 

4

⋅ ⋅ ⋅     − + − +… =     ⋅ ⋅ ⋅        Γ    

	 (4)

			            1 3 5 2 1 1 1
, 

4 21 3 5 1 3 5
ln ln ln lnπ γ π+   − + −… = − − + −…  

  
	 (5)

სადაც Γ ეილერის გამა ფუნქციაა, ხოლო γ ეილერის მუდმივია. 
ფორმულა (2) ცნობილი იყო ლეჟანდრის პოლინომთა თეორიიდან, ხოლო დანარჩენი ფორმულე­

ბის დასამტკიცებლად საჭირო თეორემები ამჟამად უკვე ცნობილია და მოყვანილია ვ. ბეილის (Walter 
Baily) წიგნში, რომელიც ეხება ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციებს. 

ფორმულები რამანუჯანისთვის რაიმეს გამოთვლის ან დამტკიცების საშუალება კი არ იყო, არამედ 
თვითონ ფორმულის შინაგანი და გარეგნული სილამაზე იყო მნიშვნელოვანი და ფასეული. 

ჰარდი აღნიშნავდა, რომ ფორმულებში რომელიც ეხება უსასრულო ჯაჭვწილადებს, რამანუჯანის 
გენიალური ინტუიცია ყოველგვარ საზღვრებს ცდება.

1 1 1 1 1
1

11 3 1 3 5 1 3 5 7 1 3 5 7 9 21
2

1
3

1
4

1
1

eπ
+ + + + …+ =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
+

+
+

+…

ეს შეიძლება რამანუჯანის ერთ-ერთი ყველაზე ლამაზი ფორმულაა, „მათემატიკური ხელოვნების 
ნიმუში“, სადაც უსასრულო მწკრივი და უსასრულო ჯაჭვწილადი არის ერთმანეთთან დაკავშირებუ­
ლი და რაოდენ გასაკვირიც არ უნდა იყოს არც მწკრივი არც ჯაჭვწილადი არ გამოისახება π და e 
ცნობილი მუდმივებით, ხოლო მათი ჯამი კი 

2
eπ -ის ტოლია.
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ჰარ­დი-რა­მა­ნუ­ჯა­ნის რიცხვი

რამანუჯანის აზროვნებაში, მათემატიკური სამყაროს ფორმირებისას, მათემატიკური ფაქტები გაერ­
თიანებული იყო კონკრეტულ რიცხვებზე დაკვირვების შედეგად მიღებულ უდიდეს მასალასთან. მას 
ხომ ბავშვობიდან ჰქონდა განსაკუთრებული უნარი „დაეჭირა“ კანონზომიერებები რიცხვებში. რამანუ­
ჯანისთვის ხომ „ყოველი ნატურალური რიცხვი იყო პირადი მეგობარი, თავისი ისტორიით და თვისე­
ბებით“. ჰარდი თავის წიგნში „მათემატიკის აპოლოგია“ ყვება, რომ როდესაც ის რამანუჯანთან მივი­
და საავადმყოფოში, დაიჩივლა, რომ იმგზავრა ტაქსით მოსაწყენი, არაფრით გამორჩეული ნომრით 
„1729“. რამანუჯანმა აღელვებულმა წამოიძახა: „რას ამბობ ჰარდი, 1729 ხომ უმცირესი ნატურალური 
რიცხვია, რომელიც შეიძლება წარმოდგენილი იყოს კუბების ჯამად ორი სხვადასხვა ხერხით 1729 = 13 
+ 123 = 93 + 103.

ამის გამო 1729-ს ხშირად ჰარდი-რამანუჯანის რიცხვს უწოდებენ. 1729-ს აქვს აგრეთვე სხვა მნიშვნე­
ლოვანი თვისებები:

•	ის არის მესამე კარლმაიკლის რიცხვი (561 და 1105-ის შემდეგ), ანუ შედგენილი რიცხვი, რო­
მელიც აკმაყოფილებს ფერმას მცირე თეორემას, რომ ყოველი მთელი a რიცხვისთვის a1729 ‒ a 
იყოფა 1729-ზე. 
•	1729 არის ჰარშადის რიცხვი, რადგან ის იყოფა თავის ციფრთა ჯამზე - 19-ზე და განაყოფში 
მიიღება 91, შებრუნებული თანმიმდევრობით ჩაწერილი ციფრებით შედგენილი რიცხვი (ასეთი 
თვისების მქონე არის კიდევ მხოლოდ სამი რიცხვი 1, 81 და 1458). 
•	1729 არის უმცირესი ნატურალური რიცხვი, რომელიც შეიძლება წარმოდგენილი იყოს დადე­
ბითი რიცხვების კუბების ჯამად ორი სხვადასხვა ხერხით, ხოლო თუ კუბების ჯამში განვიხილავთ 
მთელ რიცხვებს (დადებითს და უარყოფითს), მაშინ უმცირესი ნატურალური რიცხვი, რომელიც 
შეიძლება წარმოდგენილი იყოს კუბების ჯამად ორი სხვადასხვა ხერხით არის 91 (91 = 63 + (‒5)3 
= 33 + 43.

x3 + y3 = u3 + v3 დიოფანტური განტოლების ამოხსნით შეიძლება რიცხვის კუბი წარმოვადგინოთ სამი 
რიცხვის კუბის ჯამად x3 = (‒y)3 + u3 + v3.

რამანუჯანმა მიიღო რიცხვის კუბების ჯამად დაშლის ზოგადი ფორმულა, რომელსაც აქვს შემდეგი 
სახე: 

(3a2 + 5ab ‒ 5b2)3 + (4a2 ‒ 4ab + 6b2)3 + (5a2 ‒ 5ab ‒ 3b2)3 = (6a2 ‒ 4ab + 4b2)3.

შემდეგში მოიძებნა უმცირესი ნატურალური რიცხვები, რომლებიც შეიძლება წარმოდგენილი იყოს 
დადებითი რიცხვების კუბების ჯამად სამი, ოთხი, ხუთი და ექვსი სხვადასხვა ხერხითაც კი.

ჰარ­დი-რა­მა­ნუ­ჯა­ნის თე­ორ­ემა

n რიცხვის დაშლა შესაკრებებად არის n რიცხვის წარმოდგენა დადებით მთელ რიცხვთა ჯამის სა­
ხით (შესაკრებთა დალაგება მხედველობაში არ მიიღება). დაშლის კანონიკურ ჩაწერაში შესაკრებები 
იწერება არაზრდადი მიმდევრობით.

p(n)-ით აღინიშნება n ნატურალური რიცხვის წარმოდგენათა რაოდენობა დადებით მთელ რიცხვთა 
ჯამის სახით. მაგალითად:

1 = 1,  ე.ი.   p(1) = 1

2 = 1 + 1,      p(2) = 2

4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 +1,      p(4) = 5.

5 =4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1,      p(5) = 7.
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რიცხვთა თეორიის დარგში რამანუჯანის ერთ-ერთი ყველაზე მნიშვნელოვანი შედეგი იყო p(n)-ის 
ასიმპტოტური ფორმულის მიღება გ. ჰარდისთან ერთად. ამ თეორემის შესახებ ლიტლვუდი წერდა: 
„ზედმეტია მკითხველისთვის იმის თქმა, რომ ეს თეორემა არის გამაოგნებელი და რომ მეთოდები, 
რომლითაც ის დამტკიცდა, ეფუძნება პრინციპულად ახალ და ძალიან მნიშვნელოვან იდეებს, რომელ­
თა აღმოჩენაც ძალზე ნაყოფიერი გამოდგა სხვა პრობლემების გადასაწყვეტად“.

თავდაპირველად, p(n) ფუნქცია რამანუჯანმა ჩაწერა მწკრივის სახით და რადგანაც p(n) რიცხვი მთე­
ლია, ამიტომ მან განიხილა ამ მწკრივის ის კერძო ჯამები, რომელიც მხოლოდ ½ ზე ნაკლები სიდი­
დით განსხვავდება მწკრივის ჯამისგან და შესაბამისად p(n)-ის მნიშვნელობა გაუტოლა ამ კერძო ჯა­
მის მნიშვნელობასთან მდგომ უახლოეს მთელ რიცხვს. ასე იყო გამოთვლილი, მაგალითად, p (200) = 
3 972 999 029 388 (ამისათვის საკმარისი აღმოჩნდა მწკრივის პირველი 5 წევრი), რომელიც დაემთხვა 
პირდაპირი გაანგარიშებით მიღებულ შედეგს. მაგრამ რამანუჯანი არ კმაყოფილდებოდა მიღებული 
შედეგით და დაჟინებით ამბობდა, რომ უნდა არსებობდეს უფრო ზუსტი ფორმულა, თუმცა ეს ჰიპოთეზა 
წარმოუდგენლად მიაჩნდა ყველას, მიუხედავად ამისა რამანუჯანმა და ჰარდიმ ღრმა თეორიულ-ფუნ­
ქციონალური საშუალებებით შეძლეს ფორმულის მიღება (თეორემის დამტკიცება), რომ

სადაც

p(n) ფუნქციის რამდენიმე ასიმპტოტურად ეკ­
ვივალენტურ ფორმულას შორის მნიშვნელოვანი 
იყო არჩეულიყო რაც შეიძლება ზუსტი შეფასება 
და ყველაზე დიდი მიგნება არის სწორედ ის მცი­
რე „შესწორება“, რომელიც რამანუჯანმა მოიფიქ­
რა, როდესაც უკვე მიღებულ, მაგრამ არც თუ ზუსტ 
ფორმულაში n-ის ნაცვლად         შეიტანა. ასეთ 
მიგნებას კი სხვა არაფერი შეიძლება ეწოდოს თუ 
არა „გენიალური“. ვერავინ, ვერც ჰარდი და ვერც 
თვითონ რამანუჯანი ვერ ხსნიდა საიდან გაჩნდა 
1
24

, ნუთუ ისევ ქალღმერთი „ნამაკალი“? სწორედ 
ამ ამოუცნობმა მცირე „შესწორებამ“ განაპირობა 
შეფასების სიზუსტე. ჰარდიმ და რამანუჯანმა შემ­
დეგში მიიღეს p(n)-ის გამოსათვლელი ზუსტი ფორმულა. ამ თეორემის აღმოჩენა არის შედეგი მრა­
ვალფეროვანი ნიჭით დაჯილდოვებული ორი მეცნიერის წარმატებული თანამშრომლობისა, რაშიც 
თითოეულმა მათგანმა შეიტანა ყველაფერი საუკეთესო, რაც მათ გააჩნდათ.

რო­ჯერს-რა­მა­ნუ­ჯა­ნის იგ­ივე­ობა:
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რამანუჯანმა ეს ტოლობა მიიღო დამტკიცების გარეშე 1911 წელს. ამ ტოლობის დამტკიცება ვერ 
შეძლო ვერც ჰარდიმ, მაგრამ შემდეგ აღმოჩნდა, რომ ეს იგივეობა უფრო ადრე დამტკიცებული ჰქონ­
და ინგლისელ მათემატიკოსს როჯერსს (L.Rogers  ). როჯერს-რამანუჯანის ეს ტოლობა კავშირშია 
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n რიცხვის შესაკრებებად დაშლის რაოდენობასთან - p(n)-თან. აღსანიშნავია, რომ ეს ტოლობა გამო­
იყენება აგრეთვე სტატისტიკურ ფიზიკაში.

რამანუჯანის წვლილი ასევე დიდია ფორმულებში, რომლებიც ეხება π რიცხვის გამოთვლებს. 	რ ა ­
მანუჯანმა მიიღო π-ს გამოსათვლელი რამდენიმე ფორმულა, რომლითაც ძალზე დიდი სიზუსტით შეგ­
ვიძლია π-ს მიღება. მათგან ერთ-ერთს აქვს შემდეგი სახე:

სადაც უკვე პირველი წევრი (როცა n = 0) გვაძლევს π-სთან მიახლოებას მძიმის შემდეგ 25 ციფრით.

რა­მა­ნუ­ჯა­ნის ჯა­მი

რიცხვთა თეორიაში რამანუჯანის ჯამი ორი დადებითი q და n ცვლადის ფუნქციაა, აღინიშნება cn(q)-
ით და განისაზღვრება ფორმულით
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1
, 1

 .
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c n e
π

=
=

= ∑

შემოვიღოთ აღნიშვნა 
2 i
q

q e
π

ζ = , ის ცხადია არის 1-დან q ხარისხის ფესვი, ხოლო 
2 ia

a q
q e

π

ζ =  (სადაც a 
არის q- სთან თანამარტივი) 1-დან q ხარისხის პირველადი ფესვებია, მაშინ cq(n) არის 1-დან q ხარისხის 
პირველადი ფესვების n-ური ხარისხების ჯამი.

თუ გამოვიყენებთ ეილერის ფორმულას eix = cosx + isinx და ელემენტარულ ტრიგონომეტრიულ იგ­
ივეობებს მივიღებთ
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				    c1(n) = 1,

				    c2(n) = cosπn,
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c n cos nπ= ,
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c n cos nπ= ,

				    ( )5

2 4
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5 5
c n cos n cos nπ π= + , და ა.შ.

რამანუჯანის ჯამი მულტიპლიკაციური ფუნქციაა q ინდექსის მიმართ, ანუ

cpq(n) = cp(n)cq(n),

სადაც (p, q) = 1. მტკიცდება აგრეთვე, რომ 
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. საიდანაც გამოდის, რომ cq(n) ყოველთვის 

მთელი რიცხვია.
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რამანუჯანმა რიცხვთა თეორიის ბევრი ცნობილი ფუნქცია გამოსახა cq(n) ფუნქციის საშუალებით. 
კერძოდ, მან მიიღო შემდეგი ფორმულა

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 3

6 1 4 9
c n c n c n

n nπσ
 

= + + +… 
  ,

სადაც σ(n) არის n რიცხვის გამყოფთა ჯამი. რამანუჯანის ჯამები გამოიყენა ვინოგრადოვმა გოლ­
დბახის პრობლემის დამტკიცებაში, რომ ყოველი საკმაოდ დიდი კენტი მარტივი რიცხვი არის სამი მარ­
ტივი რიცხვის ჯამი.

რამანუჯანს მნიშვნელოვანი შედეგები აქვს მიღებული x-მდე მარტივ რიცხვთა რაოდენობის გამო­
სათვლელი π(x) ფუნქციის შესახებ. ის დარწმუნებული იყო, რომ მიიღო π(x)-ის გამოსათვლელი ზუსტი 
ფორმულა. საბოლოოდ აღმოჩნდა, რომ მის მიერ მიღებული ფორმულები მართალია არ იყო ზუს­
ტი, მაგრამ ძალზე დიდი სიზუსტით უახლოვდება 
π(x)-ს ასიმპტოტურად.

გამოქვეყნებული შრომების დიდი ნაწილი რა­
მანუჯანმა დაწერა კემბრიჯში ჰარდისთან თანაავ­
ტორობით. მისი ფორმულები, კოლეგებს შორის 
დიდ გაკვირვებას და აღფრთოვანებას იწვევდა.

1917 წლის გაზაფხულზე რამანუჯანი ავად გახ­
და. ნისლიანი ინგლისის ნოტიო კლიმატმა, ომმა 
და ომისშემდგომმა მძიმე პერიოდმა, არასრულ­
ფასოვანმა კვებამ შეასუსტა რამანუჯანის ჯან­
მრთელობა. ამ პერიოდში მას უკვე აღარ შეეძლო 
ძველებურად ინტენსიური მუშაობა. 1918 წელს 
რამანუჯანი ერთდროულად აირჩიეს ინგლისის 
სამეფო საზოგადოების წევრად და კემბრიჯის უნივერსიტეტის პროფესორად. როგორც კი გამოჯან­
მრთელდა მან გადაწყვიტა ცოტა ხნით მაინც მშობლიურ მადრასში დაბრუნებულიყო.

ინდოეთში დაბრუნების შემდეგ რამანუჯანი მალე გარდაიცვალა.
რამანუჯანის გარდაცვალების შემდეგ ჰარდის და პროფესორ ვატსონის ხელმძღვანელობით და­

იწყო რამანუჯანის ადრეული და ბოლოდროინდელი ჩანაწერების შეგროვება და მის შრომებზე ინტენ­
სიური მუშაობა. ამ შრომებით დღესაც ბევრი მეცნიერია დაინტერესებული. რამანუჯანის ფორმულები 
არაერთხელ გამოჩნდა თანამედროვე მეცნიერების სხვადასხვა დარგებში.

ავტორის ელექტრონული მისამართი:
ketevanshavgulidze@yahoo.com
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მათემატიკა
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მეცნიერების შესახებ

ავტორი ანრი პუანკარე
თარგმნა ილია თავხელიძემ

ილია თავხელიძე

ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა დოქტორი, ასოცირებული პროფესორი, 
ივ.ჯავახიშვილის თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის ზუსტ და საბუნებისმეტყველო 

მეცნიერებათა ფაკულტეტი, აკადემიკოს ილია ვეკუას პრემიის ლაურეატი 1984 წ. 
დაჯილდოვებულია უკრაინის მათემატიკოსთა 2009 წლის ყრილობის აკადემიკოს

ნიკოლოზ ბოგოლიუბოვის მემორიალური ოქროს მედლით.

T
a
r
g
m
a
n
i

მეც­ნი­ერ­ება და
ჰი­პო­თე­ზა

უბრალო დამკვირვებლისათვის, მეცნიერული 
ჭეშმარიტება არ ტოვებს არავითარი ეჭვის ად­
გილს: მეცნიერების ლოგიკა შეუცდომელია, და 
თუ კი ოდესმე რომელიმე მეცნიერი (მეცნიერები) 
ცდება, მხოლოდ იმიტომ, რომ ის (ისინი) ივიწყებს 
(ივიწყებენ) ლოგიკის წესებს.

მათემატიკური ჭეშმარიტებები გამომდინა­
რეობენ მცირე რაოდენობის ცხადი ფაქტებიდან 
(პოსტულატებიდან) შეუცდომელი მსჯელობის 
ჯაჭვის საშუალებით: ამგვარი ჭეშმარიტებები მხო­
ლოდ ჩვენთვის დამახასიათებელი როდია, ამ­
გვარადაა მოწყობილი ბუნება. ეს ჭეშმარიტებები, 
ხატოვნად რომ ვთქვათ, უწესებენ შემოქმედის 
თავისუფლებას საზღვრებს და აძლევენ მას ამონ­
ახსნების შედარებით მცირე რაოდენობიდან არ­
ჩევანის საშუალებას. ამიტომ რამდენიმე ცდა იქ­
ნება საკმარისი, რათა ჩვენთვის გამოააშკარავოს, 
რა არჩევანი იქნა მის მიერ გაკეთებული. ყოველი 
ცდის შემდეგ შესაბამისი მათემატიკური მსჯელო­
ბების საშუალებით შესაძლებელია გამოყვანილ 
იქნას მრავალი შედეგი, და ამგვარად ყველი მათ­
განი მოგვცემს საშუალებას შევიცნოთ სამყაროს 
რომელიღაც ნაწილი.

ამგვარად წარმოუდგენია მეცნიერული ჭეშმა­
რიტების წარმოშობა ფართო საზოგადოებას და 
სტუდენტებს, რომლებიც იწყებენ ფიზიკის საფუძ­
ვლებთან შეხებას. ამგვარად ესმით მათ მათემა­
ტიკისა და ცდების როლი. ამგვარი წარმოდგენა 
ქონდათ ასი წლის წინათ თვით მეცნიერებსაც, 
რომლებიც ოცნებობდნენ სამყაროს შეცნობასა 
და ამავ დროულად ცდებიდან რაც შეიძლება მცი­
რე რაოდენობის დასკვნების გადმოღებას.

მაგრამ, დაფიქრდენ რა, მიხვდნენ, რომ მა­
თემატიკოსი, და მით უფრო ექსპერიმენტატორი, 
ჰიპოთეზის გარეშე ვერაფერს ვერ გახდება. მაშინ 
დაისვა შეკითხვა, საკმარისად მყარია კი ყველა ეს 
ლოგიკური კონსტრუქცია? და გაჩნდა აზრი, რომ 
ნიავიც კი საკმარისია და ისინი შესაძლოა ჩამოიშ­
ალონ. ამგვარი სკეპტიკოსობა ნიშნავს მხოლოდ 
იმას, რომ ხარ ზედაპირული. ეჭვის შეტანა ყველა­
ფერში და ყველაფრის დაჯერება - არის ის ორი 
ამონახსნი, რომლებიც ერთნაირად კომფორტუ­
ლია ჩვენთვის, რადგან: ერთიც და მეორეც გვა­
თავისუფლებს დაფიქრების აუცილებლობისაგან. 

ამგვარად, იმის მაგივრად რომ გამოტანილ 
იქნას გაუთვითცნობიერებელი განაჩენი, ჩვენ 
დაწვრილებით უნდა გამოვიკვლიოთ ჰიპოთეზის 
როლი: და შედეგად, ჩვენ გავიგებთ, რომ ის არა 
თუ აუცილებელი, არამედ ხშირად კანონიერიც კი 
არის. აგრეთვე, ჩვენ დავინახავთ, რომ არსებო­
ბენ სხვადასხვა სახის ჰიპოთეზები: ერთნი უშვებენ, 
ცდის მეშვეობით, შემოწმებას და დადასტურებას 
და შედეგად ყალიბდებიან ნაყოფიერ ჭეშმარიტე­
ბებად; მეორენი, რომლებსაც არ მივყევართ შეც­
დომებამდე და აფიქსირებენ ჩვენ აზრებს, შესაძ­
ლოა გახდნენ სასარგებლონი; და ბოლოს, არის 
ჰიპოთეზები, რომლებიც გვეჩვენება, რომ ასეთნი 
არიან, და ისინი არ დაიყვანებიან განმარტებებამ­
დე ან კი შენიღბულ შეთანხმებებამდე.

უკანასკნელნი გვხვდებიან ძირითადად მათე­
მატიკასა და მასთან კავშირში მყოფ მეცნიერებ­
ებში. ესაა საფუძველი ამ მეცნიერებების სიზუსტის; 
ეს პირობითი დებულებები წარმოადგენენ ჩვენი 
გონის თავისუფალი შემოქმედების ნაყოფს, და 
აქ ამგვარ შემოქმედებას არავითარი შეზრუდვა 
არ გააჩნია. აქ ჩვენ გონს შეუძლია ადასტუროს, 
რადგან აქ ის „აწესებს“; მაგრამ, საქმე ის გახ­
ლავთ, რომ ეს „წესები“ საფუძვლად ედება ჩვენ 
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მეცნიერებას, რომელიც მათ გარეშე იქნებოდა 
შეუძლებელი; ამის საწინააღმდეგოდ ისინი ვერა­
ფერს უწესებენ ბუნებას; თუმცა, ნებისმიერნი არიან 
თუ არა ეს „წესები“? არა; - წინააღმდეგ შემთხვე­
ვაში, ისინი უსარგებლონი იქნებოდნენ. ცდა თავი­
სუფალი არჩევანის საშუალებას გაძლევს, მაგრამ 
ის იმავ დროულად გვხელმძღვანელობს, გვეხ­
მარება ყველაზე მოსახერხებელი გზის არჩევაში. 
შედეგად, ჩვენი „წესები“ იმ აბსოლუტური მმარ­
თველის, მაგრამ ბრძენის, წესების მსგავსია, რო­
მელიც მათ შემოღებამდე მთელი სახელწიფოს 
საკრებულოს ეთათბირება. 

ადამიანთა ნაწილს აოცებს თავისუფალი შე­
თანხმემების ამგვარი ხასიათი; რადგან ეს შე­
თანხმებები ზოგიერთი მეცნიერების საფუძველს 

წარმოადგენენ. ეს მკვლევარები მიეცნენ უზომო 
განზოგადოებებს და თანაც დაივიწყეს, რომ თა­
ვისუფლება განუკითხაობა არაა. ამგვარად, ისინი 
მივიდნენ იქამდე, რასაც ნომინალიზმი ეწოდება, 
და მათ წინაშე წარმოიშვა შეკითხვა - ხომ არაა 
მეცნიერი მოტყუებული თავისი განმარტებებითა 
და წესებით, და ხომ არ არის მთელი სამყარო, 
რომლსაც ის შეისწავლის, თავისი ნების (სურვი­
ლის), წარმონაქმნი; ამ პირობებში ეს მეცნიერება 
იქნებოდა „მართალი“ მაგრამ მას არ ექნებოდა 
არავითარი მნიშვნელობა.

ეს რომ ამგვარად იყოს, მეცნიერება იქნებოდა 
უსუსური და უძლური. მაგრამ ჩვენ მუდმივად ვხე­
დავთ მეცნიერების ნაყოფიერ შედეგებს. ეს შეუძ­
ლებელი იქნებოდა, მას რომ რაიმე რეალური არ 
ეჩვენებია ჩვენთვის; მაგრამ ის, რაც მას შეუძლია 
შეიცნოს, არის არა „ნივთი თავის თავში“, რო­
გორც ეს მიამიტ დოგმატიკოსებს წარმოუდგენი­
ათ, არამედ, ესაა მიმართება მოვლენებს შორის; 
ამ ურთიერთობების გარეთ არ არს შემეცნებადი 
რეალობა.

ამგვარია დასკვნა რომელთანაც ჩვენ მივალთ; 
მაგრამ ამისათვის ჩვენ მოგვიხდება მეცნიერებებ­
ის ჯაჭვის მიმოხილვის ჩატარება, არითმეტიკიდან 
და გეომეტრიიდან დაწყებული მექანიკითა და ექ­
სპერიმენტული ფიზიკით დამთავრებული. 

როგორია დასკვნის ბუნება მათემატიკაში? 
მართალია რომ ის დედუქციურია, როგორც ჩვე­
ულებისამებრ ფიქრობენ? უფრო ღრმა ანალიზი 
კი გვიჩვენებს, რომ ეს ასე არაა- რომ გარკვეული 
აზრით მას ინდუქციური დასკვნის ბუნება აქვს და 
ამიტომაცაა ის ასე ნაყოფიერი. მაგრამ ამის გა­
მო ის არ კარგავს აბსოლუტურ სიმკაცრეს, რასაც 
ჩვენ პირველ რიგში ვაჩვენებთ. 

გავეცნობით რა ახლოდან ერთერთ იარაღს, 
რომელსაც მათემატიკა აძლევს მკვლევარებს, 
ჩვენ გადავალთ მეორე ძირითადი ცნების - მათე­
მატიკური სიდიდის ცნების - ანალიზზე. შევხვდე­
ბით კი მას ბუნებაში, თუ ჩვენ შემოგვაქვს ის ბუნე­
ბაში? და ამ ბოლო შემთხვევაში, ხომ არ ვრისკავთ 
რომ გავაუკუღმართებთ ყველაფერს? ვადარებთ 
რა ჩვენი გრძნობების უხეშ მონაცემებს და უფაქ­
იზეს ცნებებს, რომლებსაც მათემატიკოსები სიდი­
დეებს უწოდებენ; ჩვენ იძულებული ვართ ვაღიარ­
ოთ მათი განსხვავებულობა; შედეგად ის ჩარჩო, 
რომელშიც ჩვენ ყველაფერი გვინდა მოვაქციოთ 
- ჩვენ თვითონვე შევქმენით; მაგრამ ჩვენ ის ცი­
დან არ მოგვიტანია, ჩვენ ის შევქმენით, ასე, რომ 
ვთქვათ იმ ზომითა და იმის გამო, რომ მასში შეგ­
ვიძლია მოვაქციოთ ეს მოვლენა ისე, რომ არ და­
ვამახინჯოთ მისი ბუნებრივი არსი. 

მეორე ჩარჩო, რომელსაც ჩვენ ვადებთ მთელ 
სამყაროს, - ესაა სივრცე. საიდან წარმოიშვებიან 

ანრი პუანკარე (1854-1912)

გამოჩენილი  მათემატიკოსი, მექანიკოსი,  ფიზიკო­
სი, ასტრონომი, ინჟინერი და ფილოსოფოსი. ყვე ლა 

დროის ერთერთი უდიდესი უნიივერსალური მათე­
მატიკოსი.  მის ყველაზე დიდ  მიღწევებად ითვლება:  
ტოპოლოგიის როგორც მეცნიერების შექმნა; კერძო­
წარმოებულებიან დიფერენციალურ განტოლებათა 

თვისობრივი თეორიის დამოუკიდებელ მეცნიერებად 
ჩამოყალიბება; ავტომორფულ ფუნქციათა თეორიის 
დაფუძნება;  ციურ მექანიკაში ახალი და ძალზე ეფექ­
ტური მეთოდების დამუშავება; ფარდობითობის თე­

ორიის საფუძვლების დამუშავება და ყველა ფიზიკურ 
მოვლენაზე ფარდობითობის პრინციპის განზოგადება; 

ლობაჩევსკის გეომეტრიის თვალსაჩინო მოდელის  
შექმნა და მრავალი სხვა  მის კალამს 500-მდე ნაშ­

რომი ეკუთვნის, მათ შორისაა სამი წიგნი მეცნიერების 
არსის შესახებ.  ჩვენ გთავაზობთ სამივე წიგნის შესავა­
ლებს, რათა მკითხველმა წარმოიდგინოს თუ რაოდენ 
ღრმა საკითხებზე მიდიოდა ფიქრი და მსჯელობა მე-19 
საუკუნის ბოლოსა და მეოცე საუკუნის დასაწყისში, და 
რომ ამ გააზრებამ მოიტანა მეცნიერული ტექნოლო­
გიების ის აღმავლობა, რომლის მოსწრეც ჩვენ დღეს 

ვართ. (თ.ი.)
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გეომეტრიის საწყისები? არიან თუ არა ისინი ლო­
გიკის მოთხოვნები? ლობაჩევსკიმ, ააგო რა არა­
ევკლიდური გეომეტრიები, აჩვენა, რომ ეს ლო­
გიკის მოთხოვნა არაა. აღმოვაჩენთ კი სირვცეს 
ჩვენი შეგრძნებების საშუალებით? აგრეთვე არა 
- რადგან ის სივრცე, რომელიც შესაძლოა შევიც­
ნოთ გრძნობების საშუალებით, აბსოლუტურად 
განსხვავდება გეომეტრიული სივრცისგან. არის 
თუ არა გეომეტრია ცდის შედეგი? ღრმა კვლევებ­
მა აჩვენა, რომ არა! ჩვენი დასკვნა ყოველივე ამის 
შედეგად - რომ ეს პრინციპები არის პირობითი დე­
ბულებები; მაგრამ ისინი ნებისმიერნი კი არ არიან, 
არამედ სხვა სამყაროში რომ იქნან გადატანილ­
ნი (მე ვგულისხმობ არაევკლიდურ სამყაროს და 
ვცდილობ წარმოვაჩინო ის) ჩვენ გვექნებოდა ყუ­
რადღება გამახვილებული სხვა დებულებებზე. 

მექანიკაში ჩვენ, აგრეთვე, მივალთ ანალოგი­
ურ დასკვნებამდე და დავინახავთ, რომ ამ მეცნი­
ერების პრინციპები, რომლებიც დაკვირვებასთან 
და ცდასთან გაცილებით უფრო მჭიდროდ არ­
ის დაკავშირებული, მაინც უფრო გეომეტრიული 
პოსტულატების პირობით ხასიათს ატარებენ . აქ­
ამდე ნომინალიზმი ჭარბობს; ასე მივდივართ ფი­
ზიკურ მეცნიერებებამდე, მათი ჭეშმარიტი აზრით. 
ამ ადგილას სურათი კარდინალურად იცვლება; 
ჩვენ გვხვდება სხვა ბუნების მქონე ჰიპოთეზები 
და ვხედავთ მათ ნაყოფიერებას. მართლაც, პირ­
ველი შეხედვით ისინი ძალზე ფაქიზი და ძალ­
ზე მსხვრევადი არიან, და მეცნიერების ისტორია 
გვიჩვენებს, რომ ისინი დროშიც იცვლებიან; მაგ­
რამ ისინი მთლიანად (უკვალოდ) არ ქრებიან, 
თითოელი მათგანისაგან რაღაც რჩება . ეს რაღაც 
ამოსაცნობია, რადგან აქ, და მხოლოდ აქ, ძევს 
რეალური ჭეშმარიტება. 

ფიზიკურ მეცნიერებათა მეთოდი ინდუქციურ­
ობას ეფუძნება, ის გვაიძულებს ველოდოთ ამა თუ 
იმ მოვლენის (ფენომენის) განმეორებას, როდის 
შედგება გარემოება რომლის დროსაც ის პირვე­
ლად „მოხდა“ (ჩვენ აღმოვაჩინეთ). შესაძლებელი 
რომ იყოს ყველა გარემოების ერთდროულად 
გამეორება, ეს პრინციპი შესაძლოა გამოყენებულ 
იქნას ყოველგვარი აღწერის გარეშე; მაგრამ ეს 
არ მოხდება: რომელიღაც გარემოება (ან გარე­
მოებები) შესაძლოა არ შედგეს. ჩვენ კი აბსოლუ­
ტურად ვართ დარწმუნებული, რომ ისინი აუცილ­
ებელნი არიან, ანუ მათი არსებობა აუცილებელია 
მოვლენის მოსახდენად? რა თქმა უნდა, არა. ეს 
„ალბათ“ შესაძლოა იყოს მნიშვნელოვანი, მაგ­
რამ შეუძლებელია მკაცრად ამის დასაბუთება. აქ­
ედან გამომდინარეა, რომ ფიზიკურ მეცნიერებაში 
უმნიშვნელოვანეს როლს თამაშობს ალბათობის 
ცნება. ამგვარად, ალბათურ სტატისტიკური მე­
თოდები არაა მხოლოდ გასართობი ან კი სახელ­

მძღვანელო ბაკარას მოთამაშეთათვის, და შე­
საბამისად ჩვენ ვალდებულნი ვართ შევეცადოთ 
ზუსტად დავაფუძნოთ მისი პრინციპები. ამ მიმარ­
თულებით მე შემიძლია მხოლოდ არასრული შე­
დეგების მოტანა, რადგან ის გაუგებარი ინსტიქტი, 
რომელიც ჩვენ გვხელმძღვანელობს ალბათობა­
ში წამოჭრილი საკითხების გადაწყვეტისას, ანალ­
იზს თითქმის არ ექვემდებარება. 

შევისწავლე რა პირობები, რომელშიც ფიზი­
კოსს უხდება მუშაობა, მე საჭიროდ ჩავთვალე ვაჩ­
ვენო ის მუშაობის პროცესში. ამისათვის მე ავიღე 
რამდენიმე მაგალითი ოპტიკისა და ელექტრო­
ობის ისტორიიდან. ჩვენ დავინახავთ, საიდან გა­
მოვიდნენ ფრენელის, მაქსველის იდეები და რა 
ჰიპოთეზებს, გაუაზრებლად, ქმნიდნენ ამპერი და 
ელექტროდინამიკის სხვა შემქმნელები. 

მეც­ნი­ერ­ებ­ის
ფა­სე­ულ­ობა

ჩვენი მოღვაწეობის მიზანი ჭეშმარიტების ძი­
ება უნდა გახლდეთ; ეს - ერთადერთი ღირსეული 
მიზანია. რა თქმა უნდა, თავიდან ჩვენ უნდა ვეცა­
დოთ შევამსუბუქოთ ადამიანის სატანჯველი, მაგ­
რამ - რისთვის? სატანჯველის არ არსებობა - ეს 
ხომ უარყოფითი იდეალია, რომელიც ჭეშმარი­
ტად მიღწეული იქნება სამყაროს განადგურებით. 
თუ ჩვენ სულ უფრო და უფრო გვინდა მატერი­
ალური საზრუნავისაგან გავათავისუფლოდ ად­
ამიანი, მხოლოდ იმიტომ, რომ მან გამოიყენოს 
მოპოვებული თავისუფლება ჭეშმარიტების კვლე­
ვისა და გააზრებისათვის. 

მაგრამ ჭეშმარიტება ხანდახან გვაფრთხობს. 
მართლაც, ვიცით, რომ ის ხანდახან მოჩვენები­
თია, რომ ის - რაღაც აჩრდილივითაა, რომელიც 
წამიერად გამოჩნდება ჩვენ წინ ხოლო შემდგომ 
კი დიდი ხნით (შესაძლოა საბოლოოდ) ქრება, 
ისე, რომ მას უნდა სდიო სულ უფრო შორს და 
შორს და ვერასოდეს მიაღწიო მას. არა და, რომ 
იმოქმედო, უნდა გაჩერდე (აუცილებლობის წნე­
ხის გამო), - თქვა არისტოტელემ, თუ რომელი­
ღაც ბერძენმა. ჩვენ ვიცით, თუ როგორი, სასტიკი 
არის ხოლმე ის (ჭეშმარიტება) და ჩვენ ჩვენ თავს 
ვუსვამთ შეკითხვას, ხომ არ არის ილუზია - არა 
მხოლოდ დამაშვიდებელი, არამედ უფრო საიმ­
ედოც. ის ხომ ჩვენ გვაძლევს თავდაჯერებულო­
ბას. და თუ გაქრება ილუზია, დაგვრჩება კი იმედი 
და გვეყოფა კი ჩვენ სიმამაცე, იმისათვის რომ ვი­
მოქმედოთ? ასეა, მანეჟზე გამოსვლისათვის გამ­
ზადებული ცხენი, ალბათ უარს იტყოდა ჭენებაზე, 
მისთვის, წინასწარ, თვალები რომ არ აეხვიათ. და 
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კიდევ - ჭეშმარიტების ძიებისათვის უნდა ვიყოთ 
დამოუკიდებელნი, ანუ საკმარისად თავისუფალი. 
საწინააღმდეგოდ იმისა, თუ გვინდა ვიმოქმედოთ, 
თუ გვინდა ვიყოთ ძლიერნი, დგება მომენტი, რომ 
უნდა გავერთიანდეთ. აი რატომ აშინებს ბევრ 
ჩვენგანს ჭეშმარიტება. ისინი ხედავენ მასში სისუს­
ტის მიზეზს; და მიუხედავად ამისა ჩვენ არ უნდა 
გვეშინოდეს ჭეშმატების, რადგან ის მშვენიერია. 

მე აქ თუ ჭეშმარიტებაზე ვისაუბრებ, მაშინ ეჭ­
ვი არ არის, რომ უპირველეს ყოვლისა, მე მინდა 
ვისაუბრო მეცნიერული ჭეშმარიტების შესახებ; 
მაგრამ ამასთან ერთად მე მინდა ვისაუბრო მო­
რალურ ჭეშმარიტებაზეც, რომელთანაც მიმარ­
თებაში ის, რასაც ქვია სამართლიანობა, არის მი­
სი მხოლოდ ერთ-ერთი სახეობა. მეჩვენება, რომ 
ბოროტად ვიყენებ ერთი და იგივე მნიშნელობის 
მქონე სიტყვებს, ვაერთიანებ სხვადასხვა რაღა­
ცეებს, რომელთაც საერთო არაფერი არა აქვთ; 
რომ მეცნიერულ ჭეშმარიტებას, რომელიც დამ­
ტკიცებადია, არაფერი საერთო არა აქვს მორა­
ლურ ჭეშმარიტებასთან, რომელიც მხოლოდ შე­
იგრძნობა. 

მიუხედავად ამისა მე მათ ვერ ვაშორებ, გან­
სხვავებით იმათგან, ვისაც უყვართ ერთი და არ 
შეუძლიათ მეორის შეყვარება. იმისათვის რომ ვი­
პოვოთ ერთი, ისევე, როგორც ვიპოვოთ მეორე, 
საჭიროა შევეცადოთ სრულიად გავათავისუფ­
ლოდ ჩვენი სული წინასწარგანწყობისა და მიკერ­
ძოებისაგან, და უნდა მივაღწიოდ აბსოლუტურ 
გულწრფელობას. ორივე ამ ტიპის ჭეშმარიტებას, 
ერთხელ აღმოჩენილს, ჩვენ მივყავართ ერთნა­
ირ აღფრთოვანებამდე; ერთიც და მეორეც, რო­
გორც კი მათ შეამჩნევენ, აკაშკაშდებიან ერთნა­
ირი ბრწყნვალე შუქით, ასე რომ, ან უნდა უყურო 
მათ, ან კი უნდა დახუჭო თვალები. და ბოლოს, 
ორივე მიგვიზიდავს და ხელიდან გვისხლტება; 
ისინი არასოდეს არ არიან ხისტად დაფიქსირე­
ბული; ოდეს ვინმე იფიქრებს, რომ მიაღწია მათ, 
- იმწუთასვე დაინახავს, რომ „გზა“ კიდევაა გასავ­
ლელი, და მას, ვისაც უნდა რომ ეზიაროს მათ, 
მისჯილი აქვს არასოდეს ჰქონდეს მოსვენება. 

აქვე უნდა დავამატოთ, რომ მას, ვისაც ეშინია 
ერთის, მეორესიც შეეშინდება; რადგან ამგვარი 
ადამიანები ყოველ საქმეში უპირველეს ყოვლისა 
ზრუნავენ შედეგზე. ერთი სიტყვით, მე ვაახლოებ 
ამ ორ ჭეშმარიტებას იმიტომ, რომ ერთნაირი მო­
ტივები გვაიძულებენ ჩვენ გვიყვარდეს ისინი და 
ერთნაირი მოტივები აღძრავენ ჩვენში მათდამი 
შიშს.

თუ ჩვენ არ უნდა გვეშინოდეს მორალური 
ჭეშმარიტებების, მით უფრო არ უნდა გვქონდეს 
მეცნიერული ჭეშმარიტებების შიში. უპირველეს 
ყოვლისა, ის ვერ იქნება მორალთან „მტრობა­

ში“. მორალს და მეცნიერებას თავთავისი არეები 
აქვთ, რომლებიც ურთიერთშეხებაში არიან, მაგ­
რამ ერთმანეთში არ იჭრებიან. პირველი გვიჩვე­
ნებს, რა მიზანს უნდა ვისახავდეთ; მეორე - ამ მიზ­
ნის მისაღწევად - აღმოგვაჩენინებს საშუალებებს 
მის მისაღწევად. შედეგად, ისინი ვერასოდეს ვერ 
მოვლენ ერთმანეთთან წინააღმდეგობაში, და აგ­
რეთვე ისინი ერთმანეთს ვერ შეეჯახებიან. შეუძ­
ლებელია ამორალური მეცნიერების არსებობა, 
ისევე როგორც შეუძლებელია არსებობდეს მეც­
ნიერების მორალი. 

მაგრამ თუ კი ვინმეს ეშინია მეცნიერების, უმ­
თავრესად იმიტომ, რომ ის ვერ იძლევა ბედნი­
ერებას. ეს ცხადია, - ის ამას ჩვენ ვერ მოგვცემს, 
და შეგვიძლია ჩვენ თავს შევეკითხოთ, ცხოველი 
უფრო ნაკლებად არ განიცდის, ვიდრე ადამიანი? 
შეგვიძლია კი ვიდარდოთ იმ მიწიერ სამოთხეზე, 
სადაც ცხოველისმაგვარი ადამიანი იყო ჭეშმარი­
ტად უკვდავი, რადგან მან არ იცოდა, რომ უნდა 
მომკვდარიყო? თუ გასინჯეს ვაშლი, მაშინ ვერავი­
თარ განსაცდელს ვერ ძალუძს დაგვავიწყოს მისი 
გემო, და ყოველთვის მას უბრუნდებით. შესაძლე­
ბელია სხვაგვარად ყოფილიყო? ეს ხომ თითქმის 
იგივეა, რომ დავსვათ შეკითხვა, შეძლებს თუ არა 
ის, ვინც ნახა და შემდეგ დაბრმავდა, არ იგრძნოს 
სევდა სინათლის გამო. ამგვარად, ადამიანი ვერ 
იქნება მეცნიერებით ბედნიერი, მაგრამ ახლა კი­
დევ უფრო ნაკლებათაა შესაძლებელი, რომ ის 
გახდეს ბედნიერი მის გარეშე.

მაგრამ თუ კი ჭეშმარიტება არის ერთადერ­
თი მიზანი, რომლისთვისაც ღირს, რომ მისკენ 
ვისწრფოდეთ, შესაძლებელია, რომ გვქონდეს 
იმედი, რომ მივაღწევთ მას? აი რაში უნდა შევი­
ტანოთ ეჭვი. ჩემი წიგნის, „მეცნიერება და ჰიპოთე­
ზა“, მკითხველებმა უკვე იციან, თუ რას ვფიქრობ 
მე ამის შესახებ. ჭეშმარიტება, რომელიც ხელ­
გვეწიფება, რომ განვჭვრიტოთ, მთლად ის არაა 
რასაც ადამიანთა უმეტესობა ამგვარი სახელით 
მოიხსენიებს. ნიშნავს კი ეს ყველაფერი იმას, რომ 
რომ ჩვენი ყველაზე კანონიერი და ყველაზე გულ­
მოდგინე სწრაფვა არის ამავდროულად ყველა­
ზე ამაო? თუ ყველაფრის საწინააღმდეგოდ ჩვენ 
შესაძლოა მივუახლოვდეთ ჭეშმარიტებას რო­
მელიმე მხრიდან? აი ეს მოსაზრება კი უნდა გან­
ვიხილოთ. უპირველეს ყოვლისა, რა საშუალება 
გაგვაჩნია ჩვენ ჭეშმარიტების მოსაპოვებლად? შე­
უძლია თუ არა ადამიანს გონს - თუ, შემოტანილი 
იქნება შეზღუდვები, მეცნიერის გონს - იყოს უსას­
რულოდ მრავალფეროვანი? ამ საკითხზე მრავა­
ლი ტომის დაწერა არის შესაძლებელი, მაგრამ, 
მიუხედავად ამისა, ეს საკითხი მაინც ამოუწურავი 
დარჩება; მე ამ თემას მხოლოდ ზედაპირულად 
შევეხე და რამდენიმე გვერდზე აღვწერე. მოსაზ­
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რებას, რომ მათემატიკოსის გონი ნაკლებად ჰგავს 
ფიზიკოსის გონს ან კი ნატურალისტისას, ვგონებ 
ყველა დაეთანხმება; მეორე მხრივ მათემატიკო­
სები თავად არ ჰგვანან ერთმანეთს; ერთნი აღი­
არებენ მხოლოდ შეუბრალებელ ლოგიკას, მე­
ორენი მიმართავენ ინტუიციას და მასში ხედავენ 
აღმოჩენების ერთადერთ წყაროს. ეს შესაძლოა 
გახდეს ეჭვის საფუძველი. შეძლებენ კი მათემატი­
კური თეორემები წარმოჩინდნენ ერთნაირად ასე 
განსხვავებული აზრების მქონე ადამიანების წინა­
შე? ჭეშმარიტება, რომელიც არ არის ერთიდაიგ­
ივე ყველასათვის, არის კი ჭეშმარიტება? მაგრამ 
ღრმად განხილვა, გვაჩვენებს, რომ ეს ერთმანე­
თისაგან განსხვავებული მუშაკები თანამშრომ­
ლობენ ერთიანი საქმისათვის, რომლის კეთება 
შეუძლებელი იქნებოდა მათი თანამშრომლობის 
გარეშე. ეს ჩვენ გვამხნევებს. 

შემდეგ ჩვენ უნდა შევისწავლოთ ის ჩარჩო, 
რომლითაც, ჩვენი მოსაზრების თანახმად, შევ­
ზღუდეთ ბუნება და რომელსაც ჩვენ დროსა და 
სივრცეს ვუწოდებთ. ადრე, წიგნში „მეცნიერაბა და 
ჰიპოთეზა“, მე ვაჩვენე თუ რაოდენ ფარდობითია 
მათი როლი; არადა ბუნება კი არ გვახვევს ჩვენ 
შეზღუდვით პირობებს, არამედ ჩვენ ვადებთ მას 
ამ ჩარჩოს, რადგან ჩვენთვის ასე უფრო მოსახერ­
ხებელია; მე იქ მხოლოდ სივრცეზე და უმთავრე­
სად სივრცეზე, ასე რომ ვთქვათ, რაოდენობრივზე 
მქონდა საუბარი, ანუ იმ მათემატიკურ კავშირებზე, 
რომელთა ერთობლიობა შეადგენს გეომეტრი­
ას. აუცილებლად უნდა ვაჩვენოთ, რომ დროის 
შესახებაც იგივე შესაძლოა ითქვას, რაც სივრცის 
შესახებ. აგრეთვე იგივეს თქმაა შესაძლებელი 
„თვისობრივ სივრცეზე“ (ოთხგანზომილებიანი 
დრო+სივრცე, თ.ი.); კერძოდ, გამოსაკვლევია მი­
ზეზები, თუ რატომ მივაწერთ სივრცეს სამ განზო­
მილებას. ამიტომ მომიტევოს მკთხველმა და მე 
კიდევ ერთხელ მოვუბრუნდები ამ უმნიშვნელო­
ვანეს საკითხებს.

ხომ არ არის მათემატიკური ანალიზი, რომ­
ლის მთავარ ამოცანასაც წარმოადგენს ამ წარ­
მოსახვითი ჩარჩოს შესწავლა, მხოლოდ გონის 
უსარგებლო თამაში? მას შეუძლია მისცეს ფიზი­
კას მხოლოდ მოხერხებული ენა; ხომ არ არის ეს 
უღიმღამო მომსახურეობა, ურომლისოდაც, მკაც­
რად რომ ვთქვათ, შესაძლებელი იყო მიგვეღწია 
ჩვენი მიზნისათვის; და თუნდაც, ხომ არ უნდა ვუფ­
რთხოდეთ იმას, რომ ეს ხელოვნური ენა იქნება 
ფიზიკოსის თვალსა და რეალურობას შორის ჩა­
მოშვებული ფარდა? ეს ნამდვილად ასე არ არ­
ის; ამ ენის გარეშე უმეტესი ნაწილი მოვლენებს 
შორის ღრმა ანალოგიებისა სამუდამოდ დარჩე­
ბოდა უცნობი, და ჩვენ ვერასოდეს შევიცნობდით 
სამყაროს შინაგან ჰარმონიას, რომელიც, რო­

გორც ვნახავთ, არის ერთადერთი ნამდვილად 
ობიექტური რეალობა. 

ამ ჰარმონიის საუკეთესო გამოძახილი - ესაა 
კანონი(ბუნების კანონი და არა ადამიანების მიერ 
საკანონმდებლო ორგანოებში შექმნილი კანონი, 
რომლებსაც ჯერ კიდევ ჩვენ წელთ აღრიცხვამდე 
მეხუთე საუკუნეში, სოკრატეს თანამედროვე, მა­
თემატიკოსისა და ფილოსოფოსის წინადადებით 
ნორმები ეწოდა, თ.ი.); კანონი არის ადამიანის გო­
ნის ერთერთი უახლოესი მონაპოვარი; ჯერ კიდევ 
არსებობენ ადამიანები, რომლებიც ცხოვრობენ 
უწყვეტი სასწაულის პირობებში და რომელთაც ეს 
არ აკვირვებთ; არადა, ჩვენ უნდა გვაკვირვებდეს 
ბუნების კანონზომიერებანი. ადამიანები თხოვენ 
თავიანთ ღმერთებს მათი არსებობის დამტკიცე­
ბას სასწაულების მეშვეობით; მაგრამ მუდმივი სას­
წაული - იმაშია, რომ სასწაულები არ ხდება უწყვე­
ტად. რადგანაც სამყარო ღვთაებრივია, ის სავსეა 
ჰარმონიით. ის, რომ თვითნებურად იმართებო­
დეს, რა იქნებოდა იმის დასტური, რომ ის იმარ­
თება შემთხვევით? 

კანონის ამ მონაპოვარს ჩვენ უნდა ვუმადლო­
დეთ ასტრონომიას, და ეს არის ის, რაც ქმნის ამ 
მეცნიერების სიდიადეს, უფრო მეტი, ვიდრე მის 
მიერ შესასწავლი ობიექტების მატერიალური სი­
დიდიადე . 

ამგვარად, სრულიად ბუნებრივია, რომ ციური 
მექანიკა იყო მათემატიკური ფიზიკის პირველი ნი­
მუში; მაგრამ შემდგომ ეს მეცნიერება განვითარ­
და; ის ახლაც ვითარდება და ძალზე სწრაფადაც 
ვითარდება. ახლა აუცილებელია ზოგიერთ პუნ­
ქტში შეიცვალოს ის სურათი, რომელიც მე 1900 
წელს წარმოვსახე და რომელმაც შეადგინა, ჩე­
მი წიგნის „მეცნიერება და ჰიპოთეზა“, ორი თავი. 
1904 წელს, მე შევეცადე შემეფასებია განვლილი 
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გზა სენტ-ლუისში გამოფენაზე, ჩატარებულ კონ­
ფერენციაზე; მკითხველი ნახავს, თუ როგორი იყო 
ამ კვლევის შედეგი. 

აღმოჩნდა, რომ მეცნიერების პროგრესი საფ­
რთხეს უქმნის ყველაზე მდგრად პრინციპებსაც, 
რომელსაც როგორც ფუნდამენტალურს, განიხი­
ლავდნენ. მაგრამ არაფერი მიგვითითებს იმაზე, 
რომ მათი შენარჩუნება შეუძლებელია; და თუ კი 
გააზრებული იქნება მხოლოდ მათი არასრულ­
ყოფილება, მაშინ ისინი გააგრძელებენ თავანთ 
არსებობას სახეცვლილი ფორმით. მეცნიერების 
წინსვლა უნდა შევადაროთ არა რომელიმე ქა­
ლაქის გადაკეთებას (პერესტროიკას), სადაც ძვე­
ლი შენობები უმოწყალოდ ინგრევა, რათა ახალ 
ნაგებობებს ადგილი გაუთავისუფლოს, არამედ 
ზოოლოგიური სახეობების ევოლუციას, რომლე­
ბიც შეუჩერებლად ვითარდებიან და, ბოლოს და 
ბოლოს, ხდებიან ჩვეულებრივი თვალისათვის 
შეუცნობელნი, მხოლოდ გამოცდილი თვალი ყო­
ველთვის აღმოაჩენს წინა საუკუნეებში განხორცი­
ელებული სახეცვლილების კვალს. ამგვარად, არ 
უნდა ვიფიქროთ, რომ მოდიდან გასული თეორი­
ები იყო უნაყოფო და არასაჭირო. 

ამ ადგილას რომ გავჩერებულიყავით, ვნახავ­
დით მეცნიერების ფასეულობის რწმენის საფუძ­
ველს, მაგრამ უფრო მეტი საფუძველი გვექნებოდა 
არ გვერწმუნა ის; და ჩვენ დავრჩებოდით მუდმივი 
ეჭვის ქვეშ. ახლა კი უნდა ჩავწვდეთ საქმის არსში. 

ზოგიერთნი გადაჭარბებულად აფასებენ პი­
რობითი შეთანხმებების როლს მეცნიერებაში; 
ისინი იქამდეც მივიდნენ, რომ დაიწყეს საუბარი 
იმაზე, რომ კანონი და მეცნიერული ფაქტიც კი 
მეცნიერის მიერ იქმნება. ეს ნიშნავს, რომ ძალ­
ზე შორს ვართ წასული ნომინალიზმისაკენ. არა, 
მეცნიერული კანონები - არაა ხელოვნური გამო­
გონებები; ჩვენ არ გვაქვს არავითარი საფუძვე­
ლი, რომ ჩავთვალოთ ისინი შემთხვევითობებად, 
თუმცა, ამ მომენტში ვერ დავამტკიცებთ, რომ ის­
ინი ამგვარნი არ არიან. 

მაგრამ, ადამიანის გონის გარეთაა ბუნების 
ჰარმონია, რომლის აღმოჩენის მოლოდინიც აქვს 
ადამიანის გონს? უეჭველია, რომ არა; შეუძლებე­
ლია რეალობა, რომელსაც გონი ითვისებს, უყურ­
ებს და შეიგრძნობს, არსებობდეს გონისაგან სრუ­
ლიად დამოუკიდებლად. ამგვარი გარე სამყარო, 
რომც არსებობდეს, ჩვენთვის მიუწვდომელი იქნე­
ბოდა. მაგრამ რასაც ჩვენ ვეძახით ობიექტურ ჭეშ­
მარიტებას, საბოლოო ჯამში არის ის, რაც არის 
საერთო რამოდენიმე მოაზროვნე არსებისათვის 
და შესაძლოა საერთო ყოფილიყო ყველასათ­
ვის. ეს ერთიანი, როგორც ვნახავთ, შესაძლოა იყ­
ოს მხოლოდ ჰარმონია, რომელიც მათემატიკური 
კანონებით გამოისახება.

შედეგად, ეს ჰარმონიაა ერთადერთი ობი­
ექტური რეალობა, ერთადერთი ჭეშმარიტება, 
რომლის მიღწევაც ჩვენ შეგვიძლია; და თუ ამას 
დაუმატებ იმასაც, რომ სამყაროს უნივერსალური 
ჰარმონია არის წყარო ყოველი სილამაზისა, მა­
შინ გასაგები გახდება, როგორ უნდა ვაფასებდეთ 
იმ წინგადადგმულ ნელ და ძნელ ნაბიჯებს, რომ­
ლებიც ცოტ-ცოტათი გვიხსნიან ჩვენ მას. 

მეც­ნი­ერ­ება და
მე­თო­დი

წარმოდგენილ ნაშრომში მე შევაგროვე სხვა­
დასხვა ეტიუდები, რომლებიც ასე თუ ისე კავ­
შირში არიან მეცნიერული მეთოდოლოგიის სა­
კითხებთან. მეცნიერული მეთოდი მდგომარეობს 
დაკვირვებასა და ექსპერიმენტირებაში. მეცნიერს, 
დროის უსასრულო მარაგი რომ ჰქონდეს, მაშინ 
ისღა დაგვრჩებოდა გვეთქვა: „უყურე და უყურე 
კარგად!“ მაგრამ, რადგან დრო არ იძლევა სა­
შუალებას თვალი მოვავლოთ ყველაფერს, და, 
განსაკუთრებით, დავაკვირდეთ ყველაფერს კარ­
გად, - მეორეს მხრივ, ჯობია არ შეხედო, ვიდრე 
დააკვირდე ცუდად, - ამგვარად, მეცნიერი იძულ­
ებულია გააკეთოს არჩევანი. პირველი ამოცანა 
მდგომარეობს იმაში, თუ როგორ უნდა გააკეთოს 
მან არჩევანი. ეს ამოცანა თანაბრად იჩენს თავს 
როგორც ფიზიკოსის, აგრეთვე ისტორიკოსის წი­
ნაშე; მასთან ანგარიშის გაწევა უხდება მათემატი­
კოსსაც; სხვათა შორის, პრინციპები, რომლითაც 
უნდა იხელმძღვანელოთ თქვენ და სხვა მეცნიერ­
ებმა, ანალოგიებისაგან არ არიან თავისუფალი. 
აქ, ჩვეულებისამებრ, მეცნიერი მიყვება ინტუიციას; 
მაგრამ, თუ ამ პრინციპებს ჩაუფიქრდებით, შეას­
აძლოა განჭვრიტოთ, როგორი იქნება მათემატი­
კის მომავალი. 

ჩვენ კიდევ უფრო დავაფასებთ მეცნიერს, თუ 
კი დავაკვირდებით მას შემოქმედების პროცესში; 
უპირველეს ყოვლისა, აუცილებელია შემოქმე­
დების და, კერძოდ, მათემატიკური შემოქმედების 
ფსიქოლოგიის მექანიზმის ცოდნა. მათემატიკო­
სის სამუშაო პროცესსზე დაკვირვება ძალზე ჭკუის 
სასწავლებელი იქნება ფსიქოლოგისათვის. 

ყველა ცდაზე დამოკიდებულ მეცნიერებაში 
აუცილებელია ანგარიშის გაწევა შეცდომებისათ­
ვის, რომლებიც გამოწვეულია ჩვენი გრძნობების 
არასრულყოფილებითა და მოწყობილობების 
ნაკლოვანებებით. საბედნიერიდ, შესაძლებელია, 
დაშვება იმისა, რომ გარკვეულ პირიბებში დაშვე­
ბული ამგვარი შეცდომები კომპენსირდებიან, ასე 
რომ, გასაშუალებულ შედეგებში ისინი საერთო­
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დაც კი ქრებიან; ეს კომპენსაცია განპირობებულია 
შეცდომების შემთხვევითობით. მაგრამ რა არ­
ის შემთხვევითობა? ეს ცნება ზუსტად არა მარტო 
ძალზე რთული დასადგენია, არამედ საერთოდ 
რთული განსასაზღვრია; და ყველაფერი იმის 
გათვალისწინებით, რაც მე შეცდომებისა და დაკ­
ვირვებების შესახებ მოგახსენეთ, გვიჩვენებს, რომ 
მეცნიერი ამ ცნების გარეშე ვერაფერს გახდება. 
შესაბამისად, უნდა მივცეთ ამ ცნების შესაძლო 
ზუსტი განსაზღვრება, რადგან ის აუცილებელიცაა 
და ამავ დროულად ძნელად წარმოსადგენი. 

ყველაფერი ეს ზოგადი მოსაზრებებია, რომ­
ლებიც სრულად გამოიყენება ყველა მეცნიერ­
ებაში; მაგალითად, მათემატიკური შემოქმედე­
ბის მექანიზმი არსებითად არ განსხვავდება სხვა 
რომელიმე შემოქმედების მექანიზმიდან. მე ყუ­
რადღებას ვაქცევ უფრო კერძო საკითხებს, რომ­
ლებიც გამოიყენებიან ზოგიერთ „სპეციფიურ“ 
მეცნიერებებში და, უპირველესად, წმინდა მათე­
მატიკაში.

იმ თავებში, რომლებიც წმინდა მათემატიკის 
საკითხებს ეხება, მე ძალზე აბსტრაქტულ თემებზე 
მიხდება საუბარი. უპირველესად მე მიხდება საუბ­
არი სივრცეზე . ყველამ იცის, რომ სივრცე ფარ­
დობითი ცნებაა, უფრო სწორად რომ ვთქვა, ყვე­
ლა ასე ამბობს; არადა, უმეტესწილად, ადამიანები 
აზროვნებისას მას ფაქტიურად აბსოლუტურად 
მიიჩნევენ. არა და საკმარისია ცოტათი დავფიქ­
რდეთ და მივხვდებით, თუ რა წინააღმდეგობებამ­
დე უნდა მიდიოდნენ ეს ადამიანები. 

სწავლების საკითხები, როგორც თავისთავად, 
ისე სხვადასხვა მიზეზთა გამო ძალზე მნიშვნელო­
ვანია; გააზრება იმისა, თუ როგორაა უმჯობესი ახ­
ალი ცნებების მიწოდება ბავშვების უმანკო გონე­
ბისათვის - ამავდროულად ნიშნავს ფიქრს იმაზე, 
როგორ მივიდნენ ამ ცნებებამდე ჩვენი წინაპრები; 
შესაბამისად, ეს ნიშნავს ამ ცნებების ჭეშმარიტი 
ბუნების გააზრებას. რატომაა, რომ, ჩვეულებრივ, 
ბავშვები ვერაფერს ვერ იგებენ იმ განსაზღვრე­
ბებიდან, რომლებიც სრულიად აკმაყოფილებენ 
მეცნიერს? რატომაა აუცილებელი მათთვის სხვა 
განსაზღვრებები? ზუსტად ამ კითხვებს ვაშუქებ 
წიგნის შემდეგ თავში; ამ საკითხის გადაწყვეტაზე 
ფიქრი, ჩემი აზრით, ძალზე ნაყოფიერი ნიადაგია 
იმ ფილოსოფოსთათვის, რომლებიც მეცნიერებ­
ის ლოგიკით არიან დაკავებულნი. 

მეორეს მხრივ, ბევრი გეომეტრი თვლის, რომ 
მათემატიკა შესაძლოა დაყვანილ იქნეს ფორმა­
ლური ლოგიკის წესებამდე. ამ მიმართულებით 
უდიდეს ძალისხმევას ჰქონდა ადგილი; დასა­
ხული მიზნის მისაღწევად, ისინი არ მოერიდნენ 
ჩვენი წარმოდგენების ისტორიულად ჩამოყალი­
ბებული გზის გადატრიალებას, და სცადეს, მაგა­

ლითად, სასრულის განსაზღვრა უსასრულობის 
საშუალებით. ვიმედოვნებ, რომ შევძელი წინას­
წარ განწყობის არმქონე მკითხველისათვის მეჩ­
ვენებინა, რომ ეს მხოლოდ ტყუილი ილუზიაა. 
აგრეთვე ვიმედოვნებ, რომ მკითხველი გაითავ­
ისებს რა საკითხის მნიშვნელობას და, აქედან გა­
მომდინარე ბრალს არ დამდებს ჩემი ემოციურად 
დაწერილი სტრიქონებისათვის, რომლებიც ამ სა­
კითხებს ეხება.

ბოლო თავები, რომლებიც ასტრონომიასა და 
მექანიკას ეხება უფრო მსუბუქადაა დაწერილი. 

ჩემი აზრით, მექანიკას უდგას სრულად გადატ­
რიალების მომენტი. თამამი ნოვატორების მიერ 
დამსხვრეულ იქნა ცნებები, რომლებიც გვეჩვე­
ნებოდნენ ყველაზე მყარად დამკვიდრებული. 
მართალია, ნაჩქარევი იქნება იმის თქმა, რომ 
ისინი მართალნი არიან მხოლოდ იმიტომ, რომ 
ნოვატორები არიან. მაგრამ საინტერესოა, რომ 
მკითხველს საშუალება ჰქონდეს გაეცნოს ამ სწავ­
ლებას, რაც მე შევეცადე გამეკეთებინა. შეძლე­
ბისდაგვარად ვეცადე მივყოლოდი ისტორიულ 
მიმდევრობას; ახალი იდეები ძალზე უცნაურად 
მოგვეჩვენებოდა, რომ არ დაგვენახა, თუ როგორ 
და რანაირად მოხდა მათი ჩასახვა.

ასტრონომია ჩვენს წინაშე შლის გიგანტუ­
რი მასშტაბის სურათს და სვამს გრანდიოზულ 
კითხვებს. არც კი მოიაზრება ამ საკითხების ექ­
სპერიმენტალური შესწავლა; ჩვენი ლაბორატო­
რიები ძალზე მცირენი არიან ამისათვის. მაგრამ 
ანალოგიები იმ მოვლენებთან, რომლების შეს­
წავლაც ექსპერიმენტულად ხდება, შესაძლოა 
გახდეს გზამკვლევი ასტრონომთათვის. ასე, მაგა­
ლითად, „ირმის ნახტომი“ წარმოადგენს მზეების 
„გროვას“ რომლის მოძრაობა ერთი შეხედვით 
ძალზე ძნელად გასაგებია. მაგრამ შეიძლება კი 
შევადაროთ ეს უზარმაზარი „გროვა“ გაზის მო­
ლეკულებს, რომლის თვისებებსაც სწავლობს გა­
ზების კინეტიკური თეორია? ამგვარად, ფიზიკის 
მეთოდები შესაძლოა არაპირდაპირი გზით დაეხ­
მაროს ასტრონომს. 

ბოლოში, მე მინდოდა მცირე შტრიხებით აღ­
მეწერა ფრანგული გეოდეზიის განვითარება.

მე ვაჩვენე, რა დაუღალავი და მიზანმიმართუ­
ლი ძალისხმევის შედეგია და როგორი სახიფათო 
გზის გავლა დასჭირდა გეოდეზისტებს, რომ მო­
ეპოვებინათ ის მწირი ცნობები, რომელსაც დღეს 
ჩვენ ვფლობთ დედამიწის ფორმის შესახებ. არის 
კი ეს მეთოდის საკითხი? დიახ, უეჭველად, რად­
გან ეს ისტორია გვასწავლის, თუ რა უსაფრთხო­
ების ზომებია მისაღები რათა შედგეს მეცნიერული 
„საწარმო“, რამდენი დრო და შრომაა საჭირო, 
რათა დადგინდეს მხოლოდ ერთი ციფრი (მოხ­
დეს დათვლა მეათედის სიზუსტით).
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გონის წარმართვის 
სახელმძღვანელო წესები

წესი I.	 მეცნიერული კვლევების მიზანი  უნ­
და იყოს აზროვნების იმგვარად წარ­
მართვა, რომ შესაძლებელი გახდეს 
მტკიცე და ჭეშმარიტი დასკვნების გა­
მოტანა ყოველ წამოჭრილ საკითხზე.

წესი II.	 უნდა  დავკავდეთ მხოლოდ ისეთი 
საქმიანობით, რომელთა შესახებ, 
ჩვენი აზრით შევძლებთ მივაღწიოთ 
„ჭეშმარიტ“ და უეჭველ ცოდნას.

წესი III.	 საკვლევ ობიექტში ჩვენ უნდა ვეძიოთ 
არა ის, თუ რას ფიქრობენ სხვები ან 
რას ვვარაუდობთ ჩვენ თვითონ, არ­
ამედ, თუ რა შეგვიძლია ჩვენ ცხადად 
და ნათლად დავინახოთ, ან კი რისი 
მიღებაა დედუქციით შესაძლებელი, 
რადგან სხვაგვარად ცოდნის მიღწევა 
შეუძლებელია.    

წესი IV.	 ჭეშმარიტების დასადგენად აუცილებ­
ელია მეთოდი.

წესი V.	 მეთოდის არსი მდგომარეობს იმ ძი­
რითადის გამოყოფასა და შესწავლის 
ეტაპების მიმდევრობის გააზრებაზე 
რაზეც უნდა იყოს მოგეზული გონი, რა­
თა დადგინდეს ესა თუ ის ჭეშმარიტება. 
ჩვენ მკაცრად დავიცავთ ამას, თუ თან­
დათან დავიყვანთ საეჭვო და ბუნდო­
ვან მოსაზრებებს უფრო მარტივ დე­
ბულებებზე და შემდგომ შევეცდებით, 
ინტუიტიურად, უმარტივესიდან გა­
მომდინარე, იმავე მიმდევრობით ზეს­
ვლით ყველა დანარჩენის შეცნობას.

წესი VI.	 იმისათვის, რომ გავაცალკევოთ გა­
ცილებით მარტივი რთულისაგან  და, 

თანაც, იმავდროულად დავიცვათ 
მიმდევრობა, აუცილებელია, ყოველ 
მიმდევრობაში (მსჯელობათა ჯაჭ­
ვში), რომელშიც ჩვენ უშუალოდ გა­
მოგვყავს რომელიღაც ჭეშმარიტება 
სხვა ჭეშმარიტებებიდან, თვალყური 
ვადევნოთ, რომელი მათგანია ყვე­
ლაზე მარტივი და როგორ დამოკი­
დებულებაშია ის სხვებთან: შორსააა, 
ახლოსაა, თუ ერთნაირადაა დაშო­
რებული.

წესი VII.	 შეცნობის დასასრულ, ყველაფერს, 
რაც ჩვენ ამოცანასთანაა დაკავშირე­
ბული, ერთობლივად და ცალცალკე, 
უნდა თვალი მოვავლოთ გონის მიმ­
დევრობითი და უწყვეტი მოძრაობით 
და მოვიცვათ ის საკმარისად გააზრე­
ბულად და წარმოვიდგინოთ ამოცანა 
მეთოდური ჩამონათვალის სახით.

წესი VIII.	 თუ კი საკვლევ ობიექტთა ჩამონათ­
ვალში შეგვხვდა რომელიღაც ერთი, 
რომელსაც ჩვენი გონი ვერ გებუ­
ლობს საკმარისად კარგად, უნდა მას­
ზე გავჩერდეთ და აღარ ვიკვლიოთ 
მის შემდეგ მდგომნი და თავი შევიკა­
ვოთ ზედმეტი შრომისაგან.

წესი IX.	 ჩვენი გონი უნდა მივმართოდ ყვე­
ლაზე უმნიშვნელო და მარტივზე  და 
დიდი ხნით გავაჩეროთ მათზე ჩვენი 
ყურადღება, სანამ არ მივეჩვევით მკა­
ფიოდ და ნათლად შევიცნოთ ჭეშმა­
რიტება მათში.

წესი X.	 იმისათვის, რომ ჩვენი გონი გავხა­
დოთ გამჭრიახი, ის უნდა ვავარჯი­

ილია თავხელიძე
ავტორი რენე დეკარტი

თარგმნა ილია თავხელიძემ
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შოთ ისეთ კვლევაში, რომელიც უკვე 
ჩატარებულია სხვების მიერ, და მე­
თოდურად შევისწავლოთ ერთი შე­
ხედვით უმნიშვნელო საქმიანობაც კი, 
და განსაკუთრებულად კი ისეთები, 
რომლებიც გვავალდებულებენ ან გუ­
ლისხმობენ წესრიგს.

 
წესი XI.	 იმის შემდეგ, რაც ავითვისებთ რამო­

დენიმე მარტივ დებულებას და მათ­
გან გამოვიყვანთ სხვას, სასარგებლო 
იქნება თვალი მოვავლოთ მათ გონის 
მიმდევრობითი და უწყვეტი მოძრა­
ობით, გავიაზროთ მათი მიმართება 
და მკაფიოდ წარმოვიდგინოთ ერთ-
დროულად მათი მაქსიმალური რა­
ოდენობა; ამის შედეგად ჩვენი ცოდნა 
გახდება უფრო გასაგები და ჩვენი გო­
ნის თვალსაწიერი გაფართოვდება.

წესი XII.	 და ბოლოს, გავქვს რა ინტუიტიურად 
მარტივი დებულებების მკაფიო გან­
სხვავებულება, ინტელექტის, წარმო­
სახვის, გრძნობებისა და მეხსიერების 
ყველა რესურსი უნდა გამოვიყენოთ, 
რათა მართებულად შევადაროთ სა­
ძიებელი და ცნობილი, რომ ამგვა­
რად შევიცნოთ ის; აგრეთვე იმიტომ­
აც, რომ ვიპოვოთ ის დებულებები, 
რომლებიც ერთმანეთის მიმართ შე­
დარებადნი იქნებიან; ერთი სიტყვით, 
ადამიანისათვის ხელმისაწვდომი 
არცერთი საშუალება არ უნდა უგულ­
ვებელვყოთ.

წესი XIII.	 როდესაც კარგად გავიგებთ საკით­
ხს, უნდა გავათავისუფლოდ ის ყველა 
ზედმეტი წარმოდგენისაგან, და და­
ვიყვანოთ ის უმარტივეს ელემენტებზე 
და დავშალოთ ის ამავე რაოდენობის 
შესაძლო ნაწილებამდე „ენუმერაციის 
საშუალებით“ (ანუ შევქმნათ საკითხე­
ბის ჩამონათვალის მიმდევრობა, ძვ. 
ფრანგული ტერმინი, თ.ი.)

წესი XIV.	 ზემოთქმული წესი სრულად უნდა 
განვავრცოთ აგრეთვე ობიექტთა რე­
ალურ მონაცემებზე, და ისინი  სრუ­
ლად უნდა წარმოვიდგინოთ მარტივი 
ფიგურების სახით; ამგვარად ის ინტე­
ლექტისათვის გაცილებით უფრო გა­
საგები გახდება.

წესი XV.	 უმეტესწილად, აგრეთვე სასარგებ­
ლოა ამ ფიგურათა ხაზვა და მათი 
წარდგენა ჩვენი გარეგანი გრძნობე­
ბისათვის, რადგან ამგვარად გაგვი­

ფრანგი ფილოსოფოსი, მეცნიერი  მათემატიკოსი. 
თანამედროვე ფილოსფიის ფუძემდებელი, 
თანამედროვე მეცნიერული რევოლუციის 

ერთერთი შემოქმედი, „თანამედროვე მათემატიკის 
მამა“. დეკარტმა შექმნა ანალიზური გეომეტრიის 
საფუძვლები, შემოიღო ცვლადი სიდიდის ცნება, 
დაამუშავა კოორდინატთა მეთოდი და დაამყარა 
კავშირი ალგებრასა და გეომეტრიას შორის. მან 

პირველმა გააჟღერა იდეა, რომ მეცნიერული 
აღმოჩენები უნდა დადგეს საწარმოო რელსებზე 
და სათავე დაუდო თანავედროვე სამეცნიერო 

ინდუსტრიას.

Cogito ergo sum - „ვაზროვნებ,
მაშასადამე ვარსებობ“

1628 წელს ან კი ცოტა ხნით ადრე, დეკარტმა 
დაიწყო მუშაობა ტრაქტატზე  „Regulae ad 
directionem ingenii“ (გონის წარმართვის 
სახელმძღვანელო წესები), რომელშიც 

შეეცადა ჩამოეყელიბებია მეცნიერული და 
ფილოსოფიური აზროვნების სწორი მეთოდი. 
ამ ნაშრომში გადმოცემულია, კონკრეტულად 
მათემატიკისა, ზოგადად კი მეცნიერებისა და 

ფილოსოფიის  ურთულესი ამოცანების მთელი 
მის მიერ ჩატარებული კვლევების  საფუძვლები. 
ჩაფიქრებული იყო 36 წესი და მხოლოდ 21 იყო 

მკაცრად ჩამოყალიბებული. ეს ნაშრომი არ 
იყო გამოქვეყნებული ავტორის სიცოცხლეში 
და მხოლოდ 1684 წელს გამოქვეყნდა მისი 

ჰოლანდიურ ენაზე თარგმანი, ხოლო ლათინური 
დედანი გამოიცა 1701 წელს. თითოეულ წესს 

ახლავს მოკლე აღწერა რომლის თარგმანიცაა 
შემოთავაზებული ჩვენს მიერ. (თ.ი.)

რენე დეკარტი (1596-1650)

პორტრეტი შესრულებულია ჰოლანდიელი მხატვრის 
ფრანს ჰალსის მიერ 1648 წელს
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ადვილდება მათზე ყურადღების გა­
მახვილება.

წესი XVI.	 რაც შეეხება სიდიდეებს, რომლე­
ბიც დროის ამ მონაკვეთში არ საჭი­
როებენ ჩვენი ყურადღების მიქცევას, 
თუმცა, ისინი აუცილებელნი არიან 
დასკვნების გამოსატანად, უკეთესი 
იქნება მათთვის სრული ფიგურების 
ნაცვლად შემოკლებითი ნიშნაკების 
შემოტანა.

წესი XVII.	 სიძნელეებს უნდა შევხედოთ პირდა­
პირ, და არ მივაქციოთ ყურადღება 
იმას, რომ ზოგიერთი, მასში შემავა­
ლი, ტერმინი ცნობილია, ხოლო ზო­
გიერთი უცნობი, და ინტუიტიურად 
გავყვეთ სწორ გზას მათი ურთიერთ 
დამოკიდებულების ამოცნობისაკენ.

წესი XVIII.	 ამ მიზნის მისაღწევად საჭიროა მხო­
ლოდ ოთხი მოქმედება: შეკრება, 
გამოკლება, გამრავლება და გაყო­
ფა. ხშირად, არასასურველი გართუ­
ლებების თავიდან ასაცილებლად, 
ამ ჩამონათვალიდან, ბოლო ორის 
გამოყენება აუცილებელიც არ არის; 
აგრეთვე იმიტომაც, რომ შემდგომ 

მათი შესრულება მარტივადაა შესაძ­
ლებელი.

წესი XIX.	 ამ მეთოდით, გამოთვლების თანახ­
მად, უნდა ვიპოვოთ იმდენი უცნობი 
სიდიდე, რომლებიც გამოსახულია 
ორი სხვადასხვა საშუალებით, რამ­
დენი დამოუკიდებელი ტერმინიც ჩვენ 
დავუშვით ცნობილად, რათა გამოგ­
ვეკვლია სიძნელეები პირდაპირი 
გზით. ამგვარად ჩვენ მივიღებთ ორ 
ტოლ სიდიდეთა ბევრ შედარებას 
(განტოლებას, თ.ი.).

წესი XX.	 შევადგენთ რა განტოლებებს, ჩვენ 
უნდა ჩავატაროთ ჩვენს მიერ განსაზ­
ღვრული მოქმედებები, და არასოდეს 
ვისარგებლოთ გამრავლებით, თუ შე­
საძლებელია გაყოფა.	  

წესი XXI.	 თუ გვაქვს ბევრი ამგვარი განტოლე­
ბა, უნდა მივიყვანოთ ის ერთ განტო­
ლებამდე, და თანაც ისეთნაირამდე, 
რომლის ტერმინები დაიკავებენ პრო­
პორციულ სიდიდეთა მიმდევრობაში 
საფეხურების უმცირეს რაოდენობას, 
და აქ ისინი შესაბამისად უნდა განვა­
ლაგოთ.



საბოლოო

მათემატიკა
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ფუნქციის­მნიშვნელობათა­
სიმრავლე

რუსუდან მესხია

ფი ზი კა­მა თე მა ტი კის მეც ნი ერ ებ ათა კან დი­
და ტი, ას ის ტენტ­პრო ფე სო რი, ივ ანე ჯა ვა ხიშ­
ვი ლის სა ხე ლო ბის თბი ლი სის სა ხელ მწი ფო 

უნ ივ ერ სი ტე ტის ზუსტ და სა ბუ ნე ბის მეტყვე ლო 
მეც ნი ერ ებ ათა ფა კულ ტე ტი

m
e
T
o
d
i
k
a

რო გორც ცნო ბი ლია, y = f (x) ფუნ ქცი ის მნიშ­

ვნე ლო ბა თა E( f ) სიმ რავ ლე გან საზღვრუ ლია 

შემ დე გი სა ხით:

E(f) = { f (x)| x ∈ D( f )},

სა დაც D( f ) აღ ნიშ ნავს ფუნ ქცი ის გან საზღვრის არ ეს.

E( f ) სიმ რავ ლის და სად გე ნად ერთ­ერ თი ხერ­

ხი ას ეთია: ვი პო ვოთ a პა რა მეტ რის ყვე ლა მნიშ­

ვნე ლო ბა, რომ ლის თვი საც f (x) = a გან ტო ლე ბას 

ერ თი მა ინც ამ ონ ახ სნი აქ ვს. ეს მე თო დი მი სა ღე ბია 

მა შინ, რო ცა f (x) = a გან ტო ლე ბის ამ ოხ სნა შე საძ­

ლე ბე ლია.

გან ვი ხი ლოთ შე სა ბა მი სი მა გა ლი თე ბი.

ამ ოც ანა 1. ვი პო ვოთ 
2

2
1

xy
x

=
+

 ფუნ ქცი ის მნიშ­

ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლე.

ამ ოხ სნა. შევ ნიშ ნოთ, რომ D(y) = R და ვი პო­

ვოთ a პა რა მეტ რის ყვე ლა მნიშ ვნე ლო ბა, რომ­

ლის თვი საც 
2

2
1

x a
x

=
+

 გან ტო ლე ბას აქ ვს ერ თი 

მა ინც ამო ნახ სნი.

2
2

2
2 0

1
x a ax x a
x

= ⇔ − + =
+

.

უკ ან ას კნელ გან ტო ლე ბას ამ ონ ახ სნი აქ ვს მა­

შინ და მხო ლოდ მა შინ, რო ცა მი სი დის კრი მი ნან­

ტი D ≥ 0;

ფუნ ქცი ის ცნე ბა მა თე მა ტი კის ერთ­ერ თი ძი რი თა დი ცნე ბაა, ამ იტ ომ 
მა თე მა ტი კის სას კო ლო კურ სში ფუნ ქცი ის შეს წავ ლას მნიშ ვნე ლო ვა ნი 
ად გი ლი აქ ვს დათ მო ბი ლი.
ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლის პოვ ნა არ სე ბი თი კომ პო ნენ ტია 
ფუნ ქცი ის თვი სე ბე ბის შეს წავ ლი სას და იძ ლე ვა სა ინ ტე რე სო ინ ფორ მა­
ცი ას ფუნ ქცი ის ყო ფაქ ცე ვის შე სა ხებ.
ვფიქ რობთ, რომ ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლის დად გე ნის შე­
სა ხებ სა ვარ ჯი შო ებ ის გან ხილ ვას მე ტი ყუ რადღე ბა უნ და და ეთ მოს და 
მას წავ ლე ბელ მა სა ინ ტე რე სო კუთხით წა რუდ გი ნოს ეს თე მა მოს წავ­
ლე ებს. სა კითხის შეს წავ ლის მიზ ნით გან ვი ხი ლავთ ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე­
ლო ბა თა სიმ რავ ლის პოვ ნის სხვა დას ხვა ხერ ხებს და მი სი გა მო ყე ნე ბის 
მა გა ლი თებს.
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21 0
4
D a= − ≥ , |a| ≤ 1, ამრიგად, E( f ) = [‒1;1].

მოცემული ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავ­

ლე შეიძლება ვიპოვოთ სხვა ხერხითაც. კერძოდ,

2|α||β| ≤ α2 + β2

ცნობილი უტოლობის გამოყენებით. მაშინ 

გვექნება

2

2 2

2 1
1

1 1
x x

y
x x

+
= ≤ =

+ +
, ანუ |y| ≤ 1.

ამასთანავე, y(‒1) = ‒1, y(1) = 1, 2

2
1

xy
x

=
+

 ფუნ­

ქცია უწყვეტია [‒1;1] სეგმენტზე და სეგმენტზე უწყვე­

ტი ფუნქციის ერთ-ერთი თვისების თანახმად მიიღ­

ებს ყველა მნიშვნელობას, მოთავსებულს y(‒1) და 

y(1) მნიშვნელობებს შორის. ამიტომ E(y) = [‒1;1]. 

2

2
1

xy
x

=
+

 ფუნქციის გრაფიკი იხილეთ ნახაზზე 1.

ნახაზი 1.

ამოცანა 2. ვიპოვოთ 
2

2

1
1

xy
x

+
=

−
 ფუნქციის მნიშ­

ვნელობათა სიმრავლე.

ამოხსნა. შევნიშნოთ, რომ პირველ რიგში უნ­

და ვიპოვოთ ფუნქციის განსაზღვრის არე. ცხადია, 

D(y) = (‒∞; ‒1)∪(‒1;1)∪(1;+∞).

f (x) = a განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 
2

2

1
1

x a
x

+
=

−
. ვიპოვოთ a პარამეტრის ყველა მნიშ­

ვნელობა, რომლისთვისაც მოცემულ განტოლე­

ბას აქვს ერთი მაინც ამონახსნი, ანუ ამოვხსნათ 

სისტემა:

( )

2

2 2

2

1
111 01 1 11 111

1 11 21 1 00 1 1

ax aaa
x a x aa aa

a aax
a a a

− =  ≥−+  ≥  + = − ≥− < −   + ⇔ ≠ ⇔ ⇔ ⇔    − < −+ ≠    ≠ − ≠≠ + +

( )

2

2 2

2

1
111 01 1 11 111

1 11 21 1 00 1 1

ax aaa
x a x aa aa

a aax
a a a

− =  ≥−+  ≥  + = − ≥− < −   + ⇔ ≠ ⇔ ⇔ ⇔    − < −+ ≠    ≠ − ≠≠ + +

.

ნახაზი 2.

ამრიგად, E(y) = (‒∞;‒1)∪[1;+∞).

E(y) სიმრავლე შეიძლება ვიპოვოთ შემდეგი 

ხერხითაც:

2 2

2 2

1 2
1 1

1 1
x xy
x x

+
= = + ≥

− −
, როცა ‒1 < x < 1.

მეორეს მხრივ, 

2

2 2

1 2
1 1

1 1
xy

x x
+

= − = − + < −
− −

, როცა |x| > 1.

შევნიშნოთ, რომ 
2

2

1
1

xy
x

+
=

−
 ფუნქცია უწყვეტია 

განსაზღვრის არეზე. ამასთან,

2 2

2 21 1

1 1
lim , lim

1 1x x

x x
x x→ − → +

+ +
= +∞ = −∞

− −
,

ამიტომ E(y) = (‒∞;‒1)∪[1;+∞). 
2

2

1
1

xy
x

+
=

−
 ფუნქციის 

გრაფიკი წარმოდგენილია ნახაზზე 2.

ამოცანა 3. ვიპოვოთ f (x) = log3x + logx3 ფუნქცი­

ის მნიშვნელობათა სიმრავლე.

ამოხსნა. მოცემული ფუნქციის განსაზღვრის 

არეა:

D( f) = (0;1)∪(1;+∞).

განვიხილოთ განტოლება

2
3 3 3

3

1
log , log log 1 0

log
x a x a x

x
+ = − + = .

მიღებული კვადრატულ განტოლებას ერთი 

მაინც ამონახსნი აქვს, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
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რო ცა D = a2 ‒ 4 ≥ 0, ანუ |a| ≥ 2. ამ რი გად, E( f ) = 

(‒∞;‒2]∪[2;+∞).

f (x) ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლე შეგ­

ვეძ ლო დაგ ვედ გი ნა ცნო ბი ლი უტ ოლ ობ ის გა მო­

ყე ნე ბი თაც

( )
2
3 3

3 3

log 1 2log
2

log log
x xf x

x x
+

= ≥ ≥ , რო ცა x > 1

და

( )
2
3

3

log 1
2

log
xf x

x
+

= ≤ − , რო ცა 0 < x < 1.

შევ ნიშ ნოთ, რომ f(x) ფუნ ქცია უწყვე ტია გან საზ­

ღვრის არ ეზე, f (3) = 2, 1
2

3
f   = − 

 
, ( )lim

x
f x

→+∞
= +∞, 

( )
0

lim
x

f x
→ +

= −∞, ( )
1

lim
x

f x
→ −

= −∞, ( )
1

lim
x

f x
→ +

= +∞. ამ იტ­

ომ E( f ) = (‒∞;‒2]∪[2;+∞).

( ) 3log log 3xf x x= +  ფუნ ქცი ის გრა ფიკს აქ ვს 

შემ დე გი სა ხე (იხ. ნა ხა ზი 3):

ნა ხა ზი 3.

რიგ შემ თხვე ვებ ში ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა­

თა სიმ რავ ლის პოვ ნა და იყ ვა ნე ბა კვად რა ტუ ლი 

ფუნ ქცი ის თვი სე ბე ბის დად გე ნა ზე გარ კვე ულ შუ­

ალ ედ ში. ამი ტომ სწო რი დას კვნის გა კე თე ბის თვის 

უმ ჯო ბე სია მი ღე ბუ ლი კვად რა ტუ ლი ფუნ ქცი ის 

გრა ფი კის და ხაზ ვა. ამ ას თან, გა ვით ვა ლის წი ნოთ, 

რომ y = ax2 + bx + c ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ­

რავ ლეა [y(x0);+∞) შუ ალ ედი, რო ცა a > 0, ხო ლო, 

თუ 0a < , მა შინ E( y) = (‒∞; y(x0)], სა დაც 0 2
bx
a

= −  

არ ის y = ax2 + bx + c ფუნ ქცი ის გრა ფი კის, ანუ პა რა­

ბო ლის წვე როს აბ სცი სა.

გან ვი ხი ლოთ შე სა ბა მი სი მა გა ლი თე ბი.

ამ ოც ანა 4. ვი პო ვოთ f(x) = 4sinx ‒ 2sinx+3 ფუნ ქცი ის 

მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლე.

ამ ოხ სნა. f (x) = 4sinx ‒ 2sinx+3 = 22sinx ‒ 8 · 2sinx, D( f ) = 

R. შე მო ვი ღოთ აღ ნიშ ვნა 2sinx = t.

გან ვი ხი ლოთ g(t) = t2 ‒ 8t = t(t ‒ 8) ფუნ ქცია. 

რად გან t = 2sinx, ამ იტ ომ 
1

2
2

t≤ ≤ .

g(t) ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლის და­

სად გე ნად გან ვი ხი ლოთ მი სი გრა ფი კი (იხ. ნა ხა ზი 

4). რო გორც ნა ხა ზი დან ჩანს g(t) ფუნ ქცია კლე ბა­

დია 1
;2

2
 
  

 სეგ მენ ტზე, ამ იტ ომ

( ) ( ) 1 1
2 , ;2

2 2
g g t g t   ≤ ≤ ∈      

,

g(2) = ‒12, 1 15
2 4

g   = − 
 

, ანუ ( ) 15
12

4
g t− ≤ ≤ − . ცხა­

დია, 

g(t) = g(2sinx) = f (x),

ამ იტ ომ ( ) 15
12;

4
E f  = − −  

.

ნა ხა ზი 4.
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ამოცანა 5. ვიპოვოთ f (x) = 9x + 12 · 3x + 27 ფუნ­

ქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე.

ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 3x = t. განვიხი­

ლოთ g(t) = t 2 + 12t + 27, t > 0. როგორც y = g(t) 

ფუნქციის გრაფიკიდან ჩანს (იხ. ნახაზი 5), რომ g(t) 

ზრდადია, როცა t > 0. ამიტომ g(0) < g(t) < +∞, g(0) = 

27, g(t) = g(3x) = f (x). ამრიგად, E( f ) = (27; +∞).

ნახაზი 5.

შეიძლება ტრიგონომეტრიული ფუნქციების 

მნიშვნელობათა სიმრავლის შესწავლისას საჭი­

რო გახდეს ტრიგონომეტრიული იგივეობების გა­

მოყენებით გამოსახულების გარდაქმნა.

განვიხილოთ მაგალითი.

ამოცანა 6. ვიპოვოთ f (x) = 2cosx + cos2x ფუნ­

ქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე.

ამოხსნა.

f (x) = 2cosx + cos2x ‒ sin2x = 2cos2x + 2cosx ‒1, x ∈ R.

შემოვიღოთ აღნიშვნა t = cosx, ‒1 ≤ t ≤ 1.

განვიხილოთ g(t) = 2t 2 + 2t ‒ 1 ფუნქცია, t ∈ 

[‒1;1]. დავხაზოთ მისი გრაფიკი (იხ. ნახაზი 6). რო­

გორც გრაფიკიდან ჩანს g(t0) ≤ g(t) ≤ g(1), როცა 

‒1≤ t ≤ 1, სადაც t0 არის y = g(t) ფუნქციის გრაფიკის 

წვეროს აბსცისა 0
2 1
4 2

t = − = − , 1 1 3
2

2 2 2
g  − = − = − 

 
, g(1) = 

3. ამრიგად,  ( )3
3

2
g t− ≤ ≤ , g(t) = g(cosx) = f (x), ამი­

ტომ ( ) 3
;3

2
E f  = −  

. 

შევნიშნოთ, რომ y = a sinx + b cosx სახის ფუნ­

ქციების მნიშვნელობათა სიმრავლის პოვნისთვის 

მოცემული ფუნქცია უნდა ჩავწეროთ შემდეგი სა­

ხით:
( )2 2 2 2

2 2 2 2
sin cos sin cos 0

a by a x b x a b x x a b
a b a b

 
= + = + + + ≠ 

+ + 

( )2 2 2 2

2 2 2 2
sin cos sin cos 0

a by a x b x a b x x a b
a b a b

 
= + = + + + ≠ 

+ + 
.

ნახაზი 6.

ცხადია, 
2 2

1
a

a b
≤

+
, 

2 2
1

b
a b

≤
+

 და 2 2

2 2 2 2 1
a b

a b a b
+ =

+ +
, 

ამიტომ არსებობს ერთადერთი ისეთი φ კუთხე, 

0≤φ<2π, რომ 
2 2

sin
a

a b
ϕ=

+
 და 

2 2
cos

b
a b

ϕ=
+

.

მაშასადამე, 

( ) ( )2 2 2 2sin sin cos cos cosy a b x x a b xϕ ϕ ϕ= + + = + −

და

( ) 2 2 2 2;E y a b a b = − + +
  .

განვიხილოთ მაგალითი.

ამოცანა 7. ვიპოვოთ f (x) = cos2x –sinxcosx ფუნ­

ქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე.

ამოხსნა. გამოვიყენოთ ცნობილი იგივეობები 

და გარდავქმნათ გამოსახულება:

( ) ( )1 cos 2 1 1 1
sin 2 cos 2 sin 2

2 2 2 2
1 2 1 2

cos cos 2 sin sin 2 cos 2 ,
2 2 4 4 2 2 4

1 cos 2 1, ,
4

xf x x x x

x x x

x x R

π π π

π

+
= − = + − =

   = + − = + +   
   

 − ≤ + ≤ ∈ 
 

ამიტომ

( )1 2 1 2
2 2

f x− +
≤ ≤ , ანუ ( ) 1 2 1 2

;
2 2

E f
 − +

=  
 

.

ზემოთ განხილულ მაგალითებში ფუნქცი­
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ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლის და სად გე ნად არ 

დაგ ვჭირ და ფუნ ქცი ის წარ მო ებ ულ ის გა მო ყე ნე ბა. 

მაგ რამ ზო  გი ერ თი ფუნ ქცი ის თვის წარ მო ებ ულ ის 

გა მო ყე ნე ბის გა რე შე მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ  რავ ლის 

პოვ ნა შე უძ ლე ბე ლია.

გან ვი ხი ლოთ სეგ მენ ტზე უწყვე ტი ფუნ ქცი ის 

მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლე.

ვთქვათ, y = f (x) ფუნ ქცია უწყვე ტია [a,b] სეგ მენ­

ტზე. E( f ) სიმ რავ ლის დად გე ნა ემ ყა რე ბა შემ დეგ 

მნიშ ვნე ლო ვან ფაქ ტს: სეგ მენ ტზე უწყვე ტი ფუნ­

ქცია ამ სეგ მენ ტზე ღე ბუ ლობს თა ვის უმ ცი რეს და 

უდ იდ ეს მნიშ ვნე ლო ბებს და აგ რეთ ვე ყვე ლა მნიშ­

ვნე ლო ბას მო თავ სე ბულს უმ ცი რეს და უდ იდ ეს 

მნიშ ვნე ლო ბებს შო რის. E( f ) სიმ რავ ლის და სად­

გე ნად უნ და გა მოვ თვა ლოთ ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე­

ლო ბე ბი სეგ მენ ტის ბო ლო ებ ზე და ამ სეგ მენ ტის 

შიგ ნით მო თავ სე ბულ კრი ტი კულ წერ ტი ლებ ზე, 

ანუ ის ეთ წერ ტი ლებ ზე, სა დაც f (x) ფუნ ქცი ის წარ ­

მო ებ ული ნუ ლის ტო ლია ან არ არ სე ბობს (რო­

გორც ცნო ბი ლია, ფუნ ქცი ას ექ სტრე მუ მი შე იძ ლე­

ბა ჰქონ დეს მხო ლოდ კრი ტი კულ წერ ტი ლებ ზე). 

გა მოთ ვლილ მნიშ ვნე ლო ბებს შო რის უმ ცი რე სი 

იქ ნე ბა ფუნ ქცი ის უმ ცი რე სი მნიშ ვნე ლო ბა, ხო ლო 

უდ იდ ესი კი უდ იდ ესი მნიშ ვნე ლო ბა. ცხა დია, ას ეთ 

შემ თხვე ვა ში E( f ) = [m; M], სა დაც m არ ის f (x)­ის 

უმ ცი რე სი მნიშ ვნე ლო ბა, ხო ლო M კი უდი დე სი 

მნიშ ვნე ლო ბა.

გან ვი ხი ლოთ შე სა ბა მი სი მა გა ლი თე ბი.

ამ ოც ანა 8. ვი პო ვოთ f (x) = x3 – 6x2 + 9x + 1, x ∈ 

[2;4], ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლე.

ამ ოხ სნა. ვი პო ვოთ f (x) ფუნ ქცი ის კრი ტი კუ ლი 

წერ ტი ლე ბი. გა მოვ თვა ლოთ ფუნ ქცი ის f '(x) წარ­

მო ებ ული,

f '(x) = 3x2 – 12x + 9.

f (x) წარ მო ებ ადია [2;4] სეგ მენ ტზე. ამ იტ ომ კრი­

ტი კუ ლი წერ ტი ლე ბია მხო ლოდ f '(x) = 0 გან ტო­

ლე ბის ფეს ვე ბი. f '(x) = 0, რო ცა x = 1 ან x = 3. კრი­

ტი კუ ლი წერ ტი ლე ბი დან [2;4] სეგ მენ ტს ეკ უთ ვნის 

x = 3.

f (2) = 3, f (3) = 1, f (4) = 5, ამ იტ ომ 1 ≤ f (x) ≤ 5, 

რო ცა x ∈ [2;4], ე.ი. E( f ) = [1;5].

ამ ოც ანა 9. ვი პო ვოთ y = (x – 3)e|x+1| ფუნ ქცი ის 

მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლე, რო ცა x ∈ [–2;4].

ამ ოხ სნა. ცხა დია, რომ 

( )
( )

1

1

3 , 2 1,

3 , 1 4

x

x

x e x
y

x e x

− −

+

 − − ≤ ≤ −= 
− − < ≤

და ეს ფუნ ქცია უწყვე ტია [–2;4] სეგ მენ ტზე, რად­

გან 

1 1
lim lim 4

x x
y y

→− − →− +
= = − .

გა მოვ თვა ლოთ y ფუნ ქცი ის წარ მო ებ ული: 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

1 1 1

3 4 , 2 1,

3 2 , 1 4.

x x x

x x x

e x e e x x
y

e x e e x x

− − − − − −

+ + +

 − − = − − ≤ ≤ −′ = 
+ − = − − < ≤

x = 2 კრი ტი კუ ლი წერ ტი ლია, რად გან y'(2) = 0.

x = –1 წერ ტილ ზე წარ მო ებ ული არ არ სე ბობს, 

რად გან მარ ცხე ნა და მარ ჯვე ნა წარ მო ებ ულ ები x 

= –1 წერ ტილ ზე გან სხვა ვე ბუ ლია ერ თმა ნე თის გან 

(f '(–1–0) = 5, f '(–1+0) = –3), ე.ი. x = –1 კრი ტი კუ ლი 

წერ ტი ლია.

ვი პო ვოთ ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბე ბი კრი ტი­

კულ წერ ტი ლებ ზე და სეგ მენ ტის ბო ლო ებ ზე, 

გვექ ნე ბა f (–2) = –5e, f (–1) = –4, f (2) = –e3, f (4) = e5.

მა შა სა და მე, y ფუნ ქცი ის უმ ცი რე სი მნიშ ვნე ლო­

ბაა –e3, ხო ლო უდ იდ ესი კი e5, ამ იტ ომ E( f )=[–e3;e5].

ამ ოც ანა 10. ვი პო ვოთ ( )
4 1

xf x
x x

=
+ +

 ფუნ­

ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლე.

ამ ოხ სნა. ვი პო ვოთ f (x) ფუნ ქცი ის წარ მო ებ­

ული:

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

3 2 3 2 3 2 3 2

4 1 2 5 4

2 4 1 2 4 1

x x x x xf x
x x x x x x

+ + − + −′ = =
+ + + +

,

D( f ) = [0;+∞),

f '(x) = 0, რო ცა x = 2

ფუნ ქცი ის წარ მო ებ ულ ის ნიშ ნე ბი და ვად გი ნოთ 

ინ ტერ ვალ თა მე თო დით:

x = 2 მაქ სი მუ მის წერ ტი ლია ( ) 2 1
2 ,

318
f = =
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1

lim lim 0
4 1 4 11 1

x x

x x
x x

x x

→+∞ →+∞
= =

+ +
+ +

, 

f (0) = 0.

თუ გავითვალისწინებთ, რომ [0;2] სეგმენტზე 

მოცემული ფუნქცია ზრდადია, ხოლო [2;+∞] შუ­

ალედში კი კლებადი, შეგვიძლია დავასკვნათ, 

რომ ( ) 1
0;

3
E f  =   

 (იხ. ნახაზი 7)

ნახაზი 7.

( )
4 1

xf x
x x

=
+ +

 ფუნქციის მნიშვნელობა­

თა სიმრავლე შეგვიძლია დავადგინოთ სხვა ხერ­

ხითაც. კერძოდ, ვიპოვოთ a პარამეტრის ყველა 

მნიშვნელობა, რომლისთვისაც

4 1
x a

x x
=

+ +

განტოლებას აქვს ერთი მაინც არაუარყოფითი 

ამონახსნი. a = 0, როცა x = 0, ამასთან a > 0, როცა 

x > 0.

ვთქვათ, a > 0,

( )( )
( )

2

2 2 2 2

4 1 4 1 ,

5 1 4 0.

x a x x x a x x

a x a x a

= + + ⇔ = + +

+ − + =

იმისათვის, რომ კვადრატულ განტოლებას 

ჰქონდეს დადებითი ამონახსნები აუცილებელია 

და საკმარისი შესრულდეს შემდეგი პირობები:

1 2

1 2

0
0

0

D
x x
x x

≥
 >
 + >

,

( ) ( )22 4 4 2 2 21
5 1 16 9 10 1 9 1

9
D a a a a a a = − − = − + = − − 

 
,

x1x2 = 4, 
2

1 2 2

5 1ax x
a

−
+ = −

ამიტომ მივიღებთ სისტემას:

2 2

2 2

2
2

2

1 1 1
01 1 3

9 9 1
015 1 500

5

a a
a

a a

aa a
a

  ≥  ≥
   < ≤    ≤ ≤⇔ ⇔    

   < <−  < <<  

, 

ე.ი. 1
0

3
a< ≤ . რადგან f (0) = 0, საბოლოოდ და­

ვასკვნით, რომ

( ) 1
0;

3
E f  =   

.

განვიხილოთ მაგალითი, როცა ფუნქციის მნიშ­

ვნელობათა სიმრავლის დადგენისას გამოვიყე­

ნებთ გარკვეულ გეომეტრიულ ინტერპრეტაციას.

ამოცანა 11.

ვიპოვოთ 2 24 13 16 89y x x x x= − + + − +  ფუნ­

ქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე. 

ამოხსნა. ჩავწეროთ მოცემული ფუნქცია შემ­

დეგი სახით:

( ) ( )2 22 9 8 25y x x= − + + − + .

ვისარგებლოთ ორ წერტილს შორის მან­

ძილის გამოსათვლელი ფორმულით, მაშინ 

( )2
1 2 9d x= − +  შეიძლება განვიხილოთ რო­

გორც მანძილი ox ღერძის C(x;0) წერტილიდან 

(2;±3) წერტილამდე, ხოლო ( )2
2 8 25d x= − +  

კი (8;±5) წერტილამდე. ამიტომ, ცხადია, y = d1 + d2.

გამოვსახოთ საკოორდინატო სიბრტყეზე d1 და 

d2 მანძილები (იხ. ნახაზი 8).

როგორც ნახაზიდან ჩანს, სამკუთხედის უტ­

ოლობის თანახმად d1 + d2 ≥ AB და d1 + d2 = AB, 

როცა A, B და C წერტილები ერთ წრფეზე მდება­

რეობენ, ამიტომ y = d1 + d2 გამოსახულება უმცირე­

სი იქნება, როცა d1 + d2 = AB1,

( ) ( )2 2
1 8 2 5 3 10AB = − + − − = .
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ნა ხა ზი 8.

ამ რი გად, 2 24 13 16 89 10y x x x x= − + + − + ≥ . ამ­

ას თან, lim
x

y
→∞

= +∞  ფუნ ქცია უწყვე ტია მთელ 

ღერ ძზე, ამ იტ ომ ( ) [ )10;E y = +∞ . უნ და აღ ინ იშ­

ნოს, რომ 2 24 13 16 89y x x x x= − + + − +  ფუნ­

ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლის პოვ ნა წარ­

მო ებ ულ ის გა მო ყე ნე ბით შე და რე ბით რთულ 

იქ ნე ბო და.

ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლე შე იძ ლე­

ბა გა მო ვი ყე ნოთ გან ტო ლე ბის ან უტ ოლ ობ ის ამ­

ოხ სნის თვის. არ ის შემ თხვე ვე ბი, რო ცა მხო ლოდ 

ალ გებ რუ ლი გარ დაქ მნე ბის გა მო ყე ნე ბით შე უძ­

ლე ბე ლია ან ძა ლი ან რთუ ლია გან ტო ლე ბის ან 

უტ ოლ ობ ის ამ ოხ სნა. ას ეთ ვი თა რე ბა ში შე იძ ლე ბა 

ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლის დად გე ნა 

გახ დეს მთა ვა რი გა სა ღე ბი ამ ოც ან ის ამ ოხ სნის თვის.

მო ვიყ ვა ნოთ მა გა ლი თე ბი.

ამ ოც ანა 12. ამ ოვ ხსნათ გან ტო ლე ბა

4 2 28 20 12 4x x x x− + = − + .

ამ ოხ სნა. შე მო ვი ღოთ აღ ნიშ ვნა 

( ) 4 28 20f x x x= − +  და ( ) 212 4g x x x= − + . ვი პო­

ვოთ f (x) და  g(x) ფუნ ქცი ებ ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ­

რავ ლე.  f (x) და  g(x) ფუნ ქცი ები წარ მო ვად გნოთ 

შემ დე გი სა ხით

( ) ( )22 4 4f x x= − +  და ( ) ( )216 2g x x= − − .

ცხა დია, f (x) ≥ 4 ნე ბის მი ერი x ∈ R­თვის,  g(x) 

ფუნ ქცია გან საზღვრუ ლია [–2;6] სეგ მენ ტზე და 

g(x) ∈ [0;4]. ამ რი გად, E( f ) = [4;+∞], ხო ლო 

E(g) = [0;4].  E( f ) და  E(g) სიმ რავ ლე ებს მხო ლოდ 

ერ თი y = 4 სა ერ თო წერ ტი ლი აქ ვთ. ამი ტომ მო ცე­

მუ ლი გან ტო ლე ბა ტოლ ფა სია შემ დე გი სის ტე მის

( )
( )

( )
( )

22

2

4 4 44 2
24 16 2 4

xf x x
xg x x

 − + = = = ± ⇔ ⇔   ==   − − =

, x = 2.

მა შა სა და მე, მო ცე მუ ლი გან ტო ლე ბის ერ თა­

დერ თი ამ ონ ახ სნია x = 2.

ამ ოც ანა 13. ამ ოხ სე ნით უტ ოლ ობა

2 32 3 3x x x x− − > − − .

ამ ოხ სნა. გან ვი ხი ლოთ ( ) 2
1 2f x x x= − −  და 

f2(x) = x3 – 3x – 3 ფუნ ქცი ე ბი. ვი პო ვოთ E( f1) და E( f2) 

სიმ რავ ლე ები. შევ ნიშ ნოთ, რომ D( f1) = [–2;1].

( ) [ ]
2

1
9 1 3

, 2;1
4 2 2

f x x x = − + ≤ ∈ − 
 

.

ამიტომ, E( f1) = [0;3/2].

ვი პო ვოთ f2(x) ფუნ ქცი ის უდ იდ ესი და უმ ცი რე სი 

მნიშ ვნე ლო ბე ბი [–2;1] სეგ მენ ტზე.

f '2(x) = 3x2 – 3, x = ±1 კრი ტი კუ ლი წერ ტი ლე ბია.

გა მოვ თვა ლოთ f2(–2) = –5, f2(–1) = –1, f2(1) = –5 .

მა შა სა და მე, E( f2) = [–5;–1], რო ცა x ∈ [–2;1].

თუ შე ვა და რებთ E( f1) და E( f2) სიმ რავ ლე ებს, 

და ვას კვნით, რომ

2 32 3 3x x x x− − > − − , რო ცა x ∈ [–2;1].

რო გორც გან ხი ლუ ლი მა გა ლი თე ბი დან ჩანს, 

ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლეს თან და კავ­

ში რე ბუ ლი ამ ოც ან ები სა ინ ტე რე სო და მრა ვალ­

ფე რო ვა ნია. ვფიქ რობთ, გან ხი ლუ ლი სა ვარ ჯი შო­

ები და მა თი ამ ოხ სნის მე თო დე ბი მას წავ ლებ ლებს 

და ეხ მა რე ბა ფუნ ქცი ის თვი სე ბე ბის შეს წავ ლი სას 

ფუნ ქცი ის მნიშ ვნე ლო ბა თა სიმ რავ ლის გა მო ყე ნე­

ბა ში და მოს წავ ლე ებ ის თვის ამ თე მა ტი კის სა ინ ტე­

რე სოდ წარ დგე ნა ში.

ავ ტო რის ელ ექ ტრო ნუ ლი მი სა მარ თი:
rusudan.meskhia@tsu.ge
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ამ­ოც­ან­ები­რიცხვის­მთე­ლი­და
წი­ლა­დი­ნა­წი­ლე­ბის­თვი­სე­ბე­ბის

გა­მო­ყე­ნე­ბა­ზე

თე იმ ურ აზ ვეფხვა ძე

ფი ზი კა­მა თე მა ტი კის მეც ნი ერ ებ ათა დოქ­
ტო რი,  პრო ფე სო რი, ივ ანე ჯა ვა ხიშ ვი ლის 
სა ხე ლო ბის თბი ლი სის სა ხელ მწი ფო უნ ი­
ვ ერ სი ტე ტის ზუსტ და სა ბუ ნე ბის მეტყვე ლო 

მეც ნი ერ ებ ათა ფა კულ ტე ტი

რიცხვთა თე ორი ის სა უნ ივ ერ სი ტე ტო კურ სებ ში 

შე ის წავ ლე ბა ე.წ. რიცხვი თი ფუნ ქცი ები; ფუნ ქცი­

ები, რო მელ თა გან საზღვრის არე ნა ტუ რა ლურ 

რიცხვთა სიმ რავ ლეა. ეს ფუნ ქცი ებია, მა გა ლი თად, 

ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვის გამ ყო ფე ბის რა ოდ ენ ობა, 

გამ ყო ფე ბის ჯა მი, გამ ყო ფე ბის ხა რის ხე ბის ჯა მი, იმ 

ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვე ბის რა ოდ ენ ობა, რო მე ლიც 

არ აღ ემ ატ ება მო ცე მულ ნა ტუ რა ლურ რიცხვს და 

ურ თი ერ თმარ ტი ვია მას თან. მათ გარ და რიცხვთა 

თე ორი აში მნიშ ვნე ლო ვა ნია იმ ფუნ ქცი ებ ის შეს­

წავ ლაც, რომ ლე ბიც ნამ დვი ლი რიცხვის მთე ლი 

და წი ლა დი ნა წი ლე ბის სა ხელ წო დე ბი თაა ცნო ბი­

ლი (იხ., მაგ. [1], [2]).

პე რი ოდ ული პრო ცე სე ბის აღ წე რა და შეს წავ­

ლა, რო გორც წე სი, პე რი ოდ ული ფუნ ქცი ებ ით 

ხდე ბა. ამ აზე გა მახ ვი ლე ბუ ლია ყუ რადღე ბა ერ ოვ­

ნულ სას წავ ლო გეგ მა შიც; მა გა ლი თად, ΧI კლა­

სის სტან დარ ტში მი თი თე ბუ ლია, რომ მოს წავ ლეს 

უნ და შე ეძ ლოს ალ გებ რუ ლი, გრა ფი კუ ლი მე თო­

დე ბის გა მო ყე ნე ბა ფუნ ქცი ებ ის ის ეთი თვი სე ბე ბის 

შე სას წავ ლად, რო გო რი ცაა, მა გა ლი თად, პე რი­

ოდ ულ ობა. ამ ას თა ნა ვე, ცნო ბი ლი პე რი ოდ ული 

ფუნ ქცი ებ ის გვერ დით სასურველია მოს წავ ლე­

ებს ჰქონ დეთ წარ მოდ გე ნა მათ გან გან სხვა ვე ბულ 

ფუნ ქცი აზე (მა გა ლი თად, რიცხვის წი ლად ნა წილ­

ზე), რო მე ლიც პე რი ოდ ულ ფუნ ქცი ათა კლასს გა­

ნე კუთ ვნე ბა.

ამ იტ ომ ჩვენს მი ერ შედ გე ნილ ΧI კლა სის სა­

ხელ მძღვა ნე ლო ში [3], რო ცა სა უბ არია პე რი ოდ­

ულ პრო ცე სებ სა და პე რი ოდ ულ ფუნ ქცი ებ ზე, შე­

მოგ ვაქ ვს რიცხვის მთე ლი და წი ლა დი ნა წი ლის 

ცნე ბე ბი, ვი ხი ლავთ მათ ზო გი ერთ თვი სე ბას. ΧI 

კლა სის სა ხელ მძღვა ნე ლო ში [[3], გვ.37] ვკითხუ­

ლობთ: „x რიცხვის მთე ლი ნა წი ლი ეწ ოდ ება 

მთელ რიცხვს, რო მე ლიც მე ტია (x – 1)­ზე და არ 

აღ ემ ატ ება x­ს (ანუ უდ იდ ეს მთელ რიცხვს, რო მე­

ლიც არ აღ ემ ატ ება x­ს). x რიცხვის მთელ ნა წილს 

აღ ვნიშ ნავთ [x]­ით. x რიცხვის წი ლა დი ნა წი ლი 

ეწ ოდ ება x რიცხვი სა და მი სი მთე ლი ნა წი ლის 

სხვა ობ ას; მას ასე აღ ვნიშ ნავთ: {x}. რო გორც ამ 

გან საზღვრე ბე ბი დან გა მომ დი ნა რე ობს,

     x = [x] + {x} (1)

y = {x} ფუნ ქცია პე რი ოდ ული ფუნ ქციაა. ნე ბის­

მი ერი მთე ლი რიცხვი მი სი პე რი ოდია. უმ ცი რე სი 

და დე ბი თი პე რი ოდი არ ის 1.

გრა ფი კის წარ მო სად გე ნად შევ ნიშ ნოთ, რომ, 
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რო ცა 0 ≤ x < 1, მა შინ {x} = x; რო ცა x = 1, {x} = 0. მა შა­

სა და მე, [0, 1) შუ ალ ედ ზე ამ ფუნ ქცი ის გრა ფი კი ემ­

თხვე ვა y = x, x ∈ [0,1), ფუნ ქცი ის გრა ფიკს (იხ., ნახ. 1).

1 

1 

სურ. 1

ამ ნა წი ლის პა რა ლე ლუ რი გა და ტა ნით a

(n;0)

სა ხის ვექ ტო რე ბით (n ∈ Z), მი იღ ება y = {x} ფუნ ქცი­

ის გრა ფი კი.

შემ დეგ სურათზე (სურ. 2) y = [x] ფუნ ქცი ის გრა­

ფი კია წარ მოდ გე ნი ლი.

1 

1 

2 3 

1 

2 

2 

ნახ. 2

ფუნ ქცი ის პე რი ოდ ულ ობ ის გარ და ეს ფუნ­

ქცი ები სას კო ლო მა თე მა ტი კის სხვა სკითხებ შიც 

ხში რად გვხვდე ბა. მა გა ლი თად, ნაშ თი ანი გა ყო­

ფის ალ გო რით მის შეს წავ ლი სას გა ნი ხი ლე ბა იმ 

q რიცხვის არ სე ბო ბის სა კითხი, რო ცა მო ცე მუ ლი 

მთე ლი n­ისა და ნა ტუ რა ლუ რი m­ის თვის, გვაქ ვს 

ორ მა გი უტ ოლ ობა:

     mq ≤ n < m(q + 1). (2)

ეს ორ მა გი უტ ოლ ობა კერძო შემთხვევაში 

ტოლ ფა სია მთე ლი ნა წი ლის გან მარ ტე ბის; თუ q 

არ ის 
m
n  რიცხვის მთე ლი ნა წი ლი, მა შინ

1
nq q
m

≤ < + .

(2) ორ მა გი უტ ოლ ობ იდ ან კი მი იღ ება ნაშ თი­

ანი გა ყო ფის ალ გო რით მი; ყო ვე ლი n მთე ლი და 

m ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვის თვის არ სე ბობს ერ თა­

დერ თი წყვი ლი (q; r), რომ ლის თვი საც

n = mq + r, 0 ≤ r < m.

მთე ლი ნა წი ლის შემ დეგ თვი სე ბა საც ხში­

რად ვი ყე ნებთ ხოლ მე: თუ x და დე ბი თია, ხო ლო 

d მთე ლი და დე ბი თი რიცხვია, მა შინ იმ და დე ბით 

რიცხვთა რა ოდ ენ ობა, რომ ლე ბიც არ აღ ემ ატ ება 

x­ს და იყ ოფა d­ზე, არ ის 




d
x .

ახ ლა თე ორ ემ ებ ის სა ხით ჩა მო ვა ყა ლი ბოთ 

მთე ლი და წი ლა დი ნა წი ლე ბის კი დევ რამ დე ნი მე 

თვი სე ბა, რომ ლე ბიც ხში რად გა მო იყ ენ ება ამ ოც­

ან ებ ის ამ ოხ სნის დროს.

თე ორ ემა 1. ვთქვათ, p მარ ტი ვი რიცხვია, ხო­

ლო n ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვია, β არ ის p მარ ტი ვი 

რიცხვის მაჩ ვე ნე ბე ლი, რომ ლი თაც p რიცხვი შე­

დის n!­ის კა ნო ნი კურ დაშ ლა ში. მა შინ









++








+








+








= kp

n
p
n

p
n

p
n

32β ,

სა დაც k უდ იდ ესი მთე ლი რიცხვია, რომ ლის­

თვი საც pk ≤ n.

ამ β რიცხვს p რიცხვის ჯე რა დო ბის მაჩ ვე ნე ბე­

ლიც ეწ ოდ ება.

მა გა ლი თი 1. ვი პო ვოთ მარ ტი ვი p = 7 რიცხვის 

ჯე რა დო ბის მაჩ ვე ნე ბე ლი 121!­ში. გვაქ ვს

2

121 121
17 2 19

7 7
β    = + = + =      

.

შევ ნიშ ნოთ, რომ 73 > 121.

მა გა ლი თი 2. რამ დე ნი ნუ ლით ბო ლოვ დე ბა 

300!­ის ათ ობ ითი ჩა ნა წე რი?
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საკმარისია, რომ ვიპოვოთ 5-ის ჯერადობის 

მაჩვენებელი, რადგან, ცხადია, იგი ნაკლებია 2-ის 

ჯერადობის მაჩვენებელზე. გვაქვს:

300 300 300
60 12 2 74

5 25 125
β      = + + = + + =          

.

მაშასადამე, 300! ბოლოვდება 74 ნულით.

თეორემა 2. თუ x ნებისმიერი ნამდვილი 

რიცხვია, მაშინ

	       { } { }
2
1

2
2
1

+=






 ++ xxx ,	 (3)

	             [ ] [ ]xxx 2
2
1

=



 ++ 	 (4)

დამტკიცება. ( ) { }






 ++=

2
1xxxf  და g(x) = {2x} 

პერიოდული ფუნქციებია. ორივეს პერიოდი არის 

2
1. მართლაც,

{ } { }xxxxxxxf +






 +=++







 +=







 +++







 +=






 +

2
1

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 .

{ } { }xxxxg 212
2
1

2
2
1

=+=














 +=






 + .

ამიტომ საკმარისია (3) და (4) ფორმულები 

დავამტკიცოთ, როცა 




∈

2
1

;0x , ანუ  
2
1

0 <≤ x , ანუ 

1
2
1

2
1

<+≤ x ,    120 <≤ x . მაშინ (3) მიიღებს სახეს:

2
1

2
2
1

+=++ xxx .

(1)-ის გათვალისწინებით, (3)-დან მიიღება (4).

ამ თეორემაში ჩამოყალიბებული თვისებების 

გარდა ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგი თვი­

სებები:

ა) თუ x და y ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია, 

მაშინ

[ ] [ ] [ ] { } { }[ ]yxyxyx +++=+ ,

{ } { } { }{ }yxyx +=+

ბ) თუ x ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, n-ნატუ­

რალური რიცხვი, მაშინ

{n{x}={nx}.

ახლა ამ თვისებების გამოყენებით რამდენიმე 

ამოცანა ამოვხსნათ.
ამოცანა 1. ამოვხსნათ განტოლება

x + [10x] = 10x

ამოხსნა. განტოლება ასე გადავწეროთ

[10x] = 9x.

თუ 10x რიცხვის მთელ ნაწილს n-ით ავღნიშ­

ნავთ, გვექნება

9
10 1,

n x
n x n n Z

=
 ≤ < + ∈

ამ პირობებით უამრავი სისტემა მოიცემა. ნე­

ბისმიერი მთელი n-სთვის, პირველი განტოლე­

ბიდან ვიპოვით x-ს, რომელიც n-ზე იქნება დამო­

კიდებული: 
9
nxn = . იგი იქნება სისტემის ამონახსნი 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მეორე პირობა­

საც დააკმაყოფილებს. მაშასადამე,

10
1

9
nn n≤ < + ,

საიდანაც,

0 ≤ n < 9,

ანუ

n = 0, 1, ..., 8.

მაშასადამე, ამოცანის პირობას აკმაყოფი­

ლებს რიცხვები 1 2 3 4 5 6 7 8
0; ; ; ; ; ; ; ; .

9 9 9 9 9 9 9 9

პასუხი: 
9
n , n = 0, 1, ..., 8.

ამოცანა 2. ამოვხსნათ განტოლება

x2 + [x] = 4.

ამოხსნა. Ι ხერხი. ყოველი n ნატურალური 

რიცხვისთვის ეს განტოლება ტოლფასია სისტე­

მის:





+<≤
=+

1
42

nxn
nx      ანუ     





+<≤
−=

1
42

nxn
nx

პირველი განტოლების ამოხსნა n-ზეა დამოკი­

დებული; 
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თუ 4 – n < 0, ანუ n > 4, გან ტო ლე ბას ფეს ვი არა 

აქ ვს;

თუ n = 4, ერ თი ფეს ვი გვაქ ვს: x = 0;

თუ n < 4, ორი ფეს ვი გვაქ ვს:

nxn −=′ 4      და     nxn −−=′′ 4 .

n ≤ 4­ის თვის ეს რიცხვე ბი სის ტე მის ამ ონ ახ სნე­

ბია მა შინ და მხო ლოდ მა შინ, რო ცა ის ინი მე ორე 

პი რო ბა საც აკ მა ყო ფი ლებს.

თუ n = 4, მი ვი ღებთ: 4 ≤ 0 < 5, რაც შე უძ ლე ბე­

ლია.

თუ n < 4, მა შინ x'n­ის თვის გვაქ ვს:

14 +<−≤ nnn .

აქ ედ ან ჩანს, რომ მხო ლოდ n = 1­ის თვის 

სრულ დე ბა ეს უტ ოლ ობა. მა შა სა და მე, 3=x  არ­

ის მო ცე მუ ლი გან ტო ლე ბის ფეს ვი.

ახ ლა nxn −−=′′ 4 შე ვა მოწ მოთ:

14 +<−−≤ nnn

მა შა სა და მე, n < 0. რო ცა n = –1, –2,..., მაშინ –n 

და –n – 1 არაუარყოფითი რიცხვე ბია და მი ღე ბუ­

ლი ორ მა გი უტ ოლ ობა ტოლ ფა სია სის ტე მის:





≥−+
<−+

.04
,033

2

2

nn
nn

თუ მი ვიჩ ნევთ, რომ n ნე ბის მი ერი ნამ დვი ლი 

რიცხვია, მა შინ ამ სის ტე მის ამ ონ ახ სნი ეკ უთ ვნის 

შუ ალ ედს: 3 21 1 17
;

2 2

 − − − −
 
 

. მთე ლი რიცხვე ბი დან 

ამ შუ ალ ედს ეკ უთ ვნის მხო ლოდ n = –3. მა შა სა და­

მე, 73 −=′′−x  მო ცე მუ ლი გან ტო ლე ბის ფეს ვია.

პა სუ ხი. 7− ,  3.

ΙΙ ხერ ხი. მო ცე მუ ლი გან ტო ლე ბა გრა ფი კუ­

ლად ამ ოვ ხსნათ. გან ტო ლე ბის ამ ონ ახ სნი იქ ნე ბა 

y = [x] და y = 4 – x2 ფუნ ქცი ებ ის გრაფი კე ბის გა დაკ­

ვე თის წერ ტი ლე ბის აბ სცი სე ბი.

რო გორც ნახა ზი დან ჩანს (ნახ. 3), გრა ფი კე ბი 

ორ წერ ტილ ში იკ ვე თე ბა.

პირ ვე ლი ფეს ვი იმ წერ ტი ლის აბ სცი საა, რო მე­

ლიც y = –3 წრფის და y = 4 – x2 პა რა ბო ლის მარ­

ცხე ნა შტოს გა დაკ ვე თით მი იღ ება. ეს რიცხვი 7−

­ია. მე ორე ფეს ვი და დე ბი თია და იმ წერ ტი ლის 

აბ სცი საა, რო მე ლიც y = 1 წრფის და y = 4 – x2 პა რა­

ბო ლის მარ ჯვე ნა შტოს გა დაკ ვე თით მი იღ ება; ეს 

რიცხვი 3­ია.

x

სურ. 3

ამ ოც ანა 3. ამ ოხ სე ნით გან ტო ლე ბა [x] · {x} < x – 1

ამ ოხ სნა. გა ვით ვა ლის წი ნოთ (1) ტო ლო ბა. მა­

შინ გვექ ნე ბა

([x] – 1)({x} – 1) < 0.

რად გან {x} < 1, ამ იტ ომ ამ უტ ოლ ობ იდ ან მი ვი­

ღებთ [x] – 1 > 0, ანუ [x] > 1, სა იდ ან აც [x] ≥ 2.

პა სუ ხი. x ≥ 2.

ამ ოც ანა 4. ამ ოვ ხსნათ გან ტო ლე ბა

[ ]xxx −=



 + 6

2
1

2
1

ამ ოხ სნა. გა მო ვი ყე ნოთ (4) ტო ლო ბა. მა შინ მო­

ცე მუ ლი გან ტო ლე ბა ასე ჩა იწ ერ ება

[ ] 6

2
1

2 xx =

შე მო ვი ღოთ ახ ალი t ცვლა დი: t = 2x. მა შინ (4) 

გან ტო ლე ბა ასე ჩა იწ ერ ება

[ ] 6

128
1 tt = .
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ეს გან ტო ლე ბა ტოლ ფა სია სის ტე მის: 

[ ]







=

=
6

128
1 ty

ty

ვი პო ვოთ სის ტე მა ში შე მა ვა ლი ფუნ ქცი ებ ის 

გრაფიკების გა დაკ ვე თის წერ ტი ლე ბი. გრა ფი კე ბი 

ორ წერ ტილ ში იკ ვე თე ბა, რო ცა t = 0 და რო ცა t 

∈ (2;3), ეს უკ ან ას კნე ლი კი 2
128

1 6 =t  გან ტო ლე ბის 

და დე ბი თი ამ ონ ახ სნია, 3
2 16t = . ე.ი. t1 = 0, 3

2 16t = ; 

მა შა სა და მე, x1 = 0,  3
2 2=x .

პა სუ ხი: 0; 3 2.
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სურ. 4
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ზოგადსაგანმანათლებლო­სკოლაში­
მათემატიკის­გაძლიერებული­

სწავლების­შესახებ

გურამ გოგიშვილი

მათემატიკის აკადემიური დოქტორი, წმიდა ანდრია 
პირველწოდებულის სახელობის ქართული 

უნივერსიტეტის სასწავლო ცენტრის ხელმძღვანელი

m
e
T
o
d
i
k
a

ცხა დია, ძალ ზე რთუ ლია ცალ სა ხად გა ნი­
საზღვროს გაძ ლი ერ ებ ული სწავ ლე ბის თვის გან­
კუთ ვნი ლი სას წავ ლო მა სა ლა და გან სა ხილ ველ 
სა კითხთა სიღ რმე. მი უხ ედ ავ ად ამ ისა, და სახ ვე წი 
და უფ რო დე ტა ლუ რა დაა ჩა მო სა ყა ლი ბე ბე ლი 
სწავ ლე ბის ამ დო ნე ზე გა და სა ცე მი სა კითხე ბის 
ნუს ხა, გა სათ ვა ლის წი ნე ბე ლია მა თი დი დი რო­
ლიც გა ნათ ლე ბის შემ დგო მი სა ფე ხუ რე ბის გა სავ­
ლე ლად მოს წავ ლე თა სა ფუძ ვლი ან მომ ზა დე ბა­
ში, გა რე სამ ყა როს შე მეც ნე ბა ში, მა თე მა ტი კი სად მი 
მოს წავ ლე თა ინ ტე რე სე ბის გაძ ლი ერ ებ აში.

სას წავ ლო მა სა ლის შერ ჩე ვას თან ერ თად დიდ 
მნიშ ვნე ლო ბას იძ ენს სწავ ლე ბი სას მი სი სა თა ნა­
დო მე თო დი კით გა და ცე მა და და მუ შა ვე ბა, რა თა 
ის იძ ლე ოდ ეს ინ დუქ ცი ის, დე დუქ ცი ის, გან ზო გა­

დე ბის, ან ალ იზ ისა და სინ თე ზის გზით მოს წავ ლე­
თა მა ღა ლი სა აზ როვ ნო უნ არ ებ ის გან ვი თა რე ბის 
შე საძ ლებ ლო ბას და, ამ ას თა ნა ვე, ფარ თოდ უნ და  
წარ მო ად გენ დეს თე ორი ული მა სა ლის გა მო ყე ნე­
ბით ას პექ ტებ სა და მა თი და უფ ლე ბის გზებს. 

სწავ ლე ბის ეფ ექ ტი ან ობა, რო გორც წე სი, მა­
ღა ლია, რო ცა გა მო ყე ნე ბუ ლია პრობ ლე მა ზე და­
ფუძ ნე ბუ ლი სწავ ლე ბა და ის შე მოქ მე დე ბი თა დაა 
რე ალ იზ ებ ული ­ კარ გად შერ ჩე ული, ად ვი ლად 
აღ საქ მე ლი, გან მა ვი თა რე ბე ლი ამ ოც ან ებ ის დას­
მით, მა თი კლას ში სა ჯა რო გან ხილ ვი თა და გა­
დაწყვე ტით, უფ რო ზო გა დი ამ ოც ან ებ ის დას მი სა 
და მა თი გა დაწყვე ტის გზე ბის ძი ებ ით, შემ დეგ კი 
­ ზო გა დი დან ახ ალი კონ კრე ტუ ლი ამ ოც ან ებ­
ის შეს წავ ლის კენ დაბ რუ ნე ბით. ეს გუ ლის ხმობს 

ერ ოვ ნუ ლი სას წავ ლო გეგ მა ზო გად სა გან მა ნათ ლებ ლო სკო ლა ში მა თე მა ტი კის 
სწავ ლე ბის  გაძ ლი ერ ებ ულ პროგ რა მა საც წარ მოგ ვიდ გენს. ამ პროგ რა მის მიზ­
ნად მა თე მა ტი კის მრა ვა ლი მნიშ ვნე ლო ვა ნი სა კითხი სა და მე თო დის გაც ნო ბა და 
სა თა ნა დო შე მოქ მე დე ბი თი უნ არ ებ ის გან ვი თა რე ბაა და სა ხუ ლი. ეს პროგ რა მა 
არ სე ბი თად გან სხვავ დე ბა  ძი რი თა დი სას წავ ლო პროგ რა მის გან. უფ რო  მე ტიც, 
ის თა ვი სი გა დატ ვირ თუ ლო ბი სა და სა კითხთა ნა წი ლის ამ პროგ რა მის თვის შე­
უს აბ ამ ობ ის გა მო, ვერ გა და იქ ცა გაძ ლი ერ ებ ული და გაღ რმა ვე ბუ ლი სწავ ლე ბის 
რე ალ ურ და აუც ილ ებ ელ სა მოქ მე დო პროგ რა მად. ფაქ ტობ რი ვად, მოქ მე დებს 
მრა ვა ლი წლის სას წავ ლო პრაქ ტი კით ჩა მო ყა ლი ბე ბუ ლი სას წავ ლო პროგ რა მა, 
რო მე ლიც მო იც ავს ძი რი თა დი სას წავ ლო პროგ რა მის სა კითხებ სა და დი ფე რენ­
ცი ალ ური და ინ ტეგ რა ლუ რი აღ რიცხვის სო ლი დურ კურ სს, რომ ლის სა ფუძ ველ­
ზე მოს წავ ლე ები ეუფ ლე ბი ან ფუნ ქცი ათა გა მოკ ვლე ვი სა და გრა ფი კე ბის აგ ებ ის 
სტან დარ ტულ სა კითხებს. აგ რეთ ვე, მნიშ ვნე ლო ვა ნი ყუ რადღე ბა ეთ მო ბა რთუ ლი 
სა კონ კურ სო ამ ოც ან ებ ის გან ხილ ვას.
წერილში წარმოდგენილი საკითხები აქტუალურია ეროვნული სასწავლო გეგმის 
ამჟამად მიმდინარე რევიზიისას წამოჭრილი პრობლემების გადაჭრის კუთხითაც.
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აგრეთვე დასმული ამოცანების ამოსახსნელად 
სხვადასხვა საინტერესო მეთოდის მოძიებასა და 
გამოყენებას, რაც მკაფიოდ გამოავლენს ერთი 
შეხედვით დაქსაქსულ, ერთმანეთისგან განყენე­
ბულად აღქმულ ამოცანებს შორის და თავად მე­
თოდებს შორის კავშირებს, შეადარებს მათ ეფექ­
ტიანობას და გამოყენების უპირატესობას. 

აღნიშნული მიდგომის საილუსტრაციოდ ამ 
წერილში  წარმოვადგენთ ერთი ამოცანის გა­
დაწყვეტის განსხვავებულ გზებს, ამ გზების ანალ­
იზსა და სხვა ამოცანებში გამოყენების შესაძლებ­
ლობებს. 

განვიხილოთ ჯამი 

2

0

, 
n

k

k
=

∑

ანუ  02 + 12 + ... + n2.  მთელი რიცხვების კვადრატე­
ბის ეს ჯამი აღვნიშნოთ A2(n)-ით. შემდეგში თვით 
ამ მთელი რიცხვების ჯამს აღვნიშნავთ A1(n)-ით, 
საზოგადოდ, k ხარისხების ჯამს - Ak(n)-ით. A2(n)-
ის გამოსათვლელი მარტივი ფორმულის მისაღე­
ბად განვიხილოთ სხვადასხვა მეთოდი და შემდეგ 
გავაანალიზოთ ეს კვლევა.

მეთოდი 1. არასრული ინდუქციის მეთოდი. 
n-ის რამდენიმე საწყისი მნიშვნელობისთვის ვი­
პოვოთ A2(n)-ის შესაბამისი მნიშვნელობები, და­
ვაკვირდეთ მიღებულ მიმდევრობას და ვცადოთ 
რაიმე სავარაუდო კანონზომიერების აღმოჩენა. 
შემდეგ კი დავამტკიცოთ ეს შედეგი. ცხადია, ეს 
მიდგომა - არასრული ინდუქციის გზით ზოგადი 
ჰიპოთეტური დასკვნის ძიება, საკმაოდ განმავი­
თარებელი, შემოქმედებითი პროცესია. ამ მე­
თოდს ცნობილი მეცნიერებიც  აქტიურად იყენებენ 
მნიშვნელოვან სამეცნიერო კვლევებში. 

მარტივი გამოთვლებით ვღებულობთ.

n 0 1 2 3 4 5 6
A2(n) 0 1 5 14 30 55 91

ამ, და რამდენიმე მომდევნო მნიშვნელობის 
მიხედვით რაიმე კანონზომიერების აღმოჩენა თუ 
გართულდა, მივმართავთ სხვა მეთოდებს.

მეთოდი 2. დაყვანის მეთოდი. მოცემული არ­
ითმეტიკული ფუნქციის - A2(n)-ის შემთხვევაში ეს 
მეთოდი ასე მოქმედებს:

განვიხილოთ ჯამი
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ამრიგად, მივიღეთ A1(n)-ისთვის ფორმულა

( ) ( )
1

1
 .

2
n n

A n
+

=

ეს ფორმულა მოსწავლეებს შეახსენებს მათ­
თვის ცნობილი მარტივი არითმეტიკული პროგ­
რესიის წევრთა ჯამის ფორმულას:

( )1
1 2  , 

2
n n

n
+

+ +…+ =

ცხადია, ჩვენს მიზანს მისი მიღება სულაც არ 
წარმოადგენდა. თუმცა, ამ განხილვამ გვიკარნახა 
საინტერესო გზა A2(n)-ის შესასწავლად. განვიხი­
ლოთ A3(n) -  კუბების ჯამი.

( ) ( ) ( ) ( )
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ამრიგად,
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n n n
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საძიებელი ფორმულა მიღებულია! უფრო მე­
ტიც - გამოიკვეთა გზა A3(n)-ის, A4(n)-ის და სხვა ან­
ალოგიური ჯამების შესასწავლად. მოსწავლეები 
სათანადო ფორმულებს დამოუკიდებელი გან­
ხილვითაც იოლად მიიღებენ. 

ამ მეთოდის არსის გაცნობის კვალობაზე მარ­
ტივად შეიძლება სხვა ტიპის ზოგიერთი ჯამის შეს­
წავლაც. მაგალითად,  განვიხილოთ ჯამი

( )
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2 .
n

k

k

S n k
=

= ∑

ისევე, როგორც A2(n)- ის შესწავლისას, ამ შემ­
თხვევაშიც განვიხილოთ ჯამი
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(შენიშნეთ, ალბათ, აქ გამოვიყენეთ გეომეტრი­
ული პროგრესიის წევრთა ჯამის ცნობილი ფორ­
მულა). ამრიგად,

S(n) = (n + 1)2n+1 – 2n+2 + 2,
S(n) = 2n+1(n – 1) + 2.

გამოყენებულმა მეთოდმა ამჯერად უშუალოდ 
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(S(n + 1) ჯა მის გა მო ყე ნე ბის გა რე შე) გვა პოვ ნი ნა 
S(n).

მე თო დი 3. ჯა მის გა მოთ ვლა გან საზღვრუ­
ლი ინ ტეგ რა ლის გა მო ყე ნე ბით. გაძ ლი ერ ებ­
ული სწავ ლი სას მოს წავ ლე ები გა ეც ნო ბი ან გან­
საზღვრულ ინ ტეგ რალს, მის გე ომ ეტ რი ულ აზ რს 
­ [a;b] მო ნაკ ვეთ ზე გან საზღვრუ ლი, უწყვე ტი და 
არაუარყოფითი f ფუნ ქცი ის თვის ∫b

a f (x)dx წარ მო­
ად გენს მრუდ წი რუ ლი ტრა პე ცი ის ფარ თობს ­ იმ 
არ ის ფარ თობს, რო მე ლიც შე მო საზღვრუ ლია x = 
a, x = b, y = 0 და y = f (x) წი რე ბით. ∑n

k=0k
2 ჯა მი წარ­

მოგ ვიდ გენს 1 × 1; 1 × 4; 1 × 9; ..., 1 × n2 გვერ დე ბი­
ანი მარ თკუთხე დე ბის ფარ თობ თა ჯამს.

გან საზღვრუ ლი ინ ტეგ რა ლის აღ ნიშ ნუ ლი თვი­ 
სე ბის გათ ვა ლი სი ნე ბით ამ ჯა მის მი ახ ლო ებ ით 
მნიშ ვნე ლო ბად შე იძ ლე ბა მი ვიჩ ნი ოთ 

3
2

0
 

3

n nx dx =∫ . 
ცდო მი ლე ბას წარ მოგ ვიდ გენს სხვა ობა
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შე დე გად მი ვი ღებთ სა ძი ებ ელ ფორ მუ ლას ­
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n n n

+
= + − = + −

+ +
=

∫

მე თო დი 4. მა თე მა ტი კუ რი ინ დუქ ცი ის მე თო დი. 
ზე მოთ გან ხი ლულ მა პირ ველ მა მე თოდ მა შე საძ­
ლე ბე ლია A2(n)­ის თვის სა ვა რა უდო ფორ მუ ლა 
აღ მო აჩ ენ ინ ოს მოს წავ ლე ებს. ამ ის შემ დეგ ფორ­
მუ ლის დამ ტკი ცე ბას იოლ ად შევ ძლებთ მა თე მა­
ტი კუ რი ინ დუქ ცი ის მე თო დით (მას წავ ლე ბელს მი­
ეც ემა კი დევ ერ თი შე საძ ლებ ლო ბა და უბ რუნ დეს 
ამ მე თოდს და ხა ზი გა უს ვას მის მდი დარ შე საძ­

ლებ ლო ბებს). მარ თლაც, რო ცა n = 0, მა შინ და­
სამ ტკი ცე ბე ლი

( )( )2

0

1 2 1
6

n

k

n n n
k

=

+ +
=∑

ფორ მუ ლა ჭეშ მა რი ტია ­ ვღე ბუ ლობთ 0 = 0. ახ­
ლა ვი გუ ლის ხმოთ, რომ ეს ფორ მუ ლა ჭეშ მა რი­
ტია n­ის რა იმე არაუარყოფითი მთე ლი p მნიშ ვნე­
ლო ბის თვის და და ვამ ტკი ცოთ მი სი ჭეშ მა რი ტო ბა 
n = p + 1 მნიშ ვნე ლო ბის თვის. ამ რი გად, ვთქვათ, 
ჭეშ მა რი ტია ფორ მუ ლა

( )( )2

0

1 2 1
.

6

p

k

p p p
k

=

+ +
=∑

მა შინ, ამ ფორ მუ ლის გა მო ყე ნე ბით, მი ვი ღებთ:

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1
2 22 2

0 0

2

1 2 1
1   1

6

1 2 2 1 11
2 6 6 .

6 6

p p

k k

p p p
k k p p

p p pp
p p p

+

= =

+ +
= + + = + + =

+ + + ++
+ + + ==

∑ ∑

ამ რი გად, და სამ ტკი ცე ბე ლი ფორ მუ ლა ჭეშ მა­
რი ტია n = p + 1 მნიშ ვნე ლო ბის თვი საც. ეს ამ ტკი ცებს 
მის ჭეშ მა რი ტო ბას ნე ბის მი ერი არაუარყოფითი 
მთე ლის თვის.

მე თო დი 5. ჯა მის გარ დაქ მნის ერთ­ერ თი მე­
თო დი. თუ სას წავ ლო პრო ცეს ში მოს წავ ლე ები 
დაეუფლებიან ჯა მის სხვა დას ხვა სა ხით წარ მოდ­
გე ნებს, შე საძ ლე ბე ლია ამ ას და ეფ უძ ნოს A2(n)­ის 
შეს წავ ლის კი დევ ერ თი გზა. სა ხელ დობრ,

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2

0 1 1 1

2 2 2
1 2

1 1

1
2

1 1 1 1
1

2 2 2 2

n n n

k m k n m m k n m
n n

m m

m n n m
A n k k k

n n m m n n A n A n

= ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ =

= =

+ − +
= = = = =

= + + − = + + −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

(აქ გა მო ყე ნე ბუ ლი იყო ჯა მის გარ დაქ მნა ორ მა გი 
ჯა მის სა ხით და არ ით მე ტი კუ ლი პროგ რე სი ის წევ­
რთა ჯა მის ფორ მუ ლა). აქ ედ ან მარ ტი ვად მი იღ ება 
A2(n)­ის ფორ მუ ლა.

მე თო დი 6. ჯა მის გარ დაქ მნის კი დევ ერ თი მე­
თო დი. მა თე მა ტი კუ რი ინ დუქ ცი ის მე თო დის და­
უფ ლე ბის კვა ლო ბა ზე მოს წავ ლე ებს არ გა უჭ­
ირ დე ბათ  ნამ დვილ რიცხვთა  ნე ბის მი ერი (an) 
მიმ დევ რო ბის თვის შემ დე გი სა ყუ რადღე ბო ფორ­
მუ ლის დამ ტკი ცე ბა:

( )1 1
1 1

,     1. 
n n

k n k k
k k

a na k a a n+ +
= =

= + − ≥∑ ∑

ამ ფორ მუ ლის და უფ ლე ბი სა და მი სი გა მო ყე­
ნე ბის მიზ ნით ვცა დოთ A2(n)­ის თვის ფორ მუ ლის 
მი ღე ბა კი დევ ერ თი გზით. 
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თუ ამ ფორმულაში ვიგულისხმებთ, რომ ak = k2, 
მივიღებთ

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2
2

0 0

2 2
2 1

0

  ( 1) ( 1)

( 1) 2 1 ( 1) 2 .

n n

k k
n

k

A n k n n k k k

n n k k n n A n A n

= =

=

= = + + − + =

+ + − − = + − −

∑ ∑

∑

მივიღეთ წრფივი განტოლება A2(n)-ის მიმართ. 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ A1(n)-ისთვის ფორ­
მულა მარტივად მიიღება (ერთ-ერთი გზა მისი 
მიღებისა მეორე მეთოდის - დაყვანის მეთოდის 
განხილვისას იყო წარმოდგენილი), ამ წრფი­
ვი განტოლების ამოხსნით მივიღებთ საძიებელ 
ფორმულას A2(n)-ისთვის.

A2(n) ჯამის შესწავლის წარმოდგენილი ექვსი 
მეთოდის შედარებით, მათი ეფექტიანობის ხარის­
ხის ანალიზით, მოსწავლეები დაასახელებენ მათი 
აზრით ყველაზე უფრო ქმედით მეთოდს (ამ კონ­
კრეტული ამოცანისთვის). აქვე შეიძლება განვიხი­
ლოთ ამ მეთოდების ტექნიკური და ესთეტიკური 
მხარეებიც, მათი გამოყენების პერსპექტივებიც.

ამრიგად, ერთი კონკრეტული ამოცანის კვლე­
ვამ მიგვიყვანა მრავალი საყურადღებო მეთოდის 

გამოყენებამდე. ამავე გზით, არაერთი საინტე­
რესო ამოცანის კვლევამ, შეიძლება მიგვიყვანოს 
სხვადასხვა აქტუალური მეთოდის შესწავლასა და 
გამოყენებამდე. შემდეგ კი ამ ზოგადი მეთოდების 
საშუალებით შეიძლება დავუბრუნდეთ სხვა კონ­
კრეტული ამოცანების კვლევას. ასეთი მიდგომა 
გამაერთიანებელ როლსაც ასრულებს თითქოს 
სრულიად  განსხვავებული მეთოდებისთვის. მნიშ­
ვნელოვანია ასეთ განხილვათა განმავითარებე­
ლი როლიც.

წერილში განხილული საკითხები გაძლი-
ერებული სწავლების შინაარსისა და მეთოდების 
შესახებ აქტუალურია ეროვნული სასწავლო გე-
გმის ამჟამად მიმდინარე რევიზიისას წამოჭრილი 
საკითხების გადაჭრის კუთხითაც.

ლიტერატურა:

R.L. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik, Concrete 
Mathematics, Addision-Wesley, 1994.

ელ. ფოსტის მისამართი:
guramgog@gmail.com
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ამოხსნა. ვთქვათ g, h ≥ 2 ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვე­
ბია, რომ ლე ბიც აკ მა ყო ფი ლე ბენ გან ტო ლე ბას 

1 + g + g2 = 1 + h + h2 + h3.

გვექ ნე ბა h3 = (g – h)(g + h + 1). თუ p წარ მო­
ად გენს h­ის რა იმე მარ ტივ გამ ყოფს, მა შინ ის 

გა ყოფს უნ აშ თოდ g – h ან g + h + 1 რიცხვს. პირ ველ შემ თხვე ვა ში p გა ყოფს g­ს, ხო ლო მე ორე შემ­
თხვე ვა ში p გა ყოფს g + 1 რიცხვს. ვი ნა იდ ან g და g + 1 თა ნა მარ ტი ვი რიცხვე ბია, ამ იტ ომ, თუ pm გა ყოფს 
h­ს, მა შინ p3m გა ყოფს g – h ან p3m გა ყოფს g + h + 1 რიცხვს, გვექ ნე ბა წარ მოდ გე ნა h = h1h2, სა დაც h1 და 
h2 თა ნა მარ ტი ვი რიცხვე ბია და 

h3
1 = g – h, h3

2 = g + h + 1.

უკ ან ას კნე ლი ტო ლო ბე ბი დან მი ვი ღებთ, 2h1h2 = 2h = h3
2 – h3

1 – 1. ვაჩ ვე ნოთ, რომ მი ღე ბულ დი ოფ­
ან ტურ გან ტო ლე ბას არ გა აჩ ნია h1, h2 ≥ 0 სა ხის ამ ონ ახ სნე ბი. ვთქვათ fh1

(h2) = h3
2 – h3

1 – 2h1h2  – 1. თუ 0 ≤ 
h2 ≤ h1 გვექ ნე ბა fh1

(h2) ≤ – 1. გარ და ამ ისა, თუ h2 > h1, მა შინ fh1 ზრდა დი ფუნ ქციაა fh1
(h2 + 1) = h2

1 + h1 > 0 და 
fh1

 = 0
 
გან ტო ლე ბას არ გა აჩ ნია ნა ტუ რა ლუ რი ფეს ვი. 

ვთქვათ, f (x) = 1 + x + x2 და g(x) = 1 + x + x2 + x3 + x4. ორ ივე ფუნ ქცია არაუარყოფით მთელ რიცხვთა 
სიმ რავ ლე ზე მკაც რად ზრდა დი ფუნ ქცი ებია, გარ და ამ ისა გვაქ ვს შემ დე გი უტ ოლ ობ ები:

 

2 2

2 2

(4 5 1) (2 1) (4 9 4) (2 2)

(4 9 5) (4( 1) 5( 1) 1),

f n n g n f n n g n
f n n f n n

+ + < + < + + < +

< + + < + + + +

ყო ვე ლი n ≥ 1 რიცხვი სათ ვის. გვექ ნე ბა g(n) ≠ f(k) თუ n ≥ 3, k ≥ 1 ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვე ბია. სა ბო­
ლო ოდ თუ n ∈ {1,2}, მა შინ f(1) = 3 < g(1) = 5 < 7 = f(2) და g(2) = 31 = f(5). მა შა სა და მე S(3) ∩ S(5) = {31}.

ამოხსნა. ვთქვათ, x რა იმე ნამ დვი ლი რიცხვია. გან ვსაზღვროთ რიცხვე ბი ak,l = f(x + k/6 + l/7), სა დაც k 
და l არაუარყოფითი მთე ლი რიცხვე ბია. გვექ ნე ბა ტო ლო ბე ბი

ak, l+1 + ak+1, l = ak, l + ak+1, l+1.

ყო ვე ლი ნა ტუ რა ლუ რი m რიცხვი სათ ვის ზე მოთ მოყ ვა ნი ლი ტო ლო ბე ბი შევ კრი ბოთ ყვე ლა იმ k ინ­
დექ სე ბის მი მართ რომ ლე ბიც აკ მა ყო ფი ლე ბენ უტ ოლ ობ ას 0 ≤ k ≤ m – 1. მი ვი ღებთ ტო ლო ბებს:

a0, l+1 + am, l = a0, l + am, l+1.

ვთქვათ ყო ვე ლი ნა ტუ რა ლუ რი n რიცხვი­

სათ ვის S(n) აღ ნიშ ნავს ყვე ლა იმ ნა ტუ რა­

ლურ რიცხვე ბის სიმ რავ ლეს, რო მელ თა 

წარ მოდ გე ნა შე საძ ლე ბე ლია სა ხით 1 + g + g2 

+ ... + gn­1, სა დაც g ≥ 2 რა იმე ნა ტუ რა ლუ რი 

რიცხვია. 1) აჩ ვე ნეთ, რომ S(3) ∩ S(4) = ∅, 2) 

იპ ოვ ეთ S(3) ∩ S(5).

ვთქვათ, ფუნ ქცია f : R → R აკ მა ყო ფი ლებს პი რო ბებს: ა) ყო ვე ლი x ∈ R მნიშ ვნე ლო ბი სათ ვის 
| f (x) | ≤ 1; ბ) ყო ვე ლი x ∈ R მნიშ ვნე ლო ბი სათ ვის 13 1 1

( ) .
42 6 7

f x f x f x f x     + + = + + +     
     

 აჩვენეთ, 

რომ f არის პერიოდული ფუნქცია.
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amocana 3
ამოხსნა.   ვთქვათ, 1 ∈ S1. ცხა დია [α1] = 1, α1 ≠ 

1. პირ ველ რიგ ში ვაჩ ვე ნოთ, რომ S1 = {[nα1]; n∈Z+} 
და T = {[nβ – ε]; n∈Z+} სიმ რავ ლე ები ქმნი ან სრულ 
სის ტე მას, სა დაც 

1

1 1
αβ

α
=

−
  
და

  

1
1

1

(2( )) , ,

0, \ .

α
ε

α

− − = ∈= 
 ∈

aa c Q
c
R Q

roca 

roca  

ვთქვათ Ξ = {nα1, nβ – ε; n∈Z+}. საკ მა რი სია  ვაჩ­
ვე ნოთ, რომ ყო ვე ლი ნა ტუ რა ლუ რი M > 1 
რიცხვი სათ ვის  სა მარ თლი ანია ტო ლო ბა

N = card({x ∈ Ξ; x < M}) = M – 1.

შევ ნიშ ნოთ, რომ nα1 < M უტ ოლ ობა ექ ვი ვა­
ლენ ტუ რია უტ ოლ ობ ის nα1 + δ < M, სა დაც δ 
= (2c)–1 თუ α1 = a/c ∈ Q და δ = 0 თუ α∈R\Q. 
მა შა სა და მე n­ის მაქ სი მა ლუ რი მნიშ ვნე ლო ბა, 
რო ლის თვი საც nα1 < M უტ ოლ ობაა სა მარ­
თლი ანი არ ის [(M – δ) / α1]. ან ალ ოგი ურ ად nβ – ε სა ხის რიცხვე ბის რა ოდ ენ ობა , რომ ლე ბიც 
ნაკ ლე ბია M­ზე არ ის [( ) / ].M ε β+  მა შა სა და მე გვექ ნე ბა, რომ N = [(M – δ)/α1]+[(M + ε)/β]. გვაქ ვს

1 1 1

1 ,
M M Mδ δ δ

α α α
 − − −

− < < 
   

1 .
M M Mε ε ε

β β β
 + + +

− < < 
 

ამ ორი უტ ოლ ობ ის  შეკ რე ბის შე დე გად მი ვი ღებთ: M – 2 < N < M და მა შა სა და მე N = M –­1.
ვთქვათ k არ ის უმ ცი რე სი ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვი ის ეთი, რომ k ∉ S1. არ სე ბობს α2 ის ეთი, რომ 
k = [α2] = [β – ε] ≥ 2. გვაქ ვს nβ – 1 ≤ [nβ – ε] < nβ – ε, და მა შა სა და მე 

[( 1) ] [ ] ( 1) 1 1 2 ,n n n n kβ ε β ε β ε β β ε ε+ − − − < + − − + = + − ≤ + −
[( 1) ] [ ] ( 1) 1 1 1 2 .n n n n kβ ε β ε β β ε β ε ε+ − − − > + − − + = − + > − +

გვექ ნე ბა

2 2[( 1) ] [ ] [( 1) ] [ ] 1.k n n n n kβ ε β ε α α≤ + − − − = + − ≤ +

[nβ – ε] მიმ დევ რო ბის ორი მომ დევ ნო წევ რს შო რის გან სხვა ვე ბა ტო ლია [nα1] მიმ დევ რო­
ბის მომ დევ ნო წევ რებს შო რის სხვა ობ ის ის და ეს სხვა ობა ტო ლია k ან k + 1­ის.  მა შა სა და მე 
შეგ ვიძ ლია და ვას კვნათ, რომ j­ური წევ რი რო მე ლიც არ ეკ უთ ვნის S1 სიმრავლეს არ ის [nα2] 
= [jβ – ε]. გვექ ნე ბა, რომ m = 2.  თუ α1 ∈ Q, მა შინ α1 = b/d და j = d გვექ ნე ბა [jα2] > [jβ – ε], რო მე­
ლიც არ ას წო რია.

ახ ლა ვაჩ ვე ნოთ, რომ თუ α, β ∈ R\Q, α, β > 0 და   მა შინ სიმ რავ ლე ები

{ } { }[ ],[2 ],...,[ ],... , [ ],[2 ],...,[ ],...α α α β β βk k

 სა ხის რიცხვე ბის რა ოდ ენ ობა , რომ ლე ბიც 

ნა ტუ რა ლურ რიცხვთა სიმ რავ ლის S1, S2, ..., 
Sm ქვე სიმ რავ ლე ებ ის ერ თობ ლი ობ ას ვუ­
წო დოთ სრუ ლი, თუ ყო ვე ლი ნა ტუ რა ლუ­
რი რიცხვი სათ ვის არ სე ბობს ერ თა დერ­
თი Sj სიმ რავ ლე, რო მელ საც ის ეკ უთ ვნის. 
ვთქვათ, m > 1 და α1, α2, ..., αm რა იმე ფიქ­
სი რე ბუ ლი და დე ბი თი რიცხვე ბია. ყო ვე ლი 
ფიქ სი რე ბუ ლი j(1 ≤ j ≤ m) ნომ რი სათ ვის, 
ვთქვათ, Sj სიმ რავ ლე შედ გე ბა ყვე ლა [nαj] 
სა ხის რიცხვე ბი სა გან, სა დაც n ღე ბუ ლობს 
მნიშ ვნე ლო ბებს ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვთა 
სიმ რავ ლი დან ([x]­ით აღ ნიშ ნუ ლია x­ის 
მთე ლი ნა წი ლი). აჩ ვე ნეთ, რომ სიმ რავ­
ლე თა აგ ებ ული სის ტე მა სრუ ლია მხო­
ლოდ მა შინ, რო ცა m = 2, 

1 2

1 1
1

α α
+ =   და α1 

ირ აცი ონ ალ ური რიცხვია.

თუ ყო ვე ლი ნა ტუ რა ლუ რი n რიცხვი სათ ვის  მი ღე ბუ ლი ტო ლო ბებს შევ კრი ბავთ  იმ ინ დექ სე ბის მი­
მართ რომ ლე ბიც აკ მა ყო ფი ლე ბენ უტ ოლ ობ ას 0 ≤ l ≤ n – 1, მი ვი ღებთ

a0,n + am,0 = a0,0 + am,n.

 მი ღე ბულ ტო ლო ბა ში თუ ავ იღ ებთ m = 6 და n = 7 მი ვი ღებთ ტო ლო ბას 2 f (x + 1) = f (x) + f (x + 2). 
მა შა სა და მე მიმ დევ რო ბა  f (x + n) არ ით მე ტი კუ ლი პროგ რე სიაა. თუ გა ვით ვა ლის წი ნებთ  ამ ოც ან ის 
პირ ველ პი რო ბას და ვას კვნით, რომ მიმ დევ რო ბა შე მო საზღვრუ ლია. მა შა სა და მე  f (x + 1) =  f (x) ყო­
ვე ლი x რიცხვი სათ ვის.
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სრულ სის ტე მას ქმნი ან მა შინ და მხო ლოდ მა შინ, რო ცა 1 1
1.

α β
+ =

ავ ღნიშ ნოთ AN = {1, 2, ..., N}. ავ იღ ოთ მაქ სი მა ლუ რი ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვი k ის ეთი, რომ 
kα<N+1 და მაქ სი მა ლუ რი l ის ეთი, რომ lα < N + 1. გვაქ ვს  უტ ოლ ობ ები

 

1 1
, .

N N N Nk k
α α β β

   + +   ≤ ≤ ≤ ≤             
გვაქ ვს k + l = N და 

1 1
.

N N N NN
α β α β

   + +   + ≤ ≤ +            

თუ გა და ვალთ ზღვარ ზე N → ∞, მი ვი ღებთ 
1 1

1.
α β

+ =

შებ რუ ნე ბით, გვექ ნე ბა

                   

1 1 1 1 1 1
1 2 1

N N N N N NN N
α β α β α β

 + + + + + + + = + > + > + − = −     

სა იდ ან აც 1 1
,

N N N
α β

 + +  + =     
 სა ხელ დობრ  გვექ ნე ბა k + n = N.

amocana 4
ამოხსნა. ვთქვათ, k არ ის მო ცე მუ ლი წე სი ერ იმ­

რა ვალ კუთხე დის გვერ დე ბის რა ოდ ენ ობა, r მას ში 
ჩა ხა ზულ წრე წი რის რა დი უსია, ხო ლო O მი სი ცენ­
ტრი. ყო ვე ლი n ∈ Z+ ნა ტუ რა ლუ რი რიცხვი სა ვის 
S(n)­ით ავ ღნიშ ნოთ წრე წი რი, რომ ლის რა დი უსია r 
sec(π/2kn), ხო ლო ცენ ტრი ემ თხვე ვა C მრა ვალ კუთხე­
დის ცენ ტრს. შევ ნიშ ნოთ, რომ C მრა ვალ კუთხე დი 
არ ფა რავს S(n) სიმ რავ ლეს. და ვამ ტკი ცოთ ეს ფაქ ტი 
მკაც რად. ვთქვათ X(R) წარ მო ად გენს ყვე ლა იმ წრე­
წი რის ცენ ტრს რო მე ლიც მთლა ნად შე დის რო გორც 
ქვე სიმ რავ ლე C­ში და რა დი უსი ტო ლია R­ის. ცხა დია 
X(R) ამ ოზ ნე ქი ლი სიმ რავ ლეა და ეს სიმ რავ ლე O ცენ­
ტრის გარ შე მო 2π/k რა დი ან ით მობ რუ ნე ბი სას გა და­
დის თა ვის თავ ში. მა შა სა და მე ის ან ცა რი ელია ან შე­
იც ავს O ცენ ტრს. მა შა სა და მე R ≤ r.

ვთქვათ, P1,..., Pn ⊂ S(n) წერ ტილ თა ნე ბის მი ერი 
ფიქ სი რე ბუ ლი n­ეულია S(n)­დან. ვაჩ ვე ნოთ, რომ C 

და ფა რავს P1,..., Pn წერ ტი ლე ბის გან შემ დგარ სიმ რავ ლეს. ვთქვათ Q წარ­
მო ად გენს C­ს რა იმე ფიქ სი რე ბულ წერ ტილს რო მე ლიც და შო რე ბუ ლია O 
ცენ ტრი დან r sec(π/2kn) მან ძი ლით. 

თუ ჩვენ C ვაბ რუ ნებთ O ცენ ტრის გარ შე მო, Q იმ ოძ რა ვებს S(n)­ის გას­
წვრივ. რო ცა Q იმ ოძ რა ვებს წრე წი რის გას წვრივ, ზო გი ერ თი Pi წერ ტი ლი აღ­
მოჩ ნდე ბა C­ს შიგ ნით, ზო გი C­ს გა რეთ.

 შევ ნიშ ნოთ, რო მ Pi ∉ C მა შინ და მხო ლოდ მა შინ, რო ცა Q∈∪n
j=1Aj, სა დაც ყო ვე ლი Aj არ ის წრე წი­

რის რკა ლი C გა რე მხრი დან სიგ რძით π/kn. Aj რკა ლე ბი გა ნი მარ ტე ბი ან უტ ოლ ობ ებ ით

2 2 .i
j jPOQ

k k kn
π π π

≤ ≤ +

მა შა სა და მე, ∪n
j=1Aj არ ის რკა ლე ბის გა ერ თი ან ება, რო მელ თა სრუ ლი სიგ რძე არ აღ ემ ატ ება nkπ /

kn = π და ამ იტ ომ S \ ∪n
j=1Aj არ ის არ აც არი ელი. ვაბ რუ ნოთ C სა ნამ Q იმ ყო ფე ბა S \ ∪n

j=1Aj­ში. მა შინ ყო­
ვე ლი Pj ეკ უთ ვნის C­ს რი სი ჩვე ნე ბაც გვინ დო და.

ვთქვათ C მო ცე მუ ლი წე სი ერი მრა­
ვალ კუთხე დია. ნე ბის მი ერი n ნა ტუ რა­
ლუ რი რიცხვი სათ ვის სიბ რტყე ზე ააგ­
ეთ S(n) სიმ რავ ლე, რო მელ საც ექ ნე ბა 
თვი სე ბა: S(n) სიმ რავ ლის ნე ბის მი ერი 
n ელ ემ ენ ტი ანი ქვე სიმ რავ ლე შეგ ვიძ­
ლია გა დავ ფა როთ C ფი გუ რით, თუმ ცა 
S(n) სიმ რავ ლი სათ ვის არ არ სე ბობს C 
ფი გუ რით მი სი გა და ფარ ვა. (ვიტყვით, 
რომ არ სე ბობს A სიმ რავ ლის C ფი გუ­
რით გა და ფარ ვა თუ შეგ ვიძ ლია ვი პო­
ვოთ C ფი გუ რის სიბ რტყე ზე მოძ რა ობ­
ით მი სი ახ ალი მდე ბა რე ობა რომ ლის 
ქვე სიმ რავ ლეც იქ ნე ბა A სიმ რავ ლე).
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amocana 5
ამოხსნა. ვთქვათ 

M არ ის AB მო ნაკ ვე­
თის შუ აწ ერ ტი ლი. 
M წერ ტი ლი დან CD 

წრფე ზე და უშ ვათ MM' პერ პენ დი კუ ლარი, 
M' ∈ CD. ცხა დია ის წრე წი რი რომ ელიც ეხ­
ება CD წრფეს და დი ამ ეტ რია AB მო ნაკ ვე­
თი ეხ ება CD წრფეს M' წერ ტილ ში. ამ იტ ომ 

∠AMB=π/2 და MM' = AB/2. შებ რუ ნე ბით, თუ M და M' ზე მოთ აგ ებ ული წე რტი ლე ბია და სრულ დე ბა 
პი რო ბა MM' = AB/2, მა შინ წრე წი რი დი ამ ეტ რით AB ეხ ება CD წრფეს.

და უშ ვათ AB და CD წრფე ები ერ თმა ნე თის პა რა ლე ლუ რი არ არი ან. ავ ღნიშ ნოთ O = AB ∩ CD 
ვთქვათ OM = λ და ∠AOD = θ, მა შინ MM' = λsinθ და MB = MA = λsinθ. გვაქ ვს

(1 sin ) 1 sin
.

(1 sin ) 1 sin
λ θ θ
λ θ θ

+ + +
= = =

− − −
OA OM MA
OB OM MB

შებ რუ ნე ბით, ად ვი ლია ჩვე ნე ბა იმ ისა, რომ თუ 
1 sin
1 sin

θ
θ

+
=

−
OA
OB

 მა შინ MM' = MA = MB.

ვთქვათ, P წარ მო ად გენს CD მო ნაკ ვე თის შუა წე რტი ლს, PP' წრფე AB წრფის მარ თო ბია და P' ∈ AB. 

წი ნა მსჯე ლო ბე ბის გათ ვა ლის წი ნე ბით გვექ ნე ბა, რომ PP' = CD/2 ტო ლო ბა ტოლ ფა სია 
1 sin
1 sin

θ
θ

−
=

+
OC
OD

ტო ლო ბის. თა ლე სის თე ორ ემ ის თა ნახ მად გვექ ნე ბა, რომ AD და BC წრფე ები პა რა ლე ლუ რია. მე­

ორე მხრივ, PP' = CD/2 ტო ლო ბა ტოლ ფა სია იმ ისა, რომ წრე წი რი დი ამ ეტ რით CD ეხ ება AB წრფეს.

იმ შემ თხვე ვა ში, რო ცა AB და CD წრფე ები პა რა ლე ლუ რია, მა შინ | | | || ' | .
2 2

AB CDMM = =  მა შა სა­

და მე ABCD პა რა ლე ლოგ რა მია და AD პა რა ლე ლუ რია BC.

ვთქვათ ABCD ამ ოზ ნე ქი ლი ოთხკუთხე დია. 

ცნო ბი ლია, რომ წრე წი რი რომ ლის დი ამ ეტ რია 

AB  ეხ ება CD წრფეს. აჩ ვე ნეთ, რომ წრე წი რი, 

რომ ლის დი ამ ეტ რია CD  ეხ ება AB წრფეს მა შინ 

და მხო ლოდ მა შინ,  რო ცა AD და BC პა რა ლე­

ლუ რია.

ამოცანა 1. ვთქვათ, m და n ნატურალური რიცხვები ისეთია, რომ m > n ≥ 2. Sm(n) სიმბოლოთი 
ავღნიშნოთ ყველა იმ ნატურალური რიცხვის შებრუნებული რიცხის ჯამი რომლებიც m­ზე ნაკლებია 
და თანამარტივია n რიცხვთან. აჩვენეთ, რომ Sm(n) არ არის მთელი რიცხვი. 

ამოცანა 2. იპოვეთ ყველა ის რაციონალური r რიცხვი, რომლისათვისაც არსებობს სამი a, b 
და с რაციონალური რიცხვი ისეთი, რომ

a + bcos2πr + csin2πr = 0.

ამოცანა 3. სიბრტყის წერტილთა სიმრავლისათვის განსვსაზღვროთ ოპერაციას A*B 
შემდეგნაირად: თუ A ≠ B, მაშინ A*B = C, სადაც C წარმოადგენს იმ ერთადერთ წერტილს სიბრტყეზე 
რომლისთვისაც ორიენტილრებული სამკუთხედი ABC ტოლგვერდაა (ვიტყვით, რომ სამკუთხედი 
ABC ორიენტირებულია, თუ სამკუთხედის გვერდების გასწვრივ A → B → C გადასვლების 
მიმართულება ემთხვევა საათის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიართულებას); იმ შემთხვევაში, 
როცა A = B, მაშინ A*B = A. აჩვენეთ, რომ ამგვარად განსაზღვრული ოპერაცია არაკომუტაციური 
და არაასოსიაციურია და აკმაყოფილებს ტოლობას

(A*B) * (C*D) = (A*C) * (B*D).

ამოცანა 4. ვთქვათ,  a, b და c დადებითი რიცხვებია, რომლებიც არ წარმოადგენენ სამკუთხედის 
გვერდის სიგრძეებს. აჩვენეთ, რომ სამართიანია უტოლობა

 

2 2

2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ).

+ + + − + − + −

≥ + + + − + − + −

abc a b c a b c a c b b c a
a b s a b c a c b b c a

ამოცანა 4. ვთქვათ, ოთკუთხედში შესაძლებელია წრეწირის ჩახაზვა და ამასთან ოთკუთხედის 

ფართობი ტოლია abcd , სადაც a, b, c და d ოთკუთხედის გვერდებია. აჩვენეთ, რომ ოთკუთხედზე 

შესაძლებელია წრეწირის შემოხაზვა.
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ნორჩი ქართველი მათემატიკოსები
საერთაშორისო  ოლიმპიადებში

გიორგი ჭელიძე

ეროვნული ოლიმპიური ნაკრების ლიდერი, 
ასისტენტ პროფესორი, ივ. ჯავახიშვილის 

სახელობის თბილისის სახელმწიფო 
უნივერსიტეტის ზუსტ და საბუნებისმეტყველო 

მეცნიერებათა ფაკულტეტი

გივი ნადიბაიძე

ეროვნული ოლიმპიური ნაკრების  
თანალიდერი, ასისტენტ პროფესორი, 

ივ. ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის 
სახელმწიფო უნივერსიტეტის ზუსტ და 

საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტი

m
o
s
w
a
v
l
e
T
a 
T
v
i
s

2016 წლის საერთაშორისო ოლიმპიადა სასკო­
ლო მათემატიკაში ჩატარდა ქალაქ ჰონგკონგში 
ივლისის თვეში. ასპარეზობაში მონაწილე გუნდე­
ბი 6-6 მოსწავლისაგან შედგებოდა. საქართველოს 
ნაკრებს წარმოადგენდნენ: ალექსანდრე საათაშ­
ვილი (თბილისის კომაროვის სკოლა-პანსიონის 
XI კლასელი); დავით ბეჟანიშვილი (თბილისის ი. 
ვეკუას სახელობის 42-ე სკოლის XII კლასელი); 
საბა ლეფსვერიძე (თბილისის კომაროვის სკო­
ლა-პანსიონის X კლასელი); ბაკურ ცუცხაშვილი 
(ქუთაისის რაზმაძის სახელობის სკოლა-პანსიონ­
ის XII კლასელი); დავით თათოშვილი (თბილი­
სის კომაროვის სკოლა-პანსიონის XI კლასელი) 
და ელენე ყარანგოზიშვილი (თბილისის კომარო­
ვის სკოლა-პანსიონის XII კლასელი). საქართვე­
ლოს ოლიმპიური ნაკრების ფორმირება მოხდა 
ოთხი შესარჩევი ტურის შედეგების საფუძველზე. 
შესარჩევ წერებს ადმინისტრირებას უწევდა შოთა 
რუსთაველის სახელობის ეროვნული სამეცნიერო 
ფონდი. მკაცრად რეგლამენტირებულ 4-ტურიან 
წერით გამოცდებში მონაწილეობის უფლება კი 
მოიპოვეს რესპუბლიკური სასკოლო მათემატი­
კური ოლიმპიადის დასკვნითი ტურის შედეგებზე 
დაყრდნობით გამოვლენილმა 21-მა საუკეთესო 
მოსწავლემ. მათ შორის იყო თორმეტი მეთერთმე­
ტე–მეთორმეტე კლასელი და 9 მეათე კლასელი. 
შესარჩევი წერების საფუძველზე დაკომპლექტდა 
6-მოსწავლიანი ნაკრები.

ეროვნული ოლიმპიური ნაკრების დაკომ­
პლექტების შემდეგ ერთთვიანი საწვრთნელი შეკ­
რება ჩატარდა კომაროვის სკოლაში ყოველდღი­
ური 6-საათიანი მეცადინეობებით. ბოლო ეტაპზე 
კი ეროვნულმა სამეცნიერო ფონდმა უზრუნველ­
ყო ნაკრების წევრების ერთკვირიანი წვრთნები 
ბაკურიანში, სადაც მოსწავლეებს უტარდებოდათ 
სატრენინგო წერები საერთაშორისო ოლიმპიად­
ების პირობების გათვალისწინებით.

გუნდის ლიდერის, თანალიდერის და ასის­
ტენტის გარდა მოსწავლეთა მომზადებაში ასევე 
მონაწილეობდნენ გამოცდილი ყოფილი ოლიმ­
პიელები: ზაურ მეშველიანი, გიორგი გონაშვილი, 
ლერი ბანცური და გელა მაღალთაძე.

საერთაშორისო ოლიმპიადას ხელმძღვანე­
ლობს ჟიური, რომლის წევრები არიან ქვეყნების 
წარმომადგენლები. ჟიურის შეკრება ჩატარდა ქა­
ლაქ ჰონგკონგში, სადაც ჟიურიმ სხდომებზე რამ­
დენიმე ათეული ამოცანიდან (short list) შეარჩია 6 
ამოცანა, რომლებიც გადანაწილდა 3-3 ამოცანად 
და მიეცათ მოსწავლეებს ორ ტურად, ზედიზედ 
ორ დღეს.

საქართველოს ნაკრები გუნდი ქალაქ ჰონგ­
კონგში ჩავიდა 8 ივლისს. 9 ივლისს გახსნის სა­
ზეიმო ცერემონიალი შედგა, ხოლო გამოცდები 
ჩატარდა 10 და 11 ივლისს. შემდეგ დღეებში კი 
ჟიურის წევრებმა კოორდინატორებთან ერთად 
მოახდინეს ნაწერების შეფასება და ქულების შეჯა­
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მება. შედეგად ჩვენმა ხუთმა მოსწავლემ ჯილდო 
დაიმსახურა: ალექსანდრე საათაშვილმა (თბი­
ლისის კომაროვის სკოლა-პანსიონის XI კლა­
სელი) დაიმსახურა ბრინჯაოს მედალი, ხოლო 
დავით ბეჟანიშვილი (თბილისის ი. ვეკუას სახე­
ლობის 42-ე სკოლის XII კლასელი), საბა ლეფ­
სვერიძე (თბილისის კომაროვის სკოლა-პანსი­
ონის X კლასელი), ბაკურ ცუცხაშვილი (ქუთაისის 
რაზმაძის სახელობის სკოლა-პანსიონის XII კლა­
სელი) და ელენე ყარანგოზიშვილი (თბილისის 
კომაროვის სკოლა-პანსიონის XII კლასელი) და­
ჯილდოვდნენ საპატიო სიგელებით. ვუსურვოთ 
ჩვენს ნორჩ ოლიმპიელებს შემდგომი წარმატე­
ბები.

ქვემოთ მოვიყვანთ იმ ამოცანებს, რომლებიც 
მიეცათ მოსწავლეებს წერებზე:

ამოცანა 1. სამკუთხედ BCF-ში კუთხე B მარ­
თია. ვთქვათ A არის წერტილი CF წრფეზე ისეთი, 
რომ FA = FB და F ძევს A და C-ს შორის. D წერ­
ტილი შერჩეულია ისე, რომ DA = DC და AC არ­
ის ∠DAB კუთხის ბისექტრისა. E წერტილი შერჩე­
ულია ისე, რომ EA = ED და AD არის ∠EAC კუთხის 
ბისექტრისა. ვთქვათ M არის CF-ის შუაწერტილი. 
ვთქვათ X არის ისეთი წერტილი, რომ AMXE პა­
რალელოგრამია (AM||EX და AE||MX). დაამტკი­
ცეთ, რომ BD, FX და ME წრფეები იკვეთება ერთ 
წერტილში.

ამოხსნა: ამოცანის პირობიდან ადვილად ვღე­
ბულობთ შემდეგი კუთხეების ტოლობას, რომლე­
ბიც ნახაზზე θ-ია აღნიშნული. გვაქვს ΔABC ~ ΔACD 
მაშინ AB AF

AC AD
=  რადგანაც

∠BAC = θ = ∠FAD, ვღებულობთ ΔABC ~ ΔAFD. მა­
შინ ∠AFD =∠ABC = 90° + θ = 180° ‒ ∠AED/2. ამ­
რიგად F არის წრეწირზე, რომლის ცენტრია E და 
რადიუსია EA ანუ EF = EA = ED და ∠EFA = ∠AED 
= 2θ = ∠BFC. ამრიგად B, F და E წერტილები ერთ 
წრფეზე მდებარეობენ. ასევე ∠EDA = ∠MAD და 
ამიტომ ED||AM. ე.ი. E, D და X ასევე კოლინე­
არულია. რადგანაც M არის CF-ის შუაწერტილი 

და ∠CBF = 90°, ვღებულობთ MF = MB ვინაიდან 
∠EFA = ∠MFB და AF = BF ამიტომ EFA და MFB 
ტოლფერდა სამკუთხედები ერთმანეთის ტოლია. 
ე.ი. BM = AE = XM და BE = BF + FE = AF + FM = 
EX. ამრიგად EMB და EMX სამკუთხედები ტოლია. 
რადგანაც F და D შესაბამისად ძევს EB და EX-ზე 
და EF = ED ამიტომ BD და XF სიმეტრიულები არი­
ან EM-ის მიმართ. აქედან კი ვღებულობთ, რომ 
BD, FX და ME წრფეები იკვეთება ერთ წერტილში. 
რისი დამტკიცებაც გვინდოდა.

ამოცანა 2. იპოვეთ ყველა მთელი დადებითი 
რიცხვი n, რომლისთვისაც n × n დაფის თითოეულ 
უჯრაში შეგვიძლია ჩავწეროთ I, M და O ასოები 
ისე, რომ თითოეულ უჯრაში ეწეროს ერთი ასო 
და:

•	 ყოველ სტრიქონში და ყოველ სვეტში, 
ზუსტად მესამედი იყოს ასო I, ზუსტად მე­
სამედი იყოს ასო M და ზუსტად მესამედი 
იყოს ასო O; და

•	 ყოველ დიაგონალში, რომლის უჯრების 
რაოდენობაც სამის ჯერადია, ზუსტად მე­
სამედი იყოს ასო I, ზუსტად მესამედი იყოს 
ასო M და ზუსტად მესამედი იყოს ასო O.

შენიშვნა: თუ n × n-ზე დაფის სტრიქონებსა 
და სვეტებს გადავნომრავთ ბუნებრივი რიგით 
რიცხვებით 1, 2,..., n, მაშინ თითოეულ უჯრას შეეს­
აბამება დადებით მთელ რიცხვთა (i, j) წყვილი, 1 ≤ 
i, j ≤ n. როცა n > 1 დაფას გააჩნია 4n ‒ 2 ცალი ორი 
ტიპის დიაგონალი. პირველი ტიპის დიაგონალი 
შედგება ყველა იმ (i, j) უჯრისგან, რომელთათ­
ვისაც i + j მუდმივი სიდიდეა, ხოლო მეორე ტი­
პის დიაგონალი შედგება ყველა იმ (i, j) უჯრისგან, 
რომელთათვისაც i ‒ j მუდმივი სიდიდეა.

ამოხსნა: მოვიყვანოთ ცხრილის სასურველი 
შევსების მაგალითი როცა n = 9:

როცა n = 9m ჩვენ შეგვიძლია დავყოთ n × n და­
ფა m × m ბლოკებად და თითოეულ ბლოკში გა­
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მოვიყენოთ ზემოთ მოყვანილი კონსტრუქცია.
ვთქვათ ახლა n × n დაფა აკმაყოფილებს ამ­

ოცანის პირობებს, ანუ შესაძლებელია მისი შევსე­
ბა ისე, როგორც ამოცანის პირობაშია მოცემული. 
ცხადია n იყოფა 3-ზე ანუ n = 3k. დავყოთ n×n ცხრი­
ლი k×k ბლოკებად, ანუ თითოეული ბლოკი 3×3 
ცხრილისგან შედგება. დავარქვათ 3×3 ცხრილის 
ყოველ ცენტრალურ უჯრას კარგი და დავარქვათ 
სტრიქონს, სვეტს და დიაგონალს კარგი თუ ის შე­
იცავს კარგ უჯრას. ახლა დავთვალოთ (L, c) და­
ლაგებულ წყვილთა რაოდენობა, აღვნიშნოთ იგი 
N-ით,სადაც L არის კარგი წრფე, ხოლო c არის L 
წრფის უჯრა რომელშიც წერია ასო M. დავთვა­
ლოთ N სიდიდე ორნაირად. ერთის მხრივ, ამოც­
ანის პირობის ძალით ყოველ კარგ სტრიქონში 
და ყოველ კარგ სვეტში გვაქვს ზუსტად k ცალი M. 
პირველი ტიპის კარგ დიაგონალებში M-ების სა­
ერთო რაოდენობაა 1 + 2 + ... + (k ‒ 1) + k + (k ‒ 1) 
+ ... + 2 + 1 = k 2. ცხადია მეორე ტიპის კარგ დიაგ­
ონალებშიც M-ების საერთო რაოდენობაა იქნება 
k 2. ვინაიდან სულ გვაქვს ზუსტად k ცალი კარგი 
სტრიქონი და ზუსტად k ცალი კარგი სვეტი ამიტომ 
ვღებულობთ რომ N = 4 k 2. მეორეს მხრივ, მთელ 
დაფაზე M-ის საერთო რაოდენობა არის 3 k 2. შევ­
ნიშნოთ, რომ ყოველი ასეთი უჯრა ეკუთვნის ზუს­
ტად 1 ან 4 კარგ ხაზს. ე. ი. გვაქვს N ≡ 3k 2(mod3). 
ანუ 4k 2 ≡ 3k 2(mod3). საიდანაც ვღებულობთ, რომ k 
იყოფა 3-ზე, ანუ n = 9m . ამოცანის ამოხსნა დასრუ­
ლებულია.

პასუხი: 9-ის ჯერადი ნებისმიერი მთელი დადე­
ბითი რიცხვი.

ამოცანა 3. ვთქვათ P = A1A2 ... Ak სიბრტყეზე 
მდებარე ამოზნექილი მრავალკუთხედია. ცნო­
ბილია, რომ A1A2 ... Ak წვეროები მდებარეობენ 
ერთ წრეწირზე და მათი კოორდინატები მთელი 
რიცხვებია. ვთქვათ S არის P-ს ფართობი. მოცე­
მულია მთელი დადებითი კენტი რიცხვი n ისეთი, 
რომ P-ს ყოველი გვერდის სიგრძის კვადრატი 
მთელი რიცხვია, რომელიც იყოფა n-ზე. დაამტკი­
ცეთ, რომ 2S არის მთელი რიცხვი, რომელიც იყ­
ოფა n-ზე.

ამოხსნა: გავიხსენოთ პიკის ფორმულა, რო­
მელიც მდგომარეობს შემდეგში: თუ საკოორ­
დინატო სიბრტყეზე მოცემული გვაქვს მარტივი 
მრავალკუთხედი, რომლის ყოველი წვეროს კო­
ორდინატები მთელი რიცხვებია, მაშინ მისი ფარ­
თობი გამოისახება შემდეგნაირად 1

2
BS I= + − , სა­

დაც I არის იმ წერტილთა რაოდენობა რომლის 
ორივე კოორდინატი მთელი რიცხვია და წარმო­
ადგენენ მრავალკუთხედის შიგა წერტილებს, ხო­
ლო B არის იმ წერტილთა რაოდენობა, რომლის 
ორივე კოორდინატი მთელია და იმყოფებიან 
პოლიგონის საზღვარზე. ამ ფორმულის გამოყე­

ნებით ვღებულობთ, რომ 2S მთელი რიცხვია. ახ­
ლა დავამტკიცოთ, რომ 2S იყოფა n-ზე. ცხადია 
საკმარისია განვიხილოთ შემთხვევა n = pt, სადაც 
p მარტივი რიცხვია და t ≥ 1. ადვილი საჩვენებე­
ლია, რომ თუ წრეწირში ჩახაზულია სამკუთხედი, 
რომლის წვეროს კოორდინატები რაციონალური 
რიცხვებია, მაშინ წრეწირის ცენტრის კოორდინა­
ტებიც რაციონალური რიცხვები იქნება. ამრიგად, 
ყველა კოორდინატის ერთსა და იმავე მთელ 
რიცხვზე გამრავლებით შეგვიძლია მივაღწიოთ 
იმას, რომ წრეწირის O ცენტრის კოორდინატე­
ბი მთელი რიცხვები იყოს, რომელიც შეგვიძლია 
დავძრათ კოორდინატთა სათავეში. (ამ გარდაქ­
მნით მრავალკუთხედის როგორც ფართობი ას­
ევე თითოეული გვერდის სიგრძის კვადრატი იზ­
რდება m2-ჯერ, სადაც m რაღაც მთელი რიცხვია, 
ასე რომ თუ დავამტკიცებთ წინადადებას ასეთი 
გარდაქმნით მიღებული მრავალკუთხედისთვის, 
მაშინ წინადადება მართებული იქნება აგრეთვე 
თავდაპირველი მრავალკუთხედისთვისაც). შეგ­
ვიძლია ვიგულისხმოთ არსებობს ისეთი i, რომ xi 
და yi ორივე ერთდროულად არ იყოფა pp-ზე. (თუ 
ყოველი i-თვის xi და yi ორივე ერთდროულად 
იყოფა p-ზე, მაშინ გავყოთ ყოველი კოორდინა­
ტი p-ზე, ამით კვლავ გვერდის სიგრძის კვადრატი 
და ფართობი შემცირდება p2-ჯერ, და თუ წინადა­
დებას დავამტკიცებთ შეკუმშული მრავალკუთხე­
დისთვის, მაშინ ის მართებული იქნება თავდაპირ­
ველი მრავალკუთხედისთვისაც). დავამტკიცოთ 
ორი ლემა.

ლემა1. ვთქვათ ABC სამკუთხედის წვეროს კო­
ორდინატები მთელი რიცხვებია, ხოლო ფართო­
ბი არის S. ვთქვათ n|AB2 და n|BC2. მაშინ n|2S მაშინ 
და მხოლოდ მაშინ როცა n|AC 2.

დამტკიცება: გვაქვს 2S = | AB


× BC


| და AC 2 = 
AC


· AC


 = ( AB


+ BC


) · ( AB


+ BC


) = AB2+BC 2 ‒ 2
BA


· BC


≡ ‒2 BA


· BC


(modn)
აქ × და · ოპერაციები აღნიშნავენ შესაბამისად 

ვექტორთა ვექტორულ და სკალარულ ნამრავ­
ლებს. განსაზღვრების თანახმად 

| AB


× BC


|2 + | BA


· BC


|2 = | AB


|2| BC


|2sin2∠ABC +
| BA


|2| BC


|2cos2∠ABC.

ამიტომ 

| AB


× BC


|2 + | BA


· BC


|2 = AB2BC2 ≡ 0(modn2),

რის შემდეგაც ლემა1 ცხადია.
ლემა 2. ვთქვათ Δ აღნიშნავს Ai‒1AiAi+1 სამ­

კუთხედის ფართობის გაორკეცებულ ნამრავლს, 
ხოლო i ისეთია, რომლისთვისაც xi და yi ერ­
თდროულად არ იყოფა p-ზე. მაშინ pt ყოფს Δ-ს.

დამტკიცება: დავუშვათ წინააღმდეგობა და pt 
არ ყოფს Δ-ს. შევნიშნოთ რომ O არის შუამართო­



83

საბოლოო

ბების გადაკვეთის წერტილი, რომელიც აკმაყო­
ფილებს შემდეგ განტოლებათა სისტემას 

2
1 1

2
1 1

1
2 .
1
2

i i i i i

i i i i i

A A AO A A

A A AO A A

+ +

− −

 ⋅ =

 ⋅ =


 

 

ვთქვათ ( )1 1 1,t tA A a b+ =


, ( )1 2 2,t tA A a b− =


, 2
1

1
2 i iA A c+ =  

და 2
1

1
2 i iA A d− = . მაშინ 1 2 2 1a b a b∆ = − -ს, ხოლო 

1 2
i

da ca
x

−
=

∆
 და 1 2

i

da ca
y

−
=

∆
. ამ ფორმულები­

დან ცხადია, რომ თუ pt არ ყოფს 1 2 2 1a b a b∆ = −
-ს,მაშინ xi, yi იყოფა p-ზე, ანუ ვღებულობთ წინა­
აღმდეგობას. ლემა 2 დამტკიცებულია.

დავუბრუნდეთ ამოცანის ამოხსნას. განვიხი­
ლოთ ისეთი i, რომ xi და yi ორივე ერთდროულ­
ად არ იყოფა p-ზე. ლემა 2-ის გამო Ai‒1AiAi+1 სამ­
კუთხედის ფართობის გაორკეცებულ ნამრავლი 
იყოფა n = pt-ზე. მოვაშოროთ წვერო Ai. მივიღებთ 
k ‒ 1 კუთხა მრავალკუთხედს. ლემა 1-ის ძალით 
Ai‒1Ai+1 გვერდის სიგრძის კვადრატიც იყოფა n-ზე. 
ანუ კვლავ სრულდება ამოცანის ყველა პირობა. 
მარტივი ინდუქციის გამოყენებით ამოცანის ამოხ­
სნა დასრულებულია.

ამოცანა 4. დადებით მთელ რიცხვთა სიმრავ­
ლეს ეწოდება კარგი თუ ის შეიცავს ორ ელემ­
ენტს მაინც და ამ სიმრავლის ყოველ ელემენტს 
აქვს საერთო მარტივი გამყოფი ერთ სხვა ელემ­
ენტთან მაინც მოცემული სიმრავლიდან. ვთქვათ 
P(n) = n2 + n + 1. იპოვეთ უმცირესი მთელი და­
დებითი რიცხვი b, რომლისთვისაც არსებობს 
არაუარყოფითი მთელი რიცხვი a ისეთი, რომ 
{P(a+1}, P(a+2), ..., P(a+b)} არის კარგი სიმრავლე.

ამოხსნა: ადვილი შესამოწმებელია, რომ ად­
გლილი აქვს შემდეგ ფაქტებს:

1. gcd(P(n), P(n + 1)) = 1 ყოველი n-თვის;
2. gcd(P(n), P(n + 2)) = 1 როცა n  2(mod7);
3. gcd(P(n), P(n + 2)) = 7 როცა n ≡ 2(mod7);
4. gcd(P(n), P(n + 3)) = 1 როცა n  1(mod3);
5. 3|gcd(P(n), P(n + 3)) როცა n ≡ 1(mod3).

ვთქვათ არსებობს ხუთ ელემენტიანი კარგი 
სიმრავლე {P(a), P(a + 1), P(a + 2), P(a + 3), P(a + 4)}. 
ფაქტი1-ის გამო P(a + 2) არის თანამარტივი P(a + 
1)-თან და P(a + 3)-თან.

ვთქვათ gcd(P(a), P(a + 2)) > 1. ფაქტი 3-ის გა­
მო a ≡ 2(mod7); ფაქტი 2-დან გვაქვს, gcd(P(a + 1), 
P(a + 3)) = 1. ვინაიდან სიმრავლე უნდა იყოს კარ­
გი ამიტომ gcd(P(a), P(a + 3)) და gcd(P(a + 1), P(a 
+ 4)) უნდა იყოს მეტი 1-ზე. ფაქტი 4 და 5-ის გამო 

ეს სრულდება მხოლოდ მაშინ, როცა a და a + 1 
≡ 1(mod3), რაც ცხადია შეუძლებელია. ვთქვათ ახ­
ლა gcd(P(a), P(a + 2)) = 1. მაშინ ფაქტი 1-ის გა­
მო P(a + 2) შეიძლება არ იყოს თანამარტივი მხო­
ლოდ P(a + 4)-თან. ე.ი. 3-დან გვაქვს a ≡ 0(mod7). 
ისევ 3-ის გამო gcd(P(a + 1), P(a + 3)) = 1 ამიტომ 
უნდა გვქონდეს gcd(P(a + 1), P(a + 4)) > 1, რაც 4 და 
5-ის გამო გვაძლევს a ≡ 0(mod3). მაშინ ისევ 4 და 
5 ის გამო gcd(P(a), P(a + 3)) = 1 და ვღებულობთ, 
რომ P(a + 3) თანამარტივია {P(a), P(a + 1), P(a + 
2), P(a + 4)} სიმრავლის თითოეულ ელემენტთან. 
ამრიგად ვაჩვენეთ, რომ არ არსებობს ხუთ ელემ­
ენტიანი კარგი სიმრავლე, ანუ b ≥ 6.

იმისათვის, რომ ავაგოთ 6 ელემენტიანი კარგი 
სიმრავლე, გამოვიყენოთ ჩინური თეორემა ნაშ­
თების შესახებ, რომლის საშუალებითაც ვიპოვოთ 
შემდეგი სისტემის

( )
( )
( )

7 mod19

1 2 mod 7

2 1 mod3

a

a

a

≡


+ ≡
 + ≡

ერთ-ერთი ამონახსენი, მაგალითად a = 197. 
ფაქტი 3-ის გამო P(a + 1) და P(a + 3) იყოფა 7-ზე. 
ფაქტი 5-დან, P(a + 2) და P(a + 5) იყოფა 3-ზე. რად­
განაც 19|P(7) = 57 და 19|P(11) = 133 ადვილია იმის 
შემოწმება, რომ 19|P(a) = P(190 + 7) და 19|P(a + 4) 
= P(190 + 11). ე.ი. {P(a), P(a + 1), P(a + 2), P(a + 3), 
P(a + 4), P(a + 5)} არის კარგი სიმრავლე. ამოცანის 
ამოხსნა დასრულებულია.

პასუხი: b = 6.
ამოცანა 5. დაფაზე წერია განტოლება

(x ‒ 1)(x ‒ 2) ... (x ‒ 2016) = (x ‒ 1)(x ‒ 2) ... (x ‒ 2016),

რომელშიც ტოლობის თითოეულ მხარეს 2016 
ცალი წრფივი მამრავლია. იპოვეთ k-ს უმცირესი 
შესაძლო მნიშვნელობა, რომლისთვისაც შეგვიძ­
ლია წავშალოთ ზუსტად k ცალი წრფივი მამრავ­
ლი ამ 4032 ცალი წრფივი მამრავლიდან ისე, რომ 
ტოლობის თითოეულ მხარეს დაგვრჩეს ერთი მა­
ინც წრფივი მამრავლი და მიღებულ განტოლებას 
არ ჰქონდეს ნამდვილი ამონახსნი.

ამოხსნა: ვთქვათ წავშალეთ 2016-ზე ნაკლები 
საერთო მამრავლი. ვინაიდან ტოლობის ორივე 
მხარეს წერია 2016 ცალი საერთო მამრავლი, ამ­
იტომ იარსებებს ერთი მაინც საერთო მამრავლი (x 
‒ i), რომელიც განტოლების ორივე მხარეს წერია. 
მაშინ ცხადია x = i იქნება განტოლების ნამდვილი 
ფესვი. ამრიგად ვღებულობთ, რომ k ≥ 2016. ვაჩ­
ვენოთ, რომ k = 2016. ამისათვის განტოლების 
მარცხენა მხარეში წავშალოთ ყველა მამრავლი 



84

საბოლოო

(x ‒ k), სადაც k ≡ 2, 3(mod4), ხოლო მარჯვენა მხა­
რეში ყველა მამრავლი (x ‒ k), სადაც k ≡ 0,1(mod4). 
დავამტკიცოთ, რომ მიღებულ

∏503
j=0 (x ‒ 4j ‒ 1)(x ‒ 4j ‒ 4) =

	         ∏503
j=0 (x ‒ 4j ‒ 2)(x ‒ 4j ‒ 3) 	

(*)

განტოლებას არ აქვს ნამდვილი ფესვი. x-ის 
შესაძლო მნიშვნელობები დავყოთ 4 ტიპად:

1) x = 1, 2, ..., 2016.
ამ შემთხვევაში (*) ის ერთ-ერთი მხარე ნულია, 

ხოლო მეორე არა. ე.ი. არც ერთი ასეთი x არ წარ­
მოადგენს (*)-ის ამონახსნს.

2) 4k + 1 < x < 4k + 2 ან 4k + 3 < x < 4k + 4 რომე­
ლიმე k = 0, 1,..., 503.

როცა k = 0, 1,..., 503 და j ≠ k, ნამრავლი (x ‒ 
4j ‒ 1)(x ‒ 4j ‒ 4) დადებითია, ხოლო როცა j = k 
ნამრავლი (x ‒ 4j ‒ 1)(x ‒ 4j ‒ 4) უარყოფითია. 
ეს ნიშნავს, რომ (*) მარცხენა მხარე უარყოფითი 
რიცხვია. მეორეს მხრივ ტოლობის მარჯვენა მხა­
რის ყოველი მამრავლი (x ‒ 4j ‒ 2)(x ‒ 4j ‒ 3) და­
დებითია. ანუ არცერთი ასეთი x არ წარმოადგენს 
(*)-ის ამონახსნს.

3) x < 1 ან x > 2016 ან 4k < x < 4k + 1 რომელიმე 
k = 0, 1,..., 503. (*) განტოლება გადავწეროთ შემ­
დეგნაირად

( )( )
( )( ) ( )( )

503 503
0 0

4 1 4 4 2
1 1

4 2 4 3 4 2 4 3j j

x j x j
x j x j x j x j= =

 − − − −
= ∏ = ∏ −  − − − − − − − − 

.

შევნიშნოთ, რომ (x ‒ 4j ‒ 2)(x ‒ 4j ‒ 3) > 2, რო­
ცა 0 ≤ j ≤ 503. ამრიგად, ყოველი თანამამრავლი 

( )( )
2

1
4 2 4 3x j x j

−
− − − −  მკაცრად ნაკლებია 1-ზე. 

ეს კი ნიშნავს, რომ ამ შემთხვევაშიც არცერთი x არ 
წარმოადგენს (*)-ის ამონახსნს.

4) 4k + 2 < x < 4k + 3 რომელიმე k = 0, 1,..., 503. ამ 
შემთხვევაში გადავწეროთ (*) შემდეგნაირად

( )( )
( )( )

( )( )

503

0

503

0

4 4 11 2016
1

2 2015 4 1 4 2

1 2016 2
1

2 2015 4 1 4 2

j

j

x j x jx x
x x x j x j

x x
x x x j x j

=

=

− − −− −
= ⋅ ⋅ =

− − − + − −

 − −
= ⋅ ⋅ +  − − − + − − 

∏

∏

ცხადია 1
2

x
x

−
−

 და 2016
2015

x
x

−
−

 ორივე მკაცრად მეტია 
1-ზე. ასევე ცხადია, რომ თუ x ეკუთვნის მითითე­
ბულ ინტერვალს , მაშინ ყოველი თანამამრავლი 

( )( )
2

1
4 1 4 2x j x j

 
+  − + − − 

 მკაცრად მეტია 1-ზე, ანუ 

მთლიანად მარჯვენა მხარე მკაცრად მეტია 1-ზე. 
ე.ი. ამ შემთხვევაშიც არ გვაქვს (*) განტოლების ამ­
ონახსენი. ამრიგად ვაჩვენეთ, რომ k = 2016.

პასუხი: 2016
ამოცანა 6. სიბრტყეზე მოცემულია n ≥ 2 ცალი 

წრფის მონაკვეთი ისე, რომ ყოველი ორი მონაკ­
ვეთი იკვეთება მათ შიგა წერტილში და არც ერთ 
სამ მონაკვეთს საერთო წერტილი არ აქვს. საბა 
ირჩევს ყოველი მონაკვეთის ერთ-ერთ ბოლოს 
და სვამს იქ ბაყაყს სახით მონაკვეთის მეორე ბო­
ლოსკენ. შემდეგ ის n ‒ 1-ჯერ ურტყამს ხელის 
გულებს ერთმანეთს, ანუ n ‒ 1-ჯერ უკრავს ტაშს. 
ყოველი ტაშის შემდეგ ყოველი ბაყაყი მაშინვე 
ხტება წინ მისი მონაკვეთის უახლოეს გადაკვეთის 
წერტილზე. ბაყაყები არასდროს იცვლიან ხტომის 
მიმართულებას. საბას სურს განალაგოს ბაყაყები 
ისე, რომ არც ერთი ორი მათგანი არასდროს არ 
მოხვდეს გადაკვეთის წერტილში ერთდროულ­
ად.

ა) დაამტკიცეთ, რომ საბა ყოველთვის განა­
ხორციელებს თავის სურვილს თუ n კენტია.

ბ) დაამტკიცეთ, რომ საბა ვერასდროს განა­
ხორციელებს თავის სურვილს, თუ n ლუწია.

ამოხსნა: განვიხილოთ წრე, რომელიც შეიც­
ავს ყველა სეგმენტს. გადავნომროთ მონაკვეთები 
ნებისმიერად და აღვნიშნოთ k-ური მონაკვეთის 
შემცველი წრფე lk-თი და ვთქვათ Ak და Bk არის ამ 
წრფისა და წრეწირის გადაკვეთის წერტილები.

ა) ვთქვათ n კენტია. დავიწყოთ მოძრაობა 
წრეწირის გასწვრივ (მაგალითად საათის ისრის 
მოძრაობის მიმართულებით) და წრფეებისა და 
წრეწირის გადაკვეთის წერტილებზე დავსვათ მო­
ნაცვლეობით „+“ და „‒“ ნიშნები. ვინაიდან ყოვე­
ლი მონაკვეთი ერთმანეთს კვეთს წრეწირის შიგ­
ნით, ამიტომ Ak და Bk წერტილებს შორის (lk წრფის 
ცალ მხარეს) არის ზუსტად n ‒ 1 ცალი გადაკვეთის 
წერტილი, ანუ ლუწი რაოდენობა. ეს ნიშნავს, რომ 
თუ Ak წერტილზე წერია „+“ მაშინ Bk-ზე წერია „‒“, 
და თუ Ak-ზე წერია „‒“, მაშინ Bk -ზე წერია „+“. ვაჩ­
ვენოთ, რომ თუ საბამ ყოველ მონაკვეთზე დასვა 
ბაყაყი მის იმ ბოლოზე, რომელიც უფრო ახლოსაა 
„+“ ნიშანთან, მაშინ ბაყაყები რომლებიც იმყოფე­
ბიან li და lj წრფეებზეარასდროს შეხვდებიან ერ­
თმანეთს, ყოველი i, j წყვილისთვის. ამით ა) პუნ­
ქტი დამტკიცებული იქნება. ცხადია, ზოგადობის 
შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ბა­
ყაყები იმყოფებიან და იწყებენ ხტუნვას წრეწირზე 
მდებარე Ai და Aj წერტილებიდან. ვთქვათ li და lj 
წრფეების გადაკვეთის წერტილია P. ამრიგად უნ­
და ვაჩვენოთ, რომ ეს ორი ბაყაყი ერთდროულ­
ად ვერ მოხვდება P წერტილში. შევნიშნოთ, რომ 
arcAiAj რკალზე გვაქვს კენტი რაოდენობის გადაკ­
ვეთის წერტილები (arcAi Aj აღნიშნავს იმ რკალს, 
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რომლის სიგრძეც ნაკლებია ნახევარწრეწირის 
სიგრძეზე). ასევე შევნიშნოთ, რომ arcAi Aj რკალ­
ში მდებარე ყოველი წერტილი ეკუთვნის წრფეს, 
რომელიც კვეთს მხოლოდ ერთ სეგმენტს Ai P და 
Aj P სეგმენტებიდან. დანარჩენი წრფეებისთვის კი 
გვაქვს შემდეგი: ისინი ან არ კვეთენ არც Ai P და 
არც Aj P სეგმენტებს, ან კვეთენ ორივე მათგანს. 
ამრიგად, Ai P და Aj P სეგმენტებთან წრფეების გა­
დაკვეთის წერტილთა საერთო რაოდენობა არის 
კენტი. ახლა, თუ დავუშვებთ, რომ Ai და Aj ბოლო­
ებზე მყოფი ბაყაყები ერთდროულად მოხვდებიან 
P წერტილზე, მივიღებთ რომ ეს რაოდენობა არის 
ლუწი, ანუ წინააღმდეგობას. ამით ა) -ს დამტკიცე­
ბა დასრულდება.

დავუშვათ, რომ Ai და Aj წერტილებზე მჯდომი 
ბაყაყები ერთდროულად მოხვდნენ P წერტილში. 
ეს ნიშნავს, რომ მათ უნდა გააკეთეს ერთი და იგ­
ივე რაოდენობის გადახტომა სანამ მიაღწევენ P 
წერტილს. ეს კი ნიშნავს, რომ Ai P და Aj P სეგმენ­
ტებზე გვაქვს თანაბარი რაოდენობის გადაკვეთის 
წერტილები (P-ს გარდა), ანუ ლუწი რაოდენობა. 
ა)-ს დამტკიცება დასრულებულია.

ბ) ვთქვათ n ლუწია. განვიხილოთ ბაყაყების 
ნებისმიერი განლაგება მონაკვეთის ბოლოებზე. 
განვიხილოთ წრეწირისა და წრფის გადაკვეთის 
ის წერტილი რომელიც უფრო ახლოსაა ბაყაყ­
თან და დავსვათ იქ „+“ ნიშანი. შესაბამისად წრფი­
სა და წრეწირის მეორე გადაკვეთის წერტილზე 
დავსვათ „‒“ ნიშანი. ვინაიდან n ლუწია, ამიტომ 
მოიძებნება ორი მეზობელი წერტილი წრეწირზე, 
ვთქვათ Ai და Aj, რომლებზეც მონიშნულია „+“ ნი­
შანი. ვთქვათ კვლავ P აღნიშნავს Ai Bi და Aj Bj მო­
ნაკვეთის გადაკვეთის წერტილებს. ცხადია, რომ 
თუ წრფე კვეთს Ai P და Aj P სეგმენტებიდან ერთ-
ერთს, მაშინ ის კვეთს მეორესაც. ამრიგად Ai P და 
Aj P მონაკვეთზე მდებარე გადაკვეთის წერტილე­
ბის რაოდენობა ერთი და იგივეა. ეს კი ნიშნავს, 
რომ li და lj წრფეებზე მყოფი ბაყაყები ერთდრო­
ულად მოხვდებიან P წერტილში. ბ)-ს დამტკიცება 
დასრულებულია.

ავტორების ელექტრონული მისამართები:
giorgi.chelidze@tsu.ge
givi.nadibaidze@tsu.ge
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„გმად­ლობთ
პრო­ფე­სო­რო“ – 2016

ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა 
ფაკულტეტზე უკვე ტრადიციად იქცა კურსდამთავ­
რებულთა გამოსაშვები ღონისძიება „გმადლობთ 
პროფესორო“, რომელიც დატვირთული სასწავ­
ლო წლის ბოლო ტარდება. ვინაიდან 2016 წელი 
იუნესკოს მიერ რუსთაველის საიუბილეო წელიწა­
დად იყო გამოცხადებული, სტუდენტთა ღირშესა­
ნიშნავ მიღწევებს ლაიტმოტივად გასდევდა „ვეფ­
ხისტყაოსნის“ აფორიზმები.

საღამოს უძღვებოდნენ კომპიუტერულ მეცნიე­
რებათა დეპარტამენტის სტუდენტი ირინა ებანოი­
ძე და ფიზიკის დეპარტამენტის სტუდენტი ირაკლი 
მანთიძე.

სცენაზე მისალმებებითა და საკონცერტო ნომ­
რებით ერთმანეთს ენაცვლებოდნენ ზუსტ და სა­
ბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტის 
სხვადასხვა დეპარტამენტის წარმომადგენლები.

მაყურებლის წინაშე პირველი წარსდგა ბიო­
ლოგიის დეპარტამენტი, რომელიც წარჩინებული 
სტუდენტების რაოდენობით პირველ ადგილზეა 
ფაკულტეტზე. გამოყენებითი ბიომეცნიერებებისა 
და ბიოტექნოლოგიის საბაკალავრო პროგრა­
მის წარჩინებული სტუდენტი ნათია ტეფნაძე გან­
საკუთრებით შეეხო მარიამ მიქაძის, გია ქუთელი­
ას, მარიამ ჯაჯანიძის სამეცნიერო მიღწევებს და 
მადლობა გადაუხადა პროფესორებს, რომელთა 
დამსახურებითაც იქნა მიღწეული ეს წარმატებები.

ბიოლოგიის დეპარტამანტის ხელმძღვანელმა 
დიანა ძიძიგურმა და პროფესორმა ნანული დო­
რეულმა სიამაყით აღნიშნეს წლევანდელი კურს­
დამთავრებულების მიერ შესრულებული საბაკა­
ლავრო ნაშრომების მაღალი დონე.

ქიმიის დეპარტამენტის წარჩინებულმა სტუ­
დენტმა მარი-ლუიზა კონჯარიამ დამსწრეებს შე­
თავაზა საინტერესო პრეზენტაცია – „2012-2016 
წწ თსუ ქიმიკოსების“ მიღწევებსა და ბოლო ზა­
რის შესახებ – ნათია ქარჩავა აზიის მე-7 სამეცნი­
ერო ბანაკის მონაწილე და 75-ე საუნივერსიტეტო 
კონფერენციის გამარჯვებული გახლავთ. თავად 
მარი-ლუიზა მონაწილეობდა აზიის მე-8 სამეც­
ნიერო ბანაკში, დასახელდა საუკეთესო პოსტე­
რის ავტორად საქართველოში ჩატარებულ 26-ე 
საერთაშორისო სიმპოზიუმზე ფარმაცევტულ და 
ბიოსამედიცინო ანალიზებში. გერმანიაში მივლი­
ნებით იყვნენ ლია ბეჟიტაშვილი და ანა ბარდავე­
ლიძე, საფრანგეთში – მარი-ლუიზა კონჯარია და 
ნათია შაშვიშვილი.

გასული წლის კურსდამთავრებულები განებივ­
რებულნი იყვნენ ქიმიის დეპარტამენტის პროფე­
სორის რამაზ გახოკიძის მუსიკალური ნომრებით. 
ბატონი რამაზმა წელსაც დამოძღვრა სტუდენტე­
ბი, გაიხსენა მისი ავტორობით შექმნილი უნივერ­
სიტეტის ჰიმნის აღიარება დიდი რევაზ ლაღიძის 
მიერ და რადგან ეს დღე კომპოზიტორის დაბა­
დების დღეს დაემთხვა, რევაზ ლაღიძის უკვდავი 
მელოდიების პოპურიც ააჟღერა ფორტეპიანოზე.

ამაღელვებელი იყო გეოგრაფიის დეპარტა­
მენტის წარჩინებული სტუდენტის სოფიკო ხატი­
აშვილის სიტყვები - „მინდა მადლობა გადავუხა­
დო ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის 
სახელმწიფო უნივერსიტეტს იმ ოთხი დაუვიწყარი 
წლისთვის, რომელიც მე აქ გავატარე. ვთვლი, 
რომ დავამთავარე საუკეთესო უნივერსიტეტი. ეს 
დღე არის  ერთ-ერთი გამორჩეული და საუკეთე­
სო ჩემს ცხოვრებაში. დღე, რომელიც მუდამ მე­
მახსოვრება“

ირაკლი ავქოფაშვილმა წარმოადგინა გეო­
ლოგიის დეპარტამენტი და ძვირფას პროფესო­
რებს მადლობა მოახსენა უნივერსიტეტში გატა­
რებული ნაყოფიერი წლებისთვის. კურსდამთავ­
რებულებს მიესალმნენ და წინსვლა-წარმატებები 
უსურვეს ემერიტუს პროფესორმა გურამ ღონღა­
ძემ და პედაგოგმა ივანე ჯაფარიძემ.

„საპატიო გეოლოგის“ გია ყანჩელის „ყვითე­
ლი ფოთლებით“ მიესალმნენ დამსწრეებს გეო­
ლოგიის მიმართულების სტუდენტი თამთა მუმ­
ლაძე და მისი მეგობარი თინათინ ლომიძე. 

მაყურებელი ეკრანზე ფუნდამენტურ მეცნიე­
რებებში 2014 წლის ქართულ-გერმანული სკო­
ლა-სემინარის კადრებს ადევნებდა თვალს, და 
თან ტაშით ესალმებოდა კომპიუტერული მეცნი­
ერებების დეპარტამენტის გამორჩეულ სტუდენ­
ტებს - ფაკულტეტის ყველა საბაკალავრო პროგ­
რამის წარმატებულ კურსდამთავრებულებს შო­
რის 4-ის ტოლი GPA მქონე 4 სტუდენტს - რატი 
დევიძეს, ნათია დოლიაშვილს, მანანა ლორთქი­
ფანიძეს და გიორგი ძამაშვილს. 

წარმატებებით ფუნქციონირებს ფაკულტეტზე 
ქართულ–ფრანგული საბაკალავრო პროგრამაც. 
წლევანდელი კურსამთავრებულებიდან სოფიას 
ტექნიკურ უნივერსიტეტში ერთთვიანი სტაჟირე­
ბა გაიარა ალექსანდრე აბრამიშვილმა, პარიზის 
უნივერსიტეტში - სოფი ავჟანტაძემ, რომელმაც 
ასევე გაიმარჯვა ფრანკოფონიაში ჩატარებულ 
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კონ კურ ს ში და საფ რან გეთ ში გა ემ გ ზავ რე ბა. 
მცი რე რიც ხო ვა ნი, მაგ რამ ძა ლი ან პერ ს პექ­

ტი უ ლია ელექ ტ რუ ლი და ელექ ტ რო ნუ ლი ინ ჟი­
ნე რი ის დე პარ ტა მენ ტი. სტუ დენ ტე ბი სტა ჟი რე ბას 
გა დი ოდ ნენ სამ ხედ რო სა მეც ნი ე რო­ტექ ნი კურ 
ცენტრ „დელ ტა ში“. ამ სა ბა კა ლავ რო პროგ რა მი­
სად მი ინ ტე რე სი თან და თან მა ტუ ლობს სან დი ე­
გოს სა ხელ მ წი ფო უნი ვერ სი ტე ტი­სა ქარ თ ვე ლოს 
სა ბა კა ლავ რო პროგ რა მე ბის ამოქ მე დე ბის შემ­
დეგ. ამ პროგ რა მე ბის სტუ დენ ტ თა სა ხე ლით მა ყუ­
რე ბელს სცე ნი დან მი ე სალ მა თსუ სტუ დენ ტი თა კო 
ბა სი აშ ვი ლი. 

მა თე მა ტი კის დე პარ ტა მენ ტის კურ ს დამ თავ რე­
ბუ ლე ბის წარ დ გე ნის პა ტი ვი წი ლად ხვდა წარ­
ჩი ნე ბულ სტუ დენტს მა რი ამ ლობ ჯა ნი ძეს. ვორ ქ­
შო პე ბი და პრო ექ ტე ბი, გაც ვ ლი თი პროგ რა მე ბი, 
პრე ზი დენ ტის სა ხელ მ წი ფო სტი პენ დი ე ბი მუ დამ 
მა თე მა ტი კო სი სტუ დენ ტე ბის სიმ რავ ლით გა მო­
ირ ჩე ო და. ქარ თულ–გერ მა ნუ ლი სკო ლა–სე მი ნა­
რის ეკ რა ნულ პრე ზენ ტა ცი ა შიც მრავ ლად იყ ვ ნენ 
მა თე მა ტი კო სი სტუ დენ ტე ბი მა კა ლა ბა ძე, ანა დო­
ლი ძე, ნო დარ გი კაშ ვი ლი, ქე თე ვან კა ხი ძე, ქე თე­
ვან გო მი აშ ვი ლი....

აღ სა ნიშ ნა ვია, რომ მა გის ტ რან ტი ცი ცი ნო ტეფ­
ნა ძე ეს ტა ტე ხმა ლა ძის სტი პენ დი ან ტი გახ და. 
დოქ ტო რან ტებ საც წარ მა ტე ბუ ლი წე ლი ჰქონ დათ 
– სა მი ახალ გაზ რ და დოქ ტო რი შე ე მა ტა მეც ნი ერ­
თა რიგს ­ მი უ ლო ცეს ნი ნა და ნე ლი ას, მა ია ნი კო­
ლიშ ვილს, გი ორ გი ტეფ ნა ძეს და მათ სა მეც ნი ე რო 
ხელ მ ძ ღ ვა ნე ლებს წარ მა ტე ბუ ლი წე ლი.

პრო ფე სო რე ბის სა ხე ლით სტუ დენ ტებს მი ე­
სალ მ ნენ მა თე მა ტი კის დე პარ ტა მენ ტის ხელ მ ძ ღ­
ვა ნე ლი ბა ტო ნი ომარ ფურ თუ ხია და ბა ტო ნი არ­
ჩილ ყი ფი ა ნი. 

ფი ზი კის დე პარ ტა მენტს წელს წარ ჩი ნე ბით ამ­
თავ რე ბენ სა ღა მოს წამ ყ ვა ნი ირაკ ლი მან თი ძე, 
ცოტ ნე შენ გე ლია, რე ვაზ ბე რა ძე, გი ორ გი პო პო ვი, 

ალექ სან დ რე ბარ ნა ვე ლი და 2012 წლის აბი ტუ­
რი ენ ტებს შო რის და დღემ დეც ყვე ლა ზე მა ღა ლი 
სკა ლი რე ბუ ლი ქუ ლის მქო ნე მე რაბ მა ლი შა ვა. 
სტუ დენ ტ თა მიღ წე ვე ბი წარ მო ა ჩი ნა  ალექ სან დ რე 
ბარ ნა ვე ლის პრე ზენ ტა ცი ამ. აღ სა ნიშ ნა ვია, რომ 
შვი ლიშ ვი ლის წარ მა ტე ბებს დარ ბა ზი დან ადევ­
ნებ და თვალს ფი ზი კის ინ ს ტი ტუ ტის კოს მო სუ რი 
სხი ვე ბის ფი ზი კის გან ყო ფი ლე ბის უფ რო სი მეც ნი­
ერ­თა ნამ შ რო მე ლი, ვა სილ ბარ ნო ვის შვი ლიშ ვი­
ლი, ბა ტო ნი თენ გიზ ბარ ნა ვე ლი.

ფი ზი კის დე პარ ტა მენ ტის სა ხე ლით კურ ს დამ­
თავ რე ბუ ლებს მი ე სალ მა პრო ფე სო რი ნა ნა შა­
თაშ ვი ლი. ბა ტო ნი თე ი მუ რაზ ნა და რე იშ ვი ლი 
ტრა დი ცი უ ლად სა კუ თა რი შე მოქ მე დე ბით წარ ს დ­
გა სცე ნა ზე, ამ ჯე რად მცი რე პრო ზა უ ლი ნა წარ მო­
ე ბე ბით.

კურ ს დამ თავ რე ბუ ლებ თან ერ თად დარ ბაზ ში 
იყ ვ ნენ მა თი ოჯა ხის წევ რე ბი – მშობ ლე ბი, და–ძმე­
ბი, მოწ ვე უ ლი სტუმ რე ბი. სპე ცი ა ლუ რად მათ მი­
ეძ ღ ვ ნა პრო ფე სორ ნა ნუ ლი დო რე უ ლის ქა ლიშ­
ვი ლის პა ტა რა მა რი ა მის სო ლო შეს რუ ლე ბა ვი ო­
ლი ნო ზე და მა ყუ რებ ლის თხოვ ნით შე ას რუ ლე ბუ­
ლი აკა პე ლა „შენ ხარ ვე ნა ხი“.

სა ღა მო ზე კურ ს დამ თავ რე ბუ ლებ მა კი დევ ერ­
თ ხელ დი დი მად ლო ბა გა და უ ხა დეს პრო ფე სო­
რებს, ად მი ნის ტ რა ცი ას, მომ სა ხუ რე პერ სო ნალს 
­ ყვე ლას, ვის თა ნაც უშუ ა ლოდ მო უ წი ათ ურ თი ერ­
თო ბა ამ 4 წლის გან მავ ლო ბა ში. იყო ტკი ვი ლი ა­
ნი გახ სე ნე ბაც და ბო დი შის სიტ ყ ვე ბიც, თბი ლი მი­
ლოც ვა იუ ბი ლარ თა მი სა მარ თით და მი სალ მე ბა 
ახ ლად შექ მ ნი ლი სტუ დენ ტუ რი ოჯა ხე ბი სად მი. 

ძვე ლი კად რე ბით წამ ყ ვა ნებ მა სტუ დენ ტებს 
გა ახ სე ნეს მა თი პირ ვე ლი დღე ე ბი უნი ვერ სი ტეტ­
ში ­ კონ სულ ტა ცი ე ბი ტუ ტო რებ თან, შეხ ვედ რე ბი 
სა ბა კა ლავ რო პროგ რა მის ხელ მ ძ ღ ვა ნე ლებ თან, 
დე კან თან, პირ ვე ლი ლექ ცი ე ბი.... წლე ვან დე ლი 
კურ ს დამ თავ რე ბუ ლე ბის ბა კა ლავ რი ატ ში სწავ­
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ლის დრო პრო ფე სორ რა მაზ ბო ჭო რიშ ვი ლი 
დე კა ნო ბის პე რი ოდს და ემ თ ხ ვა. ბა ტონ მა რა მაზ­
მა თბი ლი სიტ ყ ვით მი მარ თა კურ ს დამ თავ რე ბუ­
ლებს, დარ ბაზ ში მყო ფებ მა სტუ დენ ტებ მა და პრო­
ფე სო რებ მა ტა შით გა და უ ხა დეს მას მად ლო ბა.

ბა ტო ნი რა მაზ ხო მე რი კის თბი ლის ში არ ყოფ­
ნის გა მო, ფა კულ ტე ტის დე კა ნის მი სა სალ მე ბე ლი 
სიტ ყ ვა კურ ს დამ თავ რე ბუ ლებს დე კა ნის მო ად გი­
ლემ, ქალ ბა ტონ მა თა მარ ჭე ლი ძემ გა აც ნო. სა ღა­
მოს წამ ყ ვა ნებ მა და დამ ს წ რე ებ მა წარ მა ტე ბუ ლი 
მოღ ვა წე ო ბა უსურ ვეს ბა ტონ რა მაზს დე კა ნის პო­
ზი ცი ა ზე. 

სა ღა მო მხატ ვ რულ­მუ სი კა ლუ რი გა ფორ მე ბი­
თაც იყო გა მორ ჩე უ ლი. შეხ ვედ რა სტუ დენ ტე ბის ­ 
სა ლო მე პაქ საშ ვი ლის, რო ბი ნა ტიტ ვი ნი ძის და მე­
რი კი კა ლიშ ვი ლის ულა მა ზე სი „სა მა ი ა თი“ გა იხ ს ნა 
და ნი ნო არ ჩ ვა ძი სა და თორ ნი კე კა ჭი უ რის ცეკ ვა 
„ქარ თუ ლით“ და ი ხუ რა. ნი ნომ და თორ ნი კემ ასე ვე 
შე ას რუ ლეს ემო ცი უ რი „ტან გო“. ბი ო ლო გი ის დე­
პარ ტა მენ ტის წარ ჩი ნე ბუ ლი პირ ველ კურ სე ლე ბი 
მა რი ამ გო ლი ა ძე, ია ბი ჩი ნაშ ვი ლი მა ყუ რებ ლებს 
მი ე სალ მ ნენ სიმ ღე რით „ქა რი გიმ ღე რის ნა ნა სა“. 
და უ ვიწ ყა რი იყო გე ოგ რა ფი ვა ლე რი ქა სო ე ვის 
გი ტა რა ზე შეს რუ ლე ბუ ლი ლი რი უ ლი სიმ ღე რე ბი, 

ან სამბლ “უნი ვერ სი ტე ტის“ შეხ მატ კ ბი ლე ბუ ლი გა­
მოს ვ ლე ბი ჩვე ნი ქი მი კო სი გო გო ნე ბის მო ნა წი ლე­
ო ბით, კომ პი უ ტე რუ ლი მეც ნი ე რე ბა თა დე პარ ტა­
მენ ტის სტუ დენ ტე ბის ანა ფე იქ რიშ ვი ლი სა და ქე თი 
მე ი ფა რი ნის სა ფორ ტე პი ა ნო ნომ რე ბი.

სა ო პე რო შეს რუ ლე ბით აღაფ რ თო ვა ნეს მა ყუ­
რებ ლე ბი კომ პი უ ტე რუ ლი მეც ნი ე რე ბის დე პარ­
ტა მენ ტის სტუ დენ ტ მა ნი ნი წიკ ლა ურ მა (შუ ბერ ტი, 
„ავე მა რია“) და ბი ო ლო გი ის დე პარ ტა მენ ტის სტუ­
დენ ტ მა ანი იმე დაშ ვილ მა (ჯა კო მო პუ ჩი ნი, „O Mio 
Babbino Caro“). აღ სა ნიშ ნა ვია, რომ დარ ბაზ ში იმ­
ყო ფე ბო და ანის მა მა, ზა ქა რია ფა ლი აშ ვი ლის სახ. 
ოპე რი სა და ბა ლე ტის თე ატ რის სო ლის ტი ბა ტო ნი 
ლე გი იმე დაშ ვი ლი.

რო გორც სა ღა მო ზე აღი ნიშ ნა, თი თო ე ულ 
კურ ს დამ თავ რე ბულს მო ე ნატ რე ბა უნი ვერ სი ტეტ­
ში გა ტა რე ბუ ლი პე რი ო დი, სა ინ ტე რე სო ლექ ცი ე­
ბი, პრო ფე სი ო ნა ლი პე და გო გე ბი... 

და უ ვიწ ყა რი დღის ბო ლოს მო ნა წი ლე ებ მა სა­
მახ სოვ რო ფო ტო ე ბი გა და ი ღეს.

მა სა ლა მო ამ ზა დეს:
თი ნა თინ და ვი თაშ ვილ მა და

ნი ნო ტყე შე ლაშ ვილ მა
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მა­თე­მა­ტი­კუ­რი ჭი­დი­ლი

სტუდენტები სამეცნიერო პროექტში

9-11 დეკემბერს ზუსტ და საბუნებისმეტყველო 
მეცნიერებათა ფაკულტეტის სტუდენტური თვით­
მმართველობის განათლებისა და მეცნიერების 
დეპარტამენტის ორგანიზებით გაიმართა „მათე­
მატიკური ჭიდილი“. პროექტი ჩატარდა ორ ეტა­
პად,  იგი მიზნად ისახავდა სტუდენტთა ცოდნის 
გაღრმავებას. ჭიდილში მონაწილეობდა 6 გუნდი. 
ორივე ეტაპი მოიცავდა გუნდის მიერ ამოცანის მა­
თემატიკურ ანალიზს და ლოგიკური მსჯელობით 
მისი ამოხსნის ჩამოყალიბებას, ასევე მოწინააღმ­
დეგე გუნდის ოპონიერებას. ჟიურიმ გამოავლინა 
2 ფინალისტი. 

პროექტს დიდი გამოხმაურება და დაინტერსე­
ბა მოჰყვა არამარტო მათემატიკის მიმართულე­
ბაზე, არამედ მასში მონაწილეობა მიიღეს ზუსტ და 
საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტის 
სხვადასხვა მიმართულებების სტუდენტებმა.

2012 წელს პროფ. უ. გოგინავას ხელმძღვანელო­
ბით მაშინ ჯერ კიდევ დოქტორანტ გ. ტეფნაძის და მა­
თემატიკის საბაკალავრო პროგრამის მეორე კურსის 
სტუდენტების - ც. ტეფნაძე, ლ. ბარამიძე, გ. შავარდენიძე 
და მ. თოთლაძის მონაწილეობით ჩამოყალიბდა მოქ­
მედი სემინარი ორობით ანალიზში. მოკლე პერიოდში 
სტუდენტების მიერ გამოქვეყნებული იქნა 5 სამეცნიერო 
ნაშრომი, მათ შორის იმპაქტ-ფაქტორიან ჟურნალებში, 
ხოლო გ. ტეფნაძის მიერ გამოქვეყნებული იქნა 20-მდე 
სამეცნიერო ნაშრომი სხვადასხვა მაღალრეიტინგულ 
იმპაქტ-ფაქტორიან ჟურნალებში. მიღწეულმა წარმა­
ტებებმა მოამზადა საფუძველი იმისათვის, რომ  სტუ­
დენტთა ჯგუფი ჩართულიყო მიზნობრივ სამეცნიერო 
პროექტში თემაზე „ფურიე-ვილენკინის მწკრივების 
კრებადობა და შეჯამებადობა“.

პროექტის ფარგლებში სტუდენტებმა ლ. ბარამიძემ, 
ც. ტეფნაძემ, გ. შავარდენიძემ და მ.თოთლაძემ მონა­
წილეობა მიიღეს სხვადასხვა საერთაშორისო სამეცნი­
ერო ფორუმის მუშაობაში. კერძოდ, 2014 წლის 25-28 
სექტემბერს სომხეთის ქალაქ წახკაძორში ჩატარდა 
ქართულ-სომხური ვორკშოპი ნამდვილ ანალიზში, სა­
დაც მოხსენება მოხსენებით გამოვიდნენ თსუ ზუსტ და 
საბუნებისმეტყველი მეცნიერებათა ფაკულტეტის მათე­
მატიკის საბაკალავრო პროგრამის სტუდენტები ლ. ბა­
რამიძე, ც. ტეფნაძე, გ. შავარდენიძე, მ. თოთლაძე და 
დოქტორანტი გ. ტეფნაძე; 2015 წლის 30 მაისიდან 5 ივ­
ნისამდე ნირეგიჰაზას (უნგრეთი) მათემატიკისა და კომ­
პიუტერულ მეცნიერებათა ინსტიტუტში ჩატარდა ქარ­
თულ-უნგრული ვორკშოპი ფურიეს ანალიზში, სადაც 
ზემოხსენებულმა სტუდენტებმა კვლავ წარმოადგინეს 
მოხსენებები, ხოლო 2016 წლის 3-8 აპრილს ჩატარდა 
ქართულ-სერბული ვორკშოპი „ორობითი ანალიზი და 
მისი გამოყენება“. ქართველი სტუდენტები აქაც გამო­
ვიდნენ მოხსენებებით.
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2016 წლის 31 იანვრიდან 9 თებერვლამდე შო­
თა რუსთაველის ეროვნული სამეცნიერო ფონ­
დის დაფინანსებითა და მხარდაჭერით სიღნაღ­
ში ჩატარდა ზამთრის სკოლა: „მიკრო და ნანო 
სტრუქტურების კვლევის მეთოდები“. სკოლაში 
ლექციებს კითხულობდნენ თბილისის სახელმწი­
ფო უნივერსიტეტის პროფესორები: თამარ ჭელი­
ძე (ხელმძღვანელი), რამაზ ბოჭორიშვილი, თამაზ 
კერესელიძე, ალექსანდრე შენგელაია; დრეზდე­
ნის ტექნოლოგიური უნივერსიტეტის მეცნიერ-თა­
ნამშრომელი, დოქტორი თეიმურაზ მჭედლიძე და 
დოქტორი ზურაბ გუგუჩია.

სკოლა განკუთვნილი იყო საქართველოს სას­
წავლო დაწესებულებების ფიზიკის, მათემატიკის, 
კომპიუტერული მეცნიერებების, ელექტრონიკის 
და ქიმიის საბაკალავრო პროგრამების მაღალი 
სემესტრების და მაგისტრატურის სტუდენტები­
სათვის და მიზნად ისახავდა მიეცა მათთვის სა­
ბაზისო ცოდნა ნანო და მიკრო სტრუქტურების 
კვლევაში გამოყენებული თანამედროვე მეთო­
დების შესახებ. სტუდენტების შერჩევა მოხდა კონ­
კურსის საფუძველზე. შერჩევის ძირითადი კრი­
ტერიუმია იყო მაღალი GPA. სკოლის მუშაობაში 
30-მდე სტუდენტი მონაწილეობდა. მათ შორის 
იყვნენ თსუ ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნი­
ერებათა ფაკულტეტის მათემატიკის საბაკალავ­
რო პროგრამის სტუდენტები გიორგი ბაკურაძე, 
ელენე გაბელაია, ანანო ბასილაია, მარიამ ამი­
ნაშვილი, გიორგი სვანაძე; ფიზიკოსები მერაბ მა­
ლიშავა, ირაკლი მანთიძე, ბაჩანა ბერაძე, ცოტნე 
გამსახურდაშვილი და სხვები.

ზამთრის სკოლაში წარმოდგენილი იყო მასა­

ლების კვლევის ექსპერიმენტული, თეორიული 
და რიცხვითი მოდელირების მეთოდები. სკოლის 
მსმენელებმა მოისმინეს ლექციები, მათ ჩაუტარ­
დათ პრაქტიკული მეცადინეობები, ვირტუალური 
და რეალური ექსპერიმენტები. დღეში დაგეგმი­
ლი იყო 4 საკონტაქტო საათი, დანარჩენი დრო 
კი დაეთმო სტუდენტების დამოუკიდებელ (ინდი­
ვიდუალურ და ჯგუფურ) მუშაობას. სტუდენტებს 
ეძლეოდათ საშინაო დავალებები. გარკვეულ 
საკითხების შესწავლისათვის მათ მიეცათ ჯგუფუ­
რი პროექტები. ამასთან ჯგუფები შედგენილი იყო 
სხვადასხვა სპეციალობის სტუდენტებისგან, რაც 
მათ საკითხის გადაწყვეტისადმი მრავალმხრივი 
მიდგომის საშუალებას აძლევდათ. განსაკუთრე­
ბული ყურადღება დაეთმო პრაქტიკული უნარ-
ჩვევების გამომუშავებას. აქცენტი კეთდებოდა 
ამოცანების და პროექტების ამოხსნაზე და შესრუ­
ლებაზე.

სკოლამ ხელი შეუწყო სტუდენტების ჩართვას 
თანამედროვე ინტერდისციპლინურ კვლევებში.

ზამთრის სკოლის ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 
ამოცანა ასევე იყო სტუდენტებისთვის მიეცა საჭი­
რო ინფორმაცია და ცოდნა, რომელიც მათ კარი­
ერის სწორად დაგეგმისთვის გამოადგებოდათ. ამ 
მიზნით ჩატარდა მრგვალი მაგიდა, სადაც მეცნი­
ერებმა სტუდენტებს გაუზიარეს თავიანთი გამოც­
დილება. სკოლის ფორმატიდან გამომდინარე 
მოხდა ერთი მხრივ საქართველოს სხვადასხვა 
უნივერსიტეტის პროფესორებს და უცხოელი სპე­
ციალისტებს, მეორე მხრივ სტუდენტებს შორის 
მჭიდრო სამეცნიერო კავშირის დამყარება და სა­
ერთო ინტერესების განსაზღვრა.

ზამ­თ­რის სკო­ლა: „მიკ­რო და ნა­ნო-
ს­ტ­რუქ­ტუ­რე­ბის კვლე­ვის მე­თო­დე­ბი“
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სე­ზო­ნუ­რი სკო­ლა "გა­რე­მოს (ატ­მოს­ფე­როს) 
მო­ნი­ტო­რინ­გის ქი­მი­უ­რი და მა­თე­მა­ტი­კუ­რი 

ას­პექ­ტე­ბი"

2016 წლის 11-15 სექტემბერს შოთა რუსთავე­
ლის ეროვნული სამეცნიერო ფონდისა და იული­
ხის (გერმანია) კვლევითი ცენტრის მხარდაჭერით 
ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სა­
ხელმწიფო უნივერსიტეტში ჩატარდა სეზონური 
სკოლა "გარემოს (ატმოსფეროს) მონიტორინგის 
ქიმიური და მათემატიკური ასპექტები". სკოლას 
ხელმძღვანელობდა იყო ფიზიკური და ანალი­
ზური ქიმიის კათედრის გამგე, პროფესირი ბეჟან 
ჭანკვეტაძე, ხოლო თანახელმძღვანელი იყო IEK-
8 ინსტიტუტის დირექტორი, თსუ საპატიო დოქტო­
რი, პროფესორი ანდრეას ვანერი. 

ლექციები წაიკითხეს ადგილობრივმა პრო­
ფესორ-მასწავლებლებმა და მოწვეულმა სპეცი­
ალისტებმა იულიხის კვლევითი ცენტრის ენერ­
გიებისა და კლიმატის ინსტიტუტიდან (IEK-8). 
დამატებით ლექციები წაიკითხეს სან-დიეგოს სა­

ხელმწიფო უნივერსიტეტის პროფესორებმა ელი­
ზაბეტ დინსდეილიმ და უილიამ ტონგმა. 

სეზონური სკოლაზე დარეგისტრირდა 70-მდე 
სტუდენტიდა ახალგაზრდა მეცნიერი, როგორც 
თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტიდან, ასე­
ვე სხვა უმაღლესი სასწავლებლებიდან. მათე­
მატიკის მიმართულებიდან სკოლის მუშაობაში 
მონაწილეობა მიიღეს გიორგი ბაკურაძემ, ანანო 
ბასილაიამ, ელენე გაბელაიამ, გიორგი სვანაძემ, 
მართა მელიამ, ანა დოლიძემ, ფიზიკოსებმა ბა­
ჩანა ბერაძემ, ცოტნე გამსახურდაშვილმა, კომ­
პიუტერული მეცნიერებიდან - ნინო ბუქურმა და 
სხვებმა.

სეზონური სკოლის ფარგლებში ახალგაზრდა 
ქართველი მეცნიერები და სტუდენტები გაეცნენ 
ატმოსფეროს კვლევის, მონიტორინგის, მოდე­
ლირების და კონტროლის თანამედროვე მეთო­
დებს, მიღწევებს და ტენდენციებს, აგრეთვე მოხ­
და საქართველოში ამ მიმართულებით მომუშავე 
ახალგაზრდა მეცნიერების ურთიერთგაცნობა და 
მათი ძალისხმევის კონსოლიდაცია ჩვენს ქვეყა­
ნაში არსებული პროფესიული და მატერიალური 
რესურსის ეფექტური გამოყენების თვალსაზრი­
სით. მნიშვნელოვანი იყო ქართველ მეცნიერებ­
სა და გერმანელ სპეციალისტებს შორის ახალი 
პროფესიული ურთიერთობების ჩამოყალიბება 
და არსებული თანამშრომლობის გაღრმავება-
გაფართოება.
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წი­ნა ნომ­რებ­ში წარ­მი­გიდ­გი­ნეთ მა­თე­მა­ტი­კის 
სპე­ცი­ა­ლო­ბის კურ­ს­დამ­თა­ვე­ბუ­ლე­ბი, რომ
ლე­ბიც წარ­მა­ტე­ბით აგ­რ­ძე­ლე­ბენ მეც­ნი­ე­რულ 
მუ­შა­ო­ბას მა­თე­მა­ტი­კა­ში. ჩვენ­თან მი­ღე­ბუ­ლი 
მა­თე­მა­ტი­კუ­რი გა­ნათ­ლე­ბა ბევრ ჩვენს კურ
ს­დამ­თავ­რე­ბულს ეხ­მა­რე­ბა წარ­მა­ტე­ბით გა
აგ­რ­ძე­ლონ მოღ­ვა­წე­ო­ბა სხვა სფე­რო­ებ­ში. 
ჟურ­ნა­ლის ამ ნო­მერ­ში ზო­გი­ერთ მათ­განს 
წარ­მო­გიდ­გენთ
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ი. ვეკუას სახელობის 42-ე ფიზიკა-მათემატი­
კური სკოლის დამთავრების შემდეგ, 1991 წელს 
ჩავირიცხე ივ. ჯავახიშვილის სახელობის თსუ მე­
ქანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტზე. 1993-1994 
წლებში ვიყავი სოროსის ფონდის სტიპენდიანტი. 
1994 წელს კი სტუდენტთა სამეცნიერო კონფერენ­
ციაში გავიმარჯვე, რისთვისაც განსაკუთრებულად 
მადლიერი ვარ აწ განსვენებული პროფესორის 
დავით გორდეზიანის მიმართ, რომლმაც ჩემში 
სამეცნიერო კვლევების მიმართ განსაკუთრებუ­
ლი ინტერესი აღძრა და, შემდგომ, უზარმაზარი 
წვლილი შეიტანა ამ წარმატებაში. 1995 წელს 
ამირჩიეს სტუდენტთა თვითმმართველობის - თსუ 
სტუდენტთა და ასპირანტთა კავშირის პრეზიდენ­
ტად, რომელსაც 2 წლის განმავლობაში ვუხელ­
მძღვანელე. 1996 წელს წარჩინებით დავასრულე 
სწავლა გამოთვლითი მათემატიკის სპეციალო­
ბით. სწავლის დასრულებისას წარმატებით და­

ვიცავი სადიპლომო ნაშრომი პროფესორ რამაზ 
ბოჭორიშვილის ხელმძღვანელობით. 

ახალგაზრდულ პოლიტიკაში აქტიურობის 
შედეგად, 1998 წელს იმჟამინდელმა პარლამენ­
ტის თავმჯდომარემ ზურაბ ჟვანიამ შემომთავაზა 
საქართველოს მოქალაქეთა კავშირის პრესსამ­
სახურის ხელმძღვანელობა. მიუხედავად იმისა, 
რომ ეს სფერო საკმაოდ შორს იყო ჩემი აკადემი­
ური განათლებისგან, მაინც დავთანხმდი შემოთა­
ვაზებას, რადგან ჟურნალისტებთან ურთიერთობა 
ძალიან დინამიურ და საინტერესო საქმიანობად 
მესახებოდა. ეს იყო ის თანამდებობა, რომელმაც 
განსაზღვრა ჩემი შემდგომი ჟურნალისტური კა­
რიერა. მიუხედავად იმისა, რომ 2000-2004 წლებში 
მაინც ვინარჩუნებდი კავშირს გამოყენებითი მათე­
მატიკის ინსტიტუტთან, სადაც ვიყავი ეგმ ჯგუფის 
უფროსი მათემატიკოსი და მიმყავდა პრაქტიკუ­
ლი ლექციების კურსი თსუ ფიზიკის ფაკულტეტზე 
მათემატიკურ ფიზიკაში, დავიწყე მუშაობა საზოგა­
დოებრივი მაუწყებლის გადაცემა „რას ფიქრობს 
ხალხის“ პროდუსერად, ხოლო 2002 წელს ტელე­
კომპანია „მზე“-ს საინფორმაციო გამოშვებაში გა­
ვაგრძელე საქმიანობა. 

2003 წლის შემოდგომიდან 2007 წლის ბო­
ლომდე კი ვიყავი ტელეკომპანია „იმედი“-ს საკ­
ვირაო გადაცემის „დროება“-ს მთავარი პროდუ­
სერი. შეიძლება ითქვას, რომ ჩემი მათემატიკური 
განათლება ერთ ერთი მნიშვნელოვანი ფაქტორი 
გახდა სატელევიზიო სივრცეში გამორჩეულად 
მაღალრეიტინგული ტელეპროდუქციის დაგეგმ­
ვასა და წარმოებისას. გადაცემის მომზადება ნა­
წილობრივ დაფუძნებული იყო აუდიტორიასთან 
უკუკავშირის მიდგომაზე, ანუ სიუჟეტების ანალიზი 
წარმოებდა ყოველწუთიერი ყურებადობის გრა­
ფიკების შეფასებით, რაც იძლეოდა ტელემაყუ­
რებელთა ინტერესის სწორი პროგნოზის კეთების 
შესაძლებლობას. 

ლე­ვან ვეფ­ხ­ვა­ძე
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ცნობილი პოლიტიკური მოვლენების შემდეგ, 
2008 წლის მაისში გავხდი საქართველოს პარ­
ლამენტის წევრი, ხოლო 2008 წლის ივლისიდან 
ამირჩიეს საქართველოს პარლამენტის თავმჯ­
დომარის მოადგილედ. 

2012 საპარლამენტო არჩევნები შემდეგ, ვი­
ღებ გადაწყვეტილებას დავტოვო პოლიტიკა და 
მივემგზავრები დიდ ბრიტანეთში, სადაც 2014-
2016 წლებში გლაზგოს სტრატკლაიდის უნივერ­
სიტეტში წარმატებით გავიარე ორი სამაგისტრო 
პროგრამა გლობალური ენერგო მენეჯმენტსა და 
რაოდენობრივ ფინანსებში. აღსანიშნავია, რომ 
სტრატკლაიდის უნივერსიტეტი ერთ-ერთი გა­
მორჩეული უნივერსიტეტია შოტლანდიურ უნი­
ვერისტეტებს შორის თანამედროვე ტექნოლო­
გიებზე დაფუძნებული სწავლებისა და კვლევების 
გამო. შოტლანდიაში ყოფნისას მქონდა შესაძ­
ლებლობა, მემუშავა ისეთ მულტინაციონალურ 
კომპანიებთან, როგორიცაა „შევრონი“ და „PwC“. 
გარდა ამისა, ვიმუშავე მოკლევადიან პროექტებ­
ზე აბერდინის სავაჭრო პალატასა და ფრაიზერ 

ალანდერის ინსტიტუტში, რომელიც ამზადებს 
ეკონომიკური პოლიტიკის ძირითად დოკუმენ­
ტებს ადგილობრივი მთავრობისთვის, ყველაზე 
ცნობილი კვლევითი ინსტიტუტია შოტლანდიაში.

2016 წლის სექტემბერში კვლავ დავბრუნდი 
საქართველოში. ამჟამად ვარ საქართველოს ინ­
დუსტრიული ჯგუფის დირექტორთა საბჭოს წევრი 
და ვასრულებ სტრატეგიულ საკითხებში გენერა­
ლური დირექტორის მრჩეველის მოვალეობას.

ჩემი მრავალფეროვანი საქმიანი გამოცდი­
ლების ნებისმიერ ეტაპზე ვგრძნობდი იმ ცოდნას 
და უნარებს, რაც თავის დროზე თსუ მექანიკა-მა­
თემატიკის ფაკულტეტზე მივიღე. ლოგიკური აზ­
როვნების უნარი, მათემატიკური მიდგომებით 
საქმიანობის სწორი ანალიზი და შემდგომი გა­
დაწყვეტილების ამ ანალიზზე დაფუძნება - ამ 
ფაკულტეტის კურსდამთავრებულთა ის შესაძ­
ლებლობაა, რომელიც თანამედროვე შრომის 
ბაზარზე რეალურ კონკურენტულ უპირატესობას 
წარმოადგენს

1984 წელს წარჩინებით დავამთავრე თსუ მე­
ქანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტი მათემატიკოსის 
სპეციალობით. 1884-1987 წლებში ვიყავი თსუ ალ­
გებრა-გეომეტრიის კათედრის ასპირანტი. ჩემი 
სამეცნიერო ხელმძღვანელი იყო პროფესორი 
ლაზარე ზამბახიძე, ხოლო კათედრის გამგე - აკა­
დემიკოსი გიორგი ჭოღოშვილი. 1990 წელს და­
ვიცავი საკანდიდატო დისერტაცია და მომენიჭა 
ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა კანდიდატის 
სამეცნიერო ხარისხი. 1988-1991 წლებში ვიყავი 
მექანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტის უფროსი ლა­
ბორანტი, უფროსი მასწავლებელი, ხოლო 1991 
წლიდან 2003 წლამდე – დოცენტი.

1995 წელს ასევე წარჩინებით დავამთავრე თსუ 
ეკონომიკის ფაკულტეტი ფინანსებისა და კრედი­
ტის სპეციალობით. 2002 წელს დავიცავი სადოქ­
ტორო დისერტაცია და მომენიჭა ეკონომიკის მეც­
ნიერებათა დოქტორის სამეცნიერო ხარისხი. 2004 
წლიდან ვარ თსუ პროფესორი, ხოლო 2006 წლი­
დან თსუ ეკონომიკისა და ბიზნესის ფაკულტეტის 
ფინანსებისა და საბანკო საქმის კათედრის სრუ­
ლი პროფესორი და კათედრის გამგე.

2016 წლიდან ვარ საქართველოს IX მოწვევის 
პარლამენტის წევრი, საფინანსო-საბიუჯეტო 
კომიტეტის თავმჯდომარე.

1993 წლიდან დღემდე ვმუშაობ საქართვე­
ლოს, პოსტსაბჭოთა სივრცის ქვეყნების და ევრო­
პის საბანკო-საფინანსო სექტორში სხვადასხვა მა­
ღალ მენეჯერულ თანამდებობებზე. 

მინდა აღვნიშნო მათემატიკის მიერ ჩემთვის 
მონიჭებული ის უპირატესობა ლოგიკური აზროვ­
ნების ჩამოყალიბებისა და განვითარების სახით, 
რამაც უდიდესი როლი შეასრულა ჩემს შემდგომ 
პროფესიულ და სამეცნიერო საქმიანობაში: ეკო­
ნომიკურ მეცნიერებაში, საფინანსო თუ საჯარო 

სექტორებში. ვფიქრობ, თანამედროვე ეკონომი­
კის და ფინანსების ფუნდამენტური შესწავლა და 
მათში წარმატებული საქმიანობა შეუძლებელია 
საფუძვლიანი მათემატიკური განათლების გარე­
შე. 

გამოქვეყნებული მაქვს 6 მონოგრაფია (მათ 
შორის 3 საზღვარგარეთ), ერთი სახელმძღვანე­
ლო და 50-მდე სტატია ეკონომიკასა და მათემა­
ტიკაში, რომლებიც ძირითადად ეხება გლობალი­
ზაციის პირობებში სისტემურ საბანკო კრიზისებს 
სხვადასხვა ქვეყნებში (მათ შორის გარდამავალი 
ეკონომიკის მქონე, ყოფილ საბჭოთა და აღმო­
სავლეთ ევროპის სოციალისტურ ქვეყნებში) და 
განვითარების ახალი ეკონომიკური მოდელის 
ფორმირების საკითხებს
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ბიზმესმენ ვახტანგ ფხაკაძის შესახებ ქართულ 
პრესაში ბოლო პერიოდში ბევრი იწერე­
ბა. მიმდინარე წლის ქართული „ფორბსის“ 
იანვრის ნომერმა მის საქმიანობას ვრცელი 
სტატია მიუძღვნა. იგი პროფესიით მათემა­
ტიკოსია – თბილისის სახელმწიფო უნივერ­
სიტეტის მექანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტის 
კურსდამთავრებული.

თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის მექა­
ნიკა-მათემატიკის ფაკულტეტის სტუდენტი ვიყავი 
1979-1984 წლებში. ფუნქციონალური ანალიზის 
სპეციალიზაციით შევასრულე სადიპლომო ნაშ­
რომი ბატონ ვახტანგ ცაგარეიშვილის ხელმძღვა­
ნელობით. კათედრის გამგე აკადემიკოსი ლევან 
ჟიჟიაშვილი იყო. მადლობა მინდა გადავუხადო 
მშობლებს, რომლებმაც ყველაფერი გააკეთeს 
იმისათვის, რომ მათემატიკური განათლება მიმე­
ღო და ბატონ ვახტანგს, რომელმაც ჩემს პიროვ­
ნებად ჩამოყალიბებაში მშობლებზე არაკლები 
როლი შეასრულა. აქვე მინდა გავიხსენო ფაკულ­
ტეტის პროფესორები და მასწავლებლები, მათი 
საქმისადმი კეთილსინდისიერი დამოკიდებულე­
ბა დღემდე სამახსოვრო და სამაგალითოა ჩემ­
თვის. მათემატიკის ფაკულტეტზე ჩამოყალიბდა 
ჩემი ძირითადი ფასეულობები. აქ იყო ჩვეულებ­
რივისაგან განსხავებული ურთიერთდამოკიდე­
ბულებათა გარემო და მუშაობის ატმოსფერო. 
მექანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტზე შეძენილ მე­
გობრებთან ერთად დავიწყე ბიზნეს-საქმიანობაც.

უნივერსიტეტის დამთავრების შემდეგ მუშაობა 
ელექტრო-ტექნიკური მოწყობილობების სამეც­
ნიერო კვლევით ინსტიტუტში დავიწყე. 1986-87 
წლებში, როდესაც დაიწყო „პერესტროიკა", მათე­
მატიკის და ფიზიკის ფაკულტეტის კურსდამთავ­
რებულ მეგობრებთან ერთად ჩამოვაყალიბეთ 
კოოპერატივი, სადაც ფიზიკურადაც კი ვშრომობ­
დით ინსტიტუტში მუშაობის პარალელურად. ქვეყ­
ნისათვის მძიმე, გარდამავალ პერიოდში პირვე­
ლი შემოსავლით შევქმენით სამუშაო ადგილები 
და დავიქირავეთ მუშახელი. ვამუშავებდით პლას­
ტმასს და მისგან მცირე სამომხმარებლო ნივთებს 
ვამზადებდით. 

90-იან წლებში ერთი ჩემი თანაკურსელი და 
მეგობარი საცხოვრებლად და სამუშაოდ საფრან­
გეთში გადავიდა. მოგვივიდა იდეა ფრანგული 
სუნამოს წარმოება დაგვეწყო. ამ დროს ჩემი კა­
პიტალი 1500 მანეთს შეადგენდა, მაგრამ დროთა 
განმავლობაში მრავალკომპონენტიანი წარმოე­
ბა, ბოთლები იტალიდან, სუნამო საფრანგეთში, 
გასაღების ბაზარი ყოფილი საბჭოთა კავშირის 
ქვეყნები, გავმართეთ. მიუხედავად ამ პირველი 
წარმატებისა, სერიოზული ბიზნესის საწარმოებ­
ლად საჭირო თანხამდე ბევრი გვაკლდა. დავუ­
კავშირდით იმ დროისათვის ერთ-ერთ ყველაზე 
პოპულარული ბრენდის, „სალვადორ დალის“ 

მფლობელს ჟან პიერ გრეგორის, მან სალვადორ 
დალისთან ერთად შექმნა ეს ბრენდი. ბატონმა 
გრეგორიმ, რომელიც ამჟამად ჩვენი მეგობარია, 
თანამშრომლობის სურვილი გამოთქვა, შედეგად 
მისი ბრენდის დისტრიბუტორები გავხდით. ეს იყო 
ჩვენი ჯგუფის პირველი მნიშვნელოვანი ნაბიჯი 
დიდ ბიზნესში და აღიარება სერიოზული დასავ­
ლური კომპანიის მიერ, ამან კი განაპირობა სხვა 
მსხვილი პარფიუმერული კომპანიების ინტერესი 
ჩვენს მიმართ და თავის მხრვივ, ჩვენი გადაწყვე­
ტილება აგვერჩია ბიზნესის ეს სფერო. 

ყოველთვის მქონდა სურვილი ჩემი საქმიანო­
ბა დაკავშირებული ყოფილიყო საქართველოს­
თან. თუ რაიმე წარმატებას მივაღწიე ამაში ხელი 
შემიწყო იმან, რომ ყოველთვის ვაკეთებდი იმ 
საქმეს, რაც მიყვარდა. სიყვარული კი შრომას მი­
ადვილებდა და სასიამოვნოს ხდიდა, თავდაჯერე­
ბულობას კი პირველადი სპეციალობა მაძლევდა. 
ამჟამად ვარ „ლუტეცია ჯგუფის“ პრეზიდენტი სა­
ქართველოში, რომელიც აერთიანებს მაღაზიათა 
ქსელებს „ლუტეციას“ და „ივ როშეს", ბუტიკ „მაკ"-
ის და ნიშ ბუტიკს „არომატეკას". ჩემს მიერაა და­
ფუძნებული მაღაზიათა ქსელები „კალცედონია“ 
და „ინტიმისიმი". მიხარია, რომ ჩემს სამშობლოში 
უყვართ „ლუტეცია ჯგუფის“ საქმიანობა და ვცდი­
ლობ არ გავაწბილო მეგობრები და მომხმარებე­
ლი.

ვახ­ტანგი ფხა­კა­ძე
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თანამედროვე მსოფლიოში რანჟირება არის 
განათლების სფეროში უნივერსიტეტების შეფასე­
ბის ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი საშუალება. რეი­
ტინგების მნიშვნელობა და გავრცელება სულ უფ­
რო და უფრო იზრდება. რანჟირება უკვე გადაიქცა 
კომერციულ საქმიანობად, შესაბამისად დაიხვეწა 
და გაუმჯობესდა ამ მიმართლებით მოღვაწე კომ­
პანიებისა და ორგანიზაცების საქმინობა, რომ­
ლებიც ადგენენ უნივერსიტეტების რეიტინგებს. 
ამჟამად, უმაღლესი საგანმანათლებლო დაწე­
სებულების საერთაშორისო და ადგილობრივი 
რეიტინგები განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია 
სტუდენტების, აბიტურიენტების, მათი მშობლების, 
კერძო სექტორის წარმომადგენლების, სახელმ­
წიფო სტრუქტურების და არასამთავრობო ორგა­
ნიზაციების საგანმანათლებლო დაწესებულების 
საქმიანობის ხარისხის შესახებ აზრის ფორმირე­
ბისათვის. ყოველწლიურად ინტერნეტში განთავ­
სებული რეიტინგების ცხრილები აისახება მასობ­
რივი კომუნიკაციის საშუალებებით და იზიდავენ 
სულ უფრო მეტ მნახველს, რაც ადასტურებს ამ 
ტიპის ინფორმაციისადმი ინტერესს და მის ღირე­
ბულებას ფართო და მზარდი აუდიტორიისათვის.

უნივერსიტეტების საერთაშორისო რეიტინგე­
ბის სისტემების ფართო გავრცელება შედარებით 
ახალია და ითვლის რამოდენიმე ათწლეულს. 

აღნიშნული სისტემები წარმოიშვა იმ დროს, რო­
დესაც უცხოეთში განათლების მიღების მსურველი 
სტუდენტების რაოდენობამ დაიწყო სწრაფად გაზ­
რდა, რამაც წარმოქმნა სხვადასხვა ქვეყნის უნი­
ვერსიტეტების შედარების მოთხოვნილება. ამავე 
დროს, სულ უფრო და უფრო იზრდება სახელმწი­
ფოების რაოდენობა, რომელთა მთავრობები და 
უნივერსიტეტები ეძებენ გზებს რათა გაიზარდოს 
მათი ავტორიტეტი საერთაშორისო უმაღლესი 
განათლების სისტემაში და დაინტერესბული არი­
ან იმ მონაცემებით, რომლებიც შეიძლება დაეხმა­
რონ მსოფლიო სტანდარტებთან შესაბამისობის 
დადგენაში.

აღსანიშნავია, რომ საუნივერსიტეტო რანჟი­
რების გამოყენება დაიწყო გაცილებით ადრე ვიდ­
რე მასზე გაჩნდებოდა ფართო მოთხოვნილე­
ბა, ჯერ კიდევ კომპიუტერისა და ტელევიზორის 
გამოგონებამდე. პროფესორ დონალდ ჰიუზმა 
(Donald Hughes) 1925 წელს განახორციელა სა­
ბაკალავრო პროგრამების რანჟირება ამერიკის 
შეერთებული შტატების ინსტიტუტების მეცნიერთა 
აზრის შეჯერებით [1]. უნივერსიტეტების რანჟირე­
ბის მიმართულებით ამერიკის შეერთებულ შტა­
ტებსა და ზოგიერთი ასპექტით აღმოსავლეთ აზი­
ასაც ეკავათ მოწინავე პოზიცია, და განუწყვეტლივ 
ადგენდნენ ახალ სტანდარტებს და კრიტერიუმებს 

სა­ერ­თა­შო­რი­სო რე­ი­ტინ­გებ­ში 
თსუ-ს წარ­მა­ტე­ბა

გია ავალიშვილი

ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა დოქტორი, 
ასოცირებული პროფესორი,

ი. ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის
სახელმწიფო უნივერსიტეტის ზუსტ და

საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტი
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წამყვანი უნივერსიტეტებისათვის. ევროპაში კი 
რანჟირება პოპულარული გახდა XX საუკუნის 60-
იან წლებში უმაღლესი განათლების დივერსიფი­
კაციისას. შინის (Shin) და მისი კოლეგების მიერ [1] 
ნაშრომში გამოთქმული მოსაზრების მიხედვით 
შეიძლება გამოიყოს სამი ძირითადი ფაქტორი: 
მასობრიობა, საბაზრო მოთხოვნილებებზე ორი­
ენტაცია და გლობალიზაცია, რომლებმაც შეც­
ვალა უმაღლესი განათლება უნივერსიტეტების 
რანჟირების აუცილებლობის მიმართულებით. 

გასული საუკუნის 60-იან წლებში თანასწორო­
ბის ახალმა ტალღამ წაშალა ელიტარულობის 
საზღვრები განათლებაში. პროფესიულ და პო­
ლიტექნიკურ სასწავლებლებს და ადგილობრივ 
კოლეჯებს მიეცათ საშუალება მოეზიდათ უფრო 
მეტი სტუდენტი და ამიტომ მათ გააძლიერეს ძა­
ლისხმევა უნივერსიტეტების რანჟირების მაჩვე­
ნებლების გასაუმჯობესებლად. განვითარებად 
საბაზრო გარემოში სულ უფრო მნიშვნელოვანი 
გახდა უმაღლეს საგანმანათლებლო დაწესებუ­
ლებებს შორის განსხვავების დადგენა. მრავალ 
ქვეყანაში უნივერსიტეტები გახდა მომგებიანი 
ბიზნესი, რომლისთვისაც რანჟირება იყო ისეთი­
ვე მნიშვნელოვანი, როგორც კერძო კომპანიი­
სათვის საბაზრო წილის გაზრდა. გლობალური 
რანჟირების სისტემები წარმოიქმნა XX საუკუნის 
90-იან წლებში და სწრაფად ვითარდება XXI სა­
უკუნეში, რაც არსებითად არის განპირობებული 
გლობალიზაციით და ინტერნეტის განვითარე­
ბით. ამჟამად გლობალური რანჟირება წარმო­
ადგენს სტუდენტებისა და სხვა დაინტერესებული 
პირებისათვის უნივერსიტეტების კლასიფიკაციის 
ერთ-ერთ ყველაზე გავრცელებულ მეთოდს.

უნივერსიტეტების რეიტინგების დადგენის სის­
ტემები გასხვავდება ერთმანეთისაგან მეთოდო­
ლოგიური მიდგომებით, რომლებიც ეყრდნობა 
სხვადასხვა მახასიათებლებს. ჩვენ მოკლედ შე­
ვეხებით ორ მათგანს: უნივერსიტეტების ვებ-რან­
ჟირების სისტემას ანუ Webometrics (Ranking Web 
of Universities) და აკადემიური აქტივობით უნი­
ვერსიტეტების რანჟირების სისტემას ანუ URAP 
(University Ranking by Academic Performance), 
რომელთა რეიტინგულ სიებში თსუ-ს სტაბილური 
ადგილი უკავია. 

რანჟირების Webometrics სისტემა [2] წარმო­
ადგენს უმაღლესი საგანმანათლებლო დაწესე­
ბულებების აკადემიური რანჟირების ერთ-ერთ 
უმსხვილეს სისტემას. 2004 წლიდან დაწყებული 
ყოველ ექვს თვეში ერთხელ ესპანეთის კვლე­
ვის ეროვნული საბჭოს (Spanish National Research 
Council) კიბერმეტრიკის ლაბორატორია (Cyber­
metrics Lab) ახდენს მთელი მსოფლიოს უნივერ­
სიტეტების საქმიანობის შესახებ დამოუკიდებელ, 
ობიექტურ, თავისუფალ და ღია სამეცნიერო 
კვლევას საიმედო, მრავალმხრივი, განახლებუ­
ლი და სასარგებლო ინფორმაციის მისაღებად 
საგანმანათლებლო დაწესებულებების ინტერ­

ნეტში განთავსებისა და პოპულარობის მიხედვით. 
კიბერმეტრიკის ლაბორატორია არ არის დაკავ­
შირებული რომელიმე კომპანიას, გაზეთსა ან 
არასამთავრობო ორგანიზაციასთან. ამავე დროს, 
ის არ იღებს თანხებს უნივერსიტეტებიდან რანჟი­
რების სიაში მოსახვედრად და არ სთავაზობს მათ 
სარეკლამო ბანერებს. 

რანჟირების სისტემის შექმნამდე კიბერმეტ­
რიკის ლაბორატორია გასული საუკუნის 90-იანი 
წლებიდან აწარმოებდა ინტერნეტში აკადემიური 
მასალების რაოდენობრივ შესწავლას. კვლევის 
შედეგები წარმოდგენილი იყო სამეცნიერო გა­
ზომვების და ინფორმაციის გაზომვების საერთა­
შორისო საზოგადოების (International Society for 
Scientometrics and Informetrics) კონფერენციებზე 
(ISSI, 1995-2011) და სამეცნიერო და ტექნოლო­
გიური ინდიკატორების კონფერენციებზე (STI-
ENID, 1996-2012), გამოქვეყნებული იყო მაღალი 
რეიტინგის მქონე ჟურნალებში, კერძოდ, Journal 
of Informetrics, Journal of the American Society for 
Information Science and Technology, Scientomet­
rics, Journal of Information Science, Information 
Processing & Management, Research Evaluation. 
1997 წლიდან კიბერმეტრიკის ლაბორატორიამ 
გამოსცა ელექტრონული თავისუფალი წვდომის 
რეცენზირებადი ჟურნალი Cybermetrics, რომე­
ლიც ეძღვნება ინტერნეტში განთავსებულ მასა­
ლებზე დაფუძნებული მახასიათებლების მიღებას­
თან დაკავშირებული ნაშრომების გამოქვეყნებას. 
უმაღლესი საგანმანათლებლო დაწესებულებების 
აკადემიური აქტივობების შეფასების პირველი ინ­
დიკატორი წარმოდგენილი იყო 1996 წელს ბილე­
ფელდში (Bielefeld) ჩატარებულ კონფერენციაზე 
EASST/4S და 1999 წლიდან ევროკავშირის მიერ 
დაფინანსებული პროექტის EICSTES მხარდაჭე­
რით დაიწყო ევროპული უნივერსიტეტებიდან ინ­
ტერნეტში განთავსებული მონაცემების შეგროვე­
ბა. 2003 წელს შანჰაი იატონგის უნივერსიტეტის 
(Shanghai Jiatong University) მიერ ნოვატორული 
მსოფლიო უნივერსიტეტების აკადემიური რან­
ჟირების (Academic Ranking of World Universities 
- ARWU) გამოქვეყნების შემდეგ კიბერმეტრიკის 
ლაბორატორიამ გადაწყვიტა გაეზიარებინა რან­
ჟირების სისტემის ახალი ინოვაციური მიდგომები 
და აეგო რანჟირების სისტემა, რომელიც დაეყრ­
დნობოდა საყოველთაოდ მისაწვდომ ინტერნეტ­
ში განთავსებულ მონაცემებს, ცვლადების კომ­
ბინირებით მიღებულ ინდიკატორს და ექნებოდა 
გლობალური დაფარვა. პირველი გამოცემა გა­
მოქვეყნებული იყო 2004 წელს და 2006 წლის შემ­
დეგ გამოდის წელიწადში ორჯერ, ხოლო 2008 
წლიდან მოიცავს აგრეთვე რანჟირებებს კვლევი­
თი ცენტრებისათვის, ნაშრომების საცავებისათვის, 
საავადმყოფოებისა და ბიზნესის სკოლებისათვის. 

რანჟირების Webometrics სისტემის თავდა­
პირველი მიზანი იყო აკადემიური დაწესებულე­
ბების ინტერნეტში წარმოდგენის გაუმჯობესება და 
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ამით ღია მისაწვდომობის (Open Access) ინიცია­
ტივის მხარდაჭერა, რომელიც მნიშვნელოვნად 
ზრდის უნივერსიტეტების მიერ შექმნილი სამეც­
ნიერო და კულტურული ცოდნის გავრცელებას 
მთელ საზოგადოებაში. აკადემიურ საზოგადო­
ებაში ცოდნის გაცვლის პროცესების დაწყებისა 
და გაერთიანების ერთ-ერთ მძლავრ და წარმა­
ტებულ საშუალებას წარმოადგებს რეიტინგების 
გამოქვეყნება, რაც ზრდის აკადემიური პერსონა­
ლის პასუხისმგებლობას და ხელს უწყობს აუცი­
ლებელი გრძელვადიანი სტრატეგიების შემუშა­
ვებას. რანჟირების მიზანი არ არის მნახველების 
რაოდენობის მიხედვით ვებსაიტების შეფასება, 
მათი დიზაინის, გამოყენებადობის ან მათი შინა­
არსის პოპულარობის თვალსაზრისით. ვებ-ინ­
დიკატორები განიხილება, როგორც სანდო მა­
ხასიათებლები უნივერსიტეტების გლობალური 
წარმოჩენის კუთხით კორექტული, სრული და 
ღრმა შეფასებისათვის, რომლებიც ითვალისწინე­
ბენ დაწესებულებების აქტივობებს, მიღწეულ შე­
დეგებს და მათ მნიშვნელობას და გავლენას. აქვე 
უნდა აღინიშნოს, რომ საიმედო რანჟირება შესაძ­
ლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა უნივერსიტეტის 
შესახებ ინტერნეტში განთავსებული ინფორმაცია 
რეალურად ასახავს მის საქმიანობას. უკანასკნელ 
წლებში ინფორმაციის ინტერნეტში განთავსება 
წარმოადგებს ყველა უნივერსიტეტის სამომავ­
ლო განვითარების ერთ-ერთ უმნიშვნელოვანეს 
მიმართლებას, ვინაიდან ის უკვე წარმოადგენს 
აკადემიური თანამშრომლობის და დისტაციური 
სწავლების უმნიშვნელოვანეს საშუალებას, საზო­
გადოების კომუნიკაციის ღია ფორუმს და ნიჭიერი 
ახალგაზრდების, ფინანსური და სხვა რესურსების 
მოსაზიდად უნივერსიტეტების წარმოჩენის უნი­
ვერსალურ საშუალებას.

რანჟირების Webometrics სისტემა თითოეულ 
გამოცემაში აქვეყნებს უნივერსიტეტების მხოლოდ 
ერთ რანჟირებას. ინდიკატორების კომბინაცია 
წარმოადგენს საფუძვლიანი კვლევის შედეგს და 
არ არის ხელმისაწვდომი მომხმარებლების მიერ 
ინდივიდუალური შერჩევისათვის ამ მიმართულე­
ბის სათანადო ცოდნისა და გამოცდილების გა­
რეშე. ზოგიერთი რანჟირების სისტემა ერთი და 
იგივე მონაცემებზე დაყრდნობით აქვეყნებს საკ­
მარისად განსხვავებულ რეიტინგებს, რაც ზოგი­
ერთ შემთხვევაში შეიძლება იყოს უსარგებლო და 
დამაბნეველი. რანჟირების აღნიშნული სისტემა 
მოიცავს მსოფლიოს თითქმის ყველა უნივერსი­
ტეტს და არა მხოლოდ განვითარებული ქვეყნე­
ბის რამოდენიმე ასეულ საგანმანათლებლო და­
წესებულებას. რანჟირების Webometrics სისტემა 
უწყვეტად აწარმოებს კვლევას უკეთესი კლასიფი­
კაციის მისაღებად, ინდიკატორების ცვლილებით 
ან გამორიცხვით და წონების მოდელის მოდი­
ფიცირებით. რანჟირების სისტემები, რომლებიც 
ეფუძნებიან ბიბლიომეტრულ ანუ მხოლოდ სა­
მეცნიერო კვლევის მაჩვენებლებს ტენდენციურია 

ტექნოლოგიების, კომპიუტერული მეცნიერებების, 
სოციალური მეცნიერებების და ჰუმანიტარული 
დარგების მიმართ, რაც ხშირად შეადგენს მრა­
ვალპროფილიანი უნივერსიტეტის მეცნიერთა და 
სტუდენტთა ნახევარზე მეტს. რანჟირების Webo­
metrics სისტემა არაპირდაპირი გზით ზომავს აგ­
რეთვე უნივერსიტეტის სხვა აქტივობებს, კერძოდ, 
სწავლებას, ანუ ე.წ. მესამე მისიას, და ამისათვის 
ითვალისწინებს არა მხოლოდ უნივერსიტეტის 
აქტივობის სამეცნიერო მნიშვნელობას, არამედ 
ტექნოლოგიების წარმოებაში დანერგვის ეკონო­
მიკურ მიზანშეწონილობას, საზოგადოებრივ ღი­
რებულებას, კერძოდ, სოციალურ და კულტურულ 
მნიშვნელობას, ზემოქმედებას გარემოზე, და პო­
ლიტიკურ გავლენასაც კი. სამეცნიერო შედეგების 
რანჟირების Webometrics სისტემა აგროვებს მო­
ნაცემებს პუბლიკაციების ციტირების ღია ბიბლი­
ოგრაფიულ მონაცემთა ბაზიდან Google Scholar, 
რომელიც მოიცავს მთელი მსოფლიოს აკადემი­
ური გამოცემების საკმარისად დიდ ნაწილს.

რანჟირების Webometrics სისტემა ეყრდნო­
ბა კავშირების ანალიზს (Link Analysis) ხარისხია­
ნი შეფასებისათვის, რადგან ის უფრო ეფექტური 
მიდგომაა, ვიდრე ციტირების ანალიზი. ბიბლი­
ომეტრული მაჩვენებლები ითვლის მხოლოდ 
ფორმალურ აღიარებას მკვლევარებს შორის, 
მაშინ როცა კავშირების ანალიზი ითვალისწინებს 
არა მხოლოდ ბიბლიოგრაფიულ ციტირებებს, 
არამედ მესამე მხარის ჩართულობას უნივერსი­
ტეტის აქტივობებში. კვლევის შედეგების მასალე­
ბი წარმოადენს რანჟირების Webometrics სისტე­
მის ერთ-ერთ ძირითად მახასიათებელს, მაგრამ 
მოიცავს არა მხოლოდ ფორმალურ პუბლიკაცი­
ებს, როგორებიცაა გამოქვეყნებული ნაშრომები, 
აგრეთვე არაფორმალურ აკადემიურ კომუნიკა­
ციას. ინტერნეტში გამოქვეყნება უფრო იაფია და 
ამავე დროს ინარჩუნებს რეცენზირების პროცესის 
მაღალ სტანდარტებს. შესაბამის პუბლიკაციებს 
აქვთ გაცილებით ფართო პოტენციური მკითხვე­
ლის აუდიტორია და ხელმისაწვდომია მკვლევა­
რებისა და ინსტიტუტებისათვის განვითარებული 
ქვეყნებიდან და აგრეთვე ადგილობრივი საზოგა­
დოების მესამე პირებისათვის, კერძოდ, ეკონომი­
კური, ინდუსტრიული, პოლიტიკური ან კულტურუ­
ლი სფეროს წარმომადგენლებისათვის. 

რანჟირების Webometrics სისტემის ერთ-ერ­
თი მიზანია საგანმანათლებლო დაწესებულებებს 
და მეცნიერებს გაუძლიეროს მოტივაცია მათი აქ­
ტიურობების ინტერნეტში სათანადოდ განსათავ­
სებლად. იმ შემთხვევაში, როცა უნივერსიტეტის 
აქტიურობის ინტერნეტში ასახვა არის აკადემიური 
მიღწევების შესაბამის მოსალოდნელ პოზიციაზე 
ქვემოთ, მაშინ დაწესებულების ხელმძღვანელო­
ბამ უნდა გადახედოს ინტერნეტ პოლიტიკას და 
ხელი შეუწყოს ელექტორნული პუბლიკაციების 
მოცულობის და ხარისხის მნიშვნელოვან გაზრ­
დას. უნივერსიტეტის შერჩევისას სტუდენტებმა უნ­
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და გამოიყენონ დამატებითი კრიტერიუმები. რან­
ჟირების Webometrics სისტემა კარგად ასახავს 
უნივერსიტეტის განათლების ხარისხს და აკადე­
მიურ პრესტიჟს, მაგრამ გასათვალისწინებელია 
აგრეთვე სხვა არააკადემიური მაჩვენებლებიც.

შანჰაის რანჟირების სისტემის ერთ-ერთი მნიშ­
ვნელოვანი იდეა მდგომარეობდა შედგენილი ინ­
დიკატორის შემოტანაში, რომელშიც ინდიკატო­
რების სისტემას შეესაბამებოდა წონების სისტემა. 
ტრადიციული ბიბლიომეტრული ინდექსები აგე­
ბულია ფარდობებზე დაყრდნობით, მაგალითად, 
გარფილდის ჟურნალის იმპაქტ ფაქტორი (Gar­
fields' Journal Impact Factor), რომელიც ეფუძნება 
ხარისხოვანი კანონით განაწილების მქონე ცვლა­
დებს და უსარგებლოა დიდი და კომპლექსური 
ანალიზისათვის. ინგვერსენის (Ingwersen) მიერ 
1997 წელს შემოთავაზებული ვებ იმპაქტ ფაქტო­
რი (Web Impact Factor - WIF), რომელიც იყენებს 
ბმულების (links) L რაოდენობის შეფარდებას 
ვებგვერდების გვერდების W რაოდენობასთან 
L/W, აგრეთვე გამოუსადეგარია. შანჰაის მოდე­
ლის გათვალისწინებით რანჟირების Webometrics 
სისტემაში გამოყენებულია ინდიკატორი, რომე­
ლიც L/W შეფარდებას გარდაქმნის aL+bW ფორ­
მულის მიხედვით, სადაც L და W წინასწარ უნდა 
იყოს ნორმალიზებული და a და b წარმოადგენენ 
წონებს, რომელთა ჯამი 100% ტოლია. შედგენი­
ლი ინდიკატორი შეიძლება აგებული იყოს სხვა­
დასხვა ცვლადების და წონების სიმრავლეები­
სათვის ინდიკატორის შემქმნელის მიზნებისა და 
მოდელის გათვალისწინებით.

რანჟირების Webometrics სისტემის ანალიზის 
ერთეულს წარმოადგენს საგანმანათლებლო და­
წესებულების ინტერნეტ სივრცე. ამიტომ განიხი­
ლება მხოლოდ ის უნივერსიტეტები და კვლევითი 
ცენტრები, რომელთაც გააჩნიათ დამოუკიდებე­
ლი ვებ-სივრცეები. თუ დაწესებულებას გააჩნია 
ერთზე მეტი ძირითადი დამოუკიდებელი ვებ-სივ­
რცე, მაშინ გამოიყენება ორი ან რამოდენიმე შე­
სასვლელი სხვადასხვა ინტერნეტ მისამართებით. 
ამ შემთხვევაში განიხილება რამოდენიმე ვებ-სივ­
რცის რანჟირება, მაგრამ ქვეყნდება მხოლოდ 
მათ შორის საუკეთესო მაჩვენებლები. ძიების სის­
ტემების საშუალებით მიღებულ რაოდენობრივ 
მონაცემებზე დაყრდნობით მიიღება შემდეგი ოთ­
ხი ინდიკატორი: წარმოდგენილობა (Presence), 
ხილვადობა (Visibility or Impact), გამჭვირვალო­
ბა (Transparency or Openness), აკადემიური მიღ­
წევები (Excellence or Scholar). მოყვანილი ინდი­
კატორების კომბინირებისას წარმოდგენილობა 
ინდიკატორის წილი შეადგენს 10%, ხილვადობა 
ინდიკატორის - 50%, გამჭვირვალობა ინდიკა­
ტორის - 10%, ხოლო აკადემიური მიღწევები ინ­
დიკატორისა კი 30%. წარმოდგენილობა ასახავს 
დაწესებულების მთავარი ვებ-სივრცის ზომას ანუ 
გვერდების რაოდენობას განსაზღვრულს Google 
მიხედვით. ის მოიცავს ყველა ვებ-ქვესივრცეს და 

ყველა ტიპის ფაილს Adobe Acrobat (.pdf), Adobe 
PostScript (.ps), Microsoft Word (.doc) და Microsoft 
Powerpoint (.ppt) ტიპის მდიდარი ფაილების ჩათ­
ვლით. გვერდების საერთო რაოდენობის ჩარ­
თვა რეიტინგის დათვლისას განპირობებულია 
აკადემიური ინფორმაციის ახალი გლობალუ­
რი ბაზრის მოთხოვნილებებით, და შესაბამისად 
ინტერნეტი წარმოადგენს უნივერსიტეტების ინ­
ტერნაციონალიზაციის ადექვატურ პლატფორ­
მას. უნივერსიტეტის საქმიანობის და სტრუქტურის 
დაწვრილებითი და ეფექტური ასახვა ინტერნეტში 
შესაძლებლობას იძლევა მოიზიდოს სტუდენტები 
და მეცნიერები მთელი მსოფლიოდან. გვერდე­
ბის დიდი რაოდენობა, რომელიც წარმოდგენი­
ლია .pdf და .doc ფორმატებში მიუთითებს იმაზე, 
რომ განთავსებულია არა მხოლოდ ადმინისტ­
რაციული და ბიუროკრატიული ფორმები. ხილ­
ვადობა ახასიათებს ვებ-გვერდების მიერ გარე 
ქსელებიდან კავშირების საერთო რაოდენობას, 
რომელიც იანგარიშება Ahrefs და Majestic საშუ­
ალებით. ნორმალიზაციის შემდეგ აიღება ორი 
წყაროდან მიღებული მონაცემების მაქსიმუმი. 
უნივერსიტეტის ვებ-სივრცის მიერ მიღებული გა­
რე კავშირების რაოდენობა ახასიათებს გამოქვეყ­
ნებული მასალის ხილვადობას და გავლენას, და 
მათ ძირითად ნაწილს აქვს ბიბლიოგრაფიული 
ციტირების მსგავსი დატვირთვა. გამჭვირვალობა 
ასახავს ციტირებების რაოდენობას საუკეთესო ავ­
ტორებისაგან Google Scholar Citations მიხედვით. 
აკადემიური მიღწევები წარმოადგენს ყველაზე 
ციტირებული სტატიებიდან 10% შორის მოხვედ­
რილი სტატიების რაოდენობას განსაზღვრულს 
Scimago მიხედვით 26 დისციპლინაში. მონაცემები 
გროვდება ხუთი წლის (2010-2014) პერიოდისათ­
ვის. 	  

Webometrics წარმოადგენს შეფასებული უმაღ­
ლესი საგანმანათლებლო დაწესებულებების რა­
ოდენობის მიხედვით რანჟირების უმსხვილეს 
სისტემას, რომელიც მოიცავს მსოფლიოს 24 000 
მეტ დაწესებულებას. გამოცემის მიხედვით მო­
ნაცემები გროვდება იანვრის ან ივლისის თვეში 
1-ლი რიცხვიდან 20 რიცხვამდე. შეცდომების და 
ცდომილებების თავიდან ასაცილებლად თითოე­
ული ცვლადი განისაზღვრება სულ მცირე ორჯერ 
ამ პერიოდის განმავლობაში და აიღება უდიდესი 
მნიშვნელობა. ძიების საშუალებების ძლიერად 
არასტაბილურობის გამო სურათი შეიძლება შე­
იცვლოს თუ ძიება განხორციელდება მოგვიანე­
ბით. საძიებო სისტემა Google არის გეოგრაფი­
ულად დამოკიდებული და ამიტომ რანჟირების 
Webometrics სისტემისათვის გამოიყენება google.
com სარკისებური სივრცე, რომლის ინტერფეი­
სი ენაა ინგლისური, ხოლო ადგილმდებარეო­
ბა მადრიდი (ესპანეთი). საბოლოო რეიტინგები 
ქვეყნდება გვიან იანვარში ან ივლისში ჩვეულებ­
რივ 28 რიცხვის შემდეგ. აღნიშნულ სისტემაში არ 
არის გამოყოფილი სხვადასხვა ტიპის უნივერსი­
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ტეტები და ამიტომ რეიტინგულ სიაში კვლევითი 
უნივერსიტეტების გვერდზე წარმოდგენილია ად­
გილობრივი კოლეჯები და სასულიერო სემინა­
რიები. მიუხედავად ამისა შესაძლებელია აიგოს 
ქვერეიტიგები სათანადო კრიტერიუმების მიხედ­
ვით. ვინაიდან რანჟირების Webometrics სისტემა 
სისტემატურად და ზოგ გამოცემაში მნიშვნელოვ­
ნად ცვლის მეთოდოლოგიას, ამიტომ სხვადასხ­
ვა გამოცემების რეიტინგული შედეგები არ არის 
ერთმანეთთან სადარი. ამავე დროს რეიტინგულ 
სიებში დაწინაურება ყოველთვის არ ნიშნავს სა­
განმანათლებლო დაწესებულების საქმიანობის 
გაუმჯობესებას. აღნიშნულის გათვალისწინებით, 
რანჟირების Webometrics სისტემა თავის ვებ-
გვერდზე ათავსებს მხოლოდ მიმდინარე რეიტი­
გულ სიას, ხოლო რანჟირების წინა გამოცემები 
აღარ არის ხელმისაწვდომი.

რანჟირების Webometrics სისტემის ბოლო გა­
მოცემა გამოქვეყნდა 2017 წლის იანვარში, რომ­
ლის მიხედვით თსუ მსოფლიო რანჟირების 11995 
საფეხურიდან 1340 საფეხურზე იმყოფება (იხ. ნახ. 
1), ხოლო ევროპის 5963 საგანმანათლებლო და­
წესებულებიდან კი 539-ე ადგილზე (იხ. ნახ. 2). კავ­
კასიის საგანმანათლებლო დაწესებულებებს შო­
რის თსუ პირველ ადგილზეა და მნიშვნელოვნად 
უსწრებს უახლოეს საფეხურზე მყოფ ილიას უნი­
ვერსიტეტს (იხ. ნახ. 3), რომლის მსოფლიო რეი­
ტინგია 2079, სომხეთის საუკეთესო 2349 რეიტინ­
გის მქონე ერევანის სახელმწიფო უნივერსიტეტს 
და აზერბაიჯანის საუკეთესო 4121 რეიტინგის მქო­
ნე ბაქოს სახელმწიფო უნივერსიტეტს. 

აკადემიური აქტივობით უნივერსიტეტების 

რანჟირების სისტემა URAP [3] შეიქმნა 2009 წელს 
შუა აღმოსავლეთის ტექნიკური უნივერსიტეტის 
(Middle East Technical University) ინფორმატი­
კის ინსტიტუტის (Informatics Institute) კვლევით 
ლაბორატორიაში. აღნიშნული უნივერსიტეტი 
წარმოადგენს თურქეთის სახელმწიფო უნივერ­
სიტეტს, რომელიც მდებარეობს ანკარაში, და­
ფუძნებული იყო 1956 წელს და ამჟამად ამ უნი­
ვერსიტეტში სწავლობს დაახლოებით 26500 
სტუდენტი. კვლევითი ლაბორატორია URAP 
წარმოადგენს არამომგებიან ორგანიზაციას. მისი 
გუნდის წევრები არიან შუა აღმოსავლეთის ტექ­
ნიკური უნივერსიტეტის მკვლევარები, რომლებიც 
საზოგადოებრივ საწყისებზე მუშაობენ URAP ლა­
ბორატორიაში. URAP ლაბორატორიის მთავარი 
მიზანია განავითაროს რანჟირების სისტემა მსოფ­
ლიოს უნივერსიტეტების ფართო ქსელისათვის 
აკადემიურ მაჩვენებლებზე დაყრდნობით, რო­
მელიც განისაზღვრება სამეცნიერო პუბლიკაციე­
ბის ხარისხით და რაოდენობით. ამ მიზნის განსა­
ხორციელებლად 2010 წლიდან ყოველწლიურად 
ხორციელდება 2000 უმაღლესი საგანმანათლებ­
ლო დაწესებულების რანჟირება.

რანჟირების URAP სისტემის ძირითად მიზანს 
წარმოადგენს საგანმანათლებლო დაწესებულე­
ბის აკადემიური ხარისხის შეფასება. URAP ლა­
ბორატორია აგროვებს მონაცემებს დაახლოებით 
3500 უმაღლესი საგანმანათლებლო დაწესებუ­
ლებიდან იმისათვის, რომ შეაფასოს მათი აკა­
დემიური აქტივობა და მათ შორის 2000 საუკე­
თესოსათვის დგინდება რეიტინგული შეფასება. 
თითეული დაწესებულების მთლიანი შეფასება 
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ეფუძნება რამოდენიმე ინდიკატორს. რანჟირება 
მოიცავს უმაღლესი განათლების დაწესებულე­
ბებს სამთავრობო აკადემიური ინსტიტუციების 
გარდა, მაგალითად, ჩინეთის და რუსეთის მეცნი­
ერებათა აკადემიები, და სხვა. რანჟირების URAP 
სისტემა მთლიანად ეყრდნობა საიმედო ღია 
წყაროებიდან მიღებულ ობიექტურ ინფორმაცი­
ას. უნივერსიტეტების რანჟირება ხორციელდება 
რამოდენიმე კრიტერიუმის მიხედვით. არსებული 
რანჟირების სისტემების უმრავლესობა დამოკი­
დებულია დაწესებულების ზომაზე და დარგებზე. 
URAP ლაბორატორიის გუნდი ამჟამად ამუშა­
ვებს ახალ მეთოდოლოგიას, რათა შეამციროს 
ზომასა და დარგებზე დამოკიდებულება. რანჟი­
რების URAP სისტემის შემქმნელების მიზანი არ 

არის უნივერსიტეტებისათვის უკეთესის ან უარე­
სის სტატუსის მინიჭება. მათი ამოცანაა დაეხმარონ 
უნივერსიტეტებს და აკადემიური აქტივობის მაჩ­
ვენებელი ინდიკატორების საშუალებით განსაზ­
ღვრონ პოტენციური წინსვლის მიმართულებე­
ბი. სხვა რანჟირების სისტემების მსგავსად URAP 
სისტემაც არ არის არც ამომწურავი, არც სრულ­
ყოფილი და მიმდინარე კვლევების საფუძველ­
ზე მუდმივად განიცდის მოდიფიკაციას და გაუმ­
ჯობესებას. პირველ 2010-2011 წლის გამოცემაში 
გამოყენებულია 6 განსხვავებული დარგი, სახელ­
დობრ, საინჟინრო დარგი, სოფლის მეურნეობა/
გარემოს შემსწავლელი მეცნიერებები, მედიცინა, 
სიცოცხლის შემსწავლელი მეცნიერებები, საბუ­
ნებისმეტყველო მეცნიერებები და სოციალური 

ნახ. 2

ნახ. 3
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მეცნიერებები. 2016 წელს რანჟირებისას გამო­
ყენებული დარგების რაოდენობა გაიზარდა 41-
მდე, რომელთა შერჩევა ეფუძნება ავსტრალიის 
და ახალი ზელანდიის კვლევის კლასიფიკაციის 
სტანდარტს (Australian and New Zealand Standard 
for Research Classification) [4]. ამ გაფართოების 
მიზეზს წარმოადგენს URAP მსოფლიო დარგე­
ბის რანჟირებისას უმაღლესი საგანმანათლებლო 
დაწესებულებებიდან ხშირი მოთხოვნა ქვედარგე­
ბად უფრო დეტალურ დაყოფაზე.

რანჟირების URAP სისტემის 2016-2017 გამო­
ცემა ეფუძნება აკადემიური აქტივობის 6 ინდიკა­
ტორს: სტატია (Article), ციტირება (Citation), სრუ­
ლი ნაშრომი (Total Document), ნაშრომის სრული 
იმპაქტი (Article Impact Total), ციტირების სრული 
იმპაქტი (Citation Impact Total), საერთაშორისო 
თანამშრომლობა (International Collaboration). 
ვინაიდან URAP სისტემა რანჟირებისას ეყრდნო­
ბა აკადემიურ აქტივობას, ამიტომ პუბლიკაციები 
წარმოადგენს რანჟირების მეთოდოლოგიის სა­
ფუძველს. მხედველობაში მიიღება პუბლიკაციე­
ბის როგორც რაოდენობა, ასევე ხარისხი და სა­
ერთაშორისო სამეცნიერო თანამშრომლობა. 

ინდიკატორი სტატია წარმოადგენს მიმდინა­
რე სამეცნიერო პროდუქტიულობის საზომს, რაც 
მოიცავს 2015 წელს გამოქვეყნებულ ნაშრომებს, 
რომლებიც ინდექსირებულია Web of Science და 
InCites მიერ. სტატიაში იგულისხმება ორიგინა­
ლური სტატია, მიმოხილვა ან ანონსი. ამ ინდიკა­
ტორის წყაროს წარმოადგენს InCites და მისი წო­
ნა რეიტინგულ შეფასებაში შეადგენს 21%. 

ინდიკატორი ციტირება ახასიათებს კვლევის 
გავლენას და იზომება 2011-2015 წელს გამოქვეყ­
ნებული და Web of Science მიერ ინდექსირებული 
სტატიების მიერ 2011-2015 წლებში მიღებული ცი­
ტირებების საერთო რაოდენობით. ამ ინდიკატო­
რის წყაროს წარმოადგენს InCites და მისი წონა 
რეიტინგულ შეფასებაში შეადგენს 21%.

სრული ნაშრომი ასახავს სამეცნიერო პრო­
დუქტიულობის უწყვეტობას და მდგრადობას და 
იზომება 2011-2015 წლებში გამოქვეყნებული ყვე­
ლა სამეცნიერო ნაშრომით, რაც ჟურნალებში გა­
მოქვეყნებულ ნაშრომებთან ერთად მოიცავს კონ­
ფერენციის თეზისებს და შრომებს, მიმოხილვებს, 
წერილებს, დისკუსიებს, ლექციების მასალებს. ამ 
ინდიკატორის წყაროს წარმოადგენს Web of Sci­
ence და მისი წონა რეიტინგულ შეფასებაში შეად­
გენს 10%.

ნაშრომის სრული იმპაქტი (Article Impact Total) 
წარმოადგენს სამეცნიერო პროდუქტიულობის 
საზომს, რომელიც კორექტირებულია 41 დარგში 
2011-2015 პერიოდში მსოფლიო CPP(i,world) მიმართ 
ნორმალიზებული უნივერსიტეტის i-ური დარგის 
CPPi კოეფიციენტით, სადაც CPP(i,world) წარმოად­
გენს მსოფლიოში i-ური დარგის ციტირებების რა­
ოდენობას ერთ პუბლიკაციაზე გათვლით, ხოლო 
CPPi კი უნივერსიტეტში i-ური დარგის ციტირებე­

ბის რაოდენობას ერთი პუბლიკაციაზე გათვლით. 
უნივერსიტეტის CPPi და მსოფლიო CPP(i,world) შე­
ფარდება უჩვენებს, რომ ინსტიტუტის შესაბამი­
სი დარგის აღიარება არის მსოფლიო საშუალო 
დონის ზემოთ თუ ქვემოთ. ეს შეფარდება მრავლ­
დება შესაბამის დარგში პუბლიკაციების რაოდე­
ნობაზე და მიღებული მახასიათებლები იკრიბება 
დარგების მიხედვით. აღნიშნულის გათვალისწი­
ნებით, ნაშრომის სრული იმპაქტი AIT გამოითვ­
ლება შემდეგი ფორმულის მიხედვით

სადაც Ai წარმოადგენს უნივერსიტეტის i-ური 
დარგის ნაშრომების რაოდენობას. AIT ინდიკა­
ტორის მიზანია დააბალანსოს უნივერსიტეტის სა­
მეცნიერო პროდუქტიულობა თითოეულ დარგში 
პუბლიკაციების დარგების მიხედვით ნორმალიზე­
ბული იმპაქტით. ამ ინდიკატორის წყაროს წარმო­
ადგენს InCites და მისი წონა რეიტინგულ შეფასე­
ბაში შეადგენს 18%.

ციტირების სრული იმპაქტი წარმოადგენს სა­
მეცნიერო შედეგების გავლენის საზომს, რომე­
ლიც კორექტირებულია 41 დარგში 2011-2015 
პერიოდში მსოფლიო CPP(i,world) მიმართ ნორმა­
ლიზებული უნივერსიტეტის i-ური დარგის CPPi 
კოეფიციენტით. უნივერსიტეტის CPPi და მსოფ­
ლიო CPP(i,world) შეფარდება უჩვენებს ინსტიტუტის 
შესაბამისი დარგის აღიარება მსოფლიო საშუა­
ლო დონის ზემოთ არის თუ ქვემოთ. ეს შეფარ­
დება მრავლდება შესაბამის დარგში პუბლიკაცი­
ების ციტირებაზე და მიღებული მახასიათებლები 
იკრიბება დარგების მიხედვით. აღნიშნულის გათ­
ვალისწინებით, ციტირების სრული იმპაქტი CIT 
გამოითვლება შემდეგი ფორმულის მიხედვით

სადაც Ci წარმოადგენს უნივერსიტეტის i-ური 
დარგის ნაშრომების ციტირებების რაოდენობას. 
ამ ინდიკატორის მიზანია დააბალანსოს უნივერ­
სიტეტის სამეცნიერო იმპაქტი თითოეულ დარგში 
პუბლიკაციების დარგების მიხედვით ნორმალიზე­
ბული იმპაქტით. CIT ინდიკატორის წყაროს წარ­
მოადგენს InCites და მისი წონა რეიტინგულ შეფა­
სებაში შეადგენს 15%.

საერთაშორისო თანამშრომლობა წარმოად­
გენს უნივერსიტეტის მსოფლიო კავშირების სა­
ზომს. საერთაშორისო თანამშრომლობის ინდი­
კატორის გამოთვლის საფუძველს წარმოადგენს 
2011-2015 პერიოდში უცხოურ უნივერსიტეტებთან 
თანამშრომლობით გამოქვეყნებული სტატიების 
საერთო რაოდენობა. ამ ინდიკატორის წყაროს 
წარმოადგენს InCites და მისი წონა რეიტინგულ 
შეფასებაში შეადგენს 15%. 
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რანჟირების URAP სისტემის 2016-2017 გამო­
ცემაში გამოყენებულია ბიბლიომეტრული მო­
ნაცემები Thomson Reuters' InCites კვლევის ანა­
ლიზის [5] დახმარებით, რომელიც იძლევა Web 
of Science მონაცემთა ბაზაში არსებული დაწესე­
ბულებების შესაბამის ინფორმაციას. InCites მო­
ნაცემთა ბაზაში არსებული 5914 უმაღლესი სა­
განმანათლებლო დაწესებულებიდან ჯერ ხდება 
იმ დაწესებულებების შერჩევა, რომელთაც გა­
აჩნიათ ოთხწლიანი საბაკალვრო პროგრამა. 
გამოყოფილი 3556 უმაღლესი საგანმანათლებ­
ლო დაწესებულებიდან შერჩეულია 2442 ისეთი, 
რომელთაც 2015 წელს გამოქვეყნებული აქვთ 
50 ან მეტი ნაშრომი. დამუშავებულია მათი მო­
ნაცემები და მათგან 2000 დაწესებულებისათვის 
დადგენილი რეიტინგები. რანჟირებისას გა­
მოყენებული 41 დარგი ეფუძნება ავსტრალიის 
კვლევის საბჭოს მიერ Web of Science ინდექსი­
რებული ჟურნალებისათვის შექმნილი დარგე­
ბის კლასიფიკატორს [6]. რანჟირების დროს 
მონაცემთა სიმრავლიდან ამოღებულია CERN-
თან თანამშრომლობით გამოქვეყნებული სტა­
ტიები, რადგან უკანასკნელ წლებში გაიზარდა 
მათ მიერ გამოქყვეყნებული მრავალავტორია­
ნი და მაღალი ციტირების მქონე სტატიები, რაც 
უსამართლო უპირატესობას ანიჭებს რანჟირე­
ბის სისტემაში უნივერსიტეტების დიდ რაოდე­
ნობას. მაგალითად, ნაშრომს “Observation of a 
new particle in the search for the Standard Model 
Higgs boson with the ATLAS detector at the LHC”, 
რომელიც გამოქვეყნებულია Physics Letters B 
ATLAS ჯგუფის მიერ ჰყავდა 2918 ავტორი 267 
დაწესებულებიდან და ჰქონდა 3462 ციტირება 
2016 წლის ოქტომბრისათვის. 

რანჟირების URAP სისტემისათვის მონაცემები 
გროვდება Web of Science და სხვა წყაროებიდან, 
რომლებშიც მოცმულია უმაღლესი განათლების 
დაწესებულებების სიები. რანჟირების საიმედოო­
ბა ძირითადად დამოკიდებულია გამოყენებული 
მონაცემების ხარისხზე. საიმედო მონაცემების მი­
საღებად გამოიყენება მონაცემთა წინასწარი და­

მუშავების და გასუფთავების მეთოდები. რეიტინ­
გული სიების შესადგენად გამოყენებული ნედლი 
ბიბლიომეტრული მონაცემების სტატისტიკური 
ანალიზი უჩვენებს, რომ მათ აქვთ ძალიან გა­
დახრილი განაწილებები. აქედან გამომდინარე, 
ინდიკატორების მნიშვნელობები, რომლებიც მე­
ტია ან ნაკლებია მედიანაზე წრფივად არიან დაჯ­
გუფებული ორ ჯგუფად. ინდიკატორებისათის 
წონების დადგენა ხდება ექსპერტთა ჯგუფის მო­
ნაწილეობით დელფი (Deplhi) სისტემის გამოყე­
ნებით. რანჟირების URAP სისტემის მაქსიმალური 
რეიტინგი შეადგენს 600 ქულას და ნაწილდება 6 
ინდიკატორზე ზემომოყვანილი პროცენტული თა­
ნაფარდობის მიხედვით.

რანჟირების URAP სისტემის ბოლო გამოცემა 
გამოქვეყნდა 2016 წლის ოქტომბერში, რომლის 
მიხედვით თსუ მსოფლიო რანჟირებულ 2000 უნი­
ვერსიტეტს შორის 1468-ე ადგილზე იმყოფება 
(იხ. ნახ. 4), ხოლო საქართველოსა და კავკასი­
ის საგანმანათლებლო დაწესებულებებს შორის 
თსუ პირველ ადგილზეა და უსწრებს URAP რე­
იტინგულ სიაში პირველად მოხვედრილ ილიას 
უნივერსიტეტს, რომლის მსოფლიო რეიტინგია 
1577, სომხეთის საუკეთესო ერევანის სახელმ­
წიფო უნივერსიტეტის რეიტინგია 1639, აზერბაი­
ჯანის უნივერსიტეტები კი რანჟირების 2016-2017 
წლის გამოცემაში მოხვედრილი არ არის, ხოლო 
წინა 2015-2016 წლის გამოცემაში აზერბაიჯანის 
საუკეთესო ბაქოს სახელმწიფო უნივერსიტეტის 
რეიტინგი 1872 ტოლი იყო. უნდა აღინიშნოს, რომ 
თსუ მოხვდა რანჟირების URAP სისტემის პირვე­
ლივე გამოცემაში და სტაბილურად ინარჩუნებს 
ადგილს ამ რეიტინგულ სიაში. პირველ 2010-2011 
წლის გამოცემაში თსუ-ს რეიტინგმა შეადგინა 
1594, 2011-2012 წლის გამოცემაში რეიტინგი ტო­
ლი იყო 1600, შემდეგ თსუ-ს რეიტინგი სისტემატუ­
რად უმჯობესდებოდა და საუკეთესო მაჩვენებე­
ლი 985 ჰქონდა 2014-2015 გამოცემაში, 2015-2016 
წლის გამოცემაში თსუ რეიტინგი იყო 1001. თსუ 
რეიტინგების ამსახველი დიაგრამა მოყვანილია 
ნახ. 5-ზე. 

ნახ. 4
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ჩვენს მიერ განხილული რანჟირების Webo­
metrics და URAP სისტემებში თსუ წარმატება გვიჩ­
ვენებს, რომ მიუხედავად მრავალი ობიექტური და 
სუბიექტური პრობლემისა უნივერსიტეტს უკავია 
ღირსეული ადგილი მსოფლიოს უმაღლეს სა­
განმანათლებლო დაწესებულებებს შორის, რაც 

უდავოდ მეტყველებს მისი კოლექტივის დიდ პე­
დაგოგიურ და სამეცნიერო პოტენციალზე, რომ­
ლის სათანადოდ განვითარების შემთხვევაში თსუ 
შეძლებს დაიმკვიდროს ადგილი მსოფლიოს მო­
წინავე უნივერსიტეტებს შორის.

ნახ. 5

ავტორის ელექტრონული ფოსტის მისამართი:
gia.avalishvili@tsu.ge

1.	 J. Shin, R. Toutkoushian, U. Teichler, Univer­
sity Rankings: Theoretical Basis, Methodol­
ogy and Impacts on Global Higher Education, 
Springer Netherlands, 2011. 

2.	 http://www.webometrics.info/en
3.	 http://www.urapcenter.org/2016/
4.	 http://www.abs.gov.au/Ausstats/abs@.nsf/Lates

tproducts/4AE1B46AE2048A28CA2574180004
4242?opendocument

5.	 http://researchanalytics.thomsonreuters.com/
incites

6.	 http://www.arc.gov.au/sites/default/files/filede­
pot/Public/ERA/ERA%202015/ERA_2015_
Discipline_Matrix.pdf

ლიტერატურა
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ტრა­დი­ცი­უ­ლი სა­ფა­კულ­ტე­ტო-
სა­მეც­ნი­ე­რო კონ­ფე­რენ­ცი­ე­ბი თსუ-ს 
ზუსტ და სა­ბუ­ნე­ბის­მეტ­ყ­ვე­ლო
მეც­ნი­ე­რე­ბა­თა ფა­კულ­ტეტ­ზე

თეიმურაზ ნადარეიშვილი

ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა დოქტორი;
ასისტენტ-პროფესორი;

ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის
სახელმწიფო უნივერსიტეტის ზუსტ და 

საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა
ფაკულტეტის ფიზიკის დეპარტამენტი.

გაზეთ „თბილისის უნივერსიტეტის“
რედკოლეგიის წევრი

მაია ტორაძე

ჟურნალისტიკის დოქტორი;
ასოცირებული   პროფესორი;

ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის
სახელმწიფო  უნივერსიტეტის სოციალურ

და პოლიტიკურ მეცნიერებათა ფაკულტეტის  
ჟურნალისტიკისა და მასობრივი კომუნიკაციის 

დეპარტამენტი. გაზეთ „თბილისის
უნივერსიტეტის“ მთავარი სპეციალისტი

სტატისტიკისთვის მოვიყვანთ, რომ 2013 წელს, 
უნივერსიტეტის დაარსებიდან 95-ე წლისთავი­
სადმი მიძღვნილ კონფერენციაზე 35-მა სამეცნი­
ერო სექციამ იმუშავა და მასზე 350-მდე მოხსენე­
ბა წარადგინეს როგორც მეცნიერ-მკვლევრებმა, 
ასევე დოქტორანტებმა; 2014 წელს 10-მა სექციამ 
იმუშავა და 280 სამეცნიერო მოხსენება იყო წარ­
დგენილი; 2015 წელს იმუშავა 8 სექციამ და მათზე 
250-ზე მეტი მოხსენება იქნა წარდგენილი, 

კონფერენციებზე მეცნიერები, ტრადიციუ­
ლად, დარგების მიხედვით იყვნენ გადანაწილე­
ბული, მათემატიკის, კომპიუტერული მეცნიერებე­
ბის, გეოგრაფიის, გეოლოგიის, ელექტრული და 
ელექტრონული ინჟინერიის, ქიმიის, ბიოლოგიის, 
ფიზიკის სექციებში. ასევე მუშაობდა ინტერდის­
ციპლინური სექციები მათემატიკასა და კომპიუტე­

თსუ-ის ზუსტ და საბუნებისმეტყვე­
ლო მეცნიერებათა ფაკულტეტი 2013 
წლიდან ატარებს ყოველწლიურ სა­
ფაკულტეტო კონფერენციას. 
კონფერენციები, რომელბზეც განვ­
ლილ 2013-2016 წლებში თბილისის 
სახელმწიფო უნივერსიტეტის ზუსტ 
და საბუნებისმეტყველო მეცნიერე­
ბათა ფაკულტეტის ყველა დეპარტა­
მენტის მიერ ასეულობით  სამეცნი­
ერო მოხსენება იქნა წარდგენილი, 
პროფესორ რამაზ ბოჭორიშვილის 
ინიციატივით დაფუძნდა  და მაღალ 
სამეცნიერო დონეზე ჩატარდა.
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რულ მეცნიერებებში და ბიოლოგიასა და ფიზიკა­
ში. 

სამეცნიერო მოხსენებები, რომლებიც თსუ-
ის მეცნიერებმა კონფერენციაზე წარმოადგინეს, 
თემატიკის მიხედვით თანამედროვე სამეცნიერო 
ტენდენციებს ეხმიანებოდა.

საფაკულტეტო კონფერენცია ყოველ ჯერზე 
სრულდება პლენარული სხდომებით, რომელზეც 
ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფა­
კულტეტის მიმართულებების ხელმძღვანელები 
საანგარიშო მოხსენებებით წარდგებიან მიმართუ­
ლებებზე მიმდინარე სამეცნიერო კვლევებისა და 
ზოგადად არსებული მდგომარეობის შესახებ. 

პლენარულ სხდომებზე ასევე ისმენენ მიმარ­
თულებებიდან შერჩეულ მეცნიერთა მოხსენებებს. 

მესამე საფაკულტეტო კონფერენციაზე ახალ 
ტრადიციას ჩაეყარა საფუძველი. გადაწყდა, 
გარკვეული სექციების მუშაობა მიძღვნოდა იმ 
ქართველი მეცნიერების ხსოვნას, რომლებმაც 
მნიშვნელოვანი როლი შეასრულეს დარგის გან­
ვითარებაში. 2015 წელს მათემატიკის სექციის 
მუშაობა მიეძღვნა გამოჩენილი ქართველი მეც­
ნიერის, აკადემიკოს შალვა მიქელაძის ხსოვნას; 
ხოლო ბიოლოგიის სექციის მუშაობა - ქართული 
ფიზიოლოგიური სკოლის ფუძემდებლის აკადე­
მიკოს ივანე ბერიტაშვილის ხსოვნას.

განსაკუთრებით უნდა აღინიშნოს მეოთხე სა­
ფაკულტეტო კონფერენცია, რომელიც 2016 წელს 
ჩატარდა და მიეძღვნა ივანე ჯავახიშვილის დაბა­
დებიდან 140 წლისთავს. კონფერენციაზე იმუშავა 
მათემატიკის, კომპიუტერული მეცნიერებების, ფი­
ზიკის, ელექტრონიკის, ქიმიის, ბიოლოგიის, გე­
ოგრაფიის და გეოლოგიის სექციებმა.

კონფერენციაზე ტრადიცია გაგრძელდა და 
მათემატიკის სექციის მუშაობა მიეძღვნა აკადემი­
კოს ანდრო ბიწაძის დაბადებიდან 100 წლისთავს; 
ბიოლოგიის სექცია - საქართველოს მეცნიერე­
ბათა აკადემიის წევრ-კორესპონდენტ გრიგოლ 
თუმანიშვილის დაბადებიდან 90 წლისთავს; გე­
ოგრაფიის სექცია - საქართველოს მეცნიერება­
თა აკადემიის წევრ-კორესპონდენტ ალექსანდრე 
ასლანიკაშვილის დაბადებიდან 100 წლისთავს; 
გეოლოგიის სექცია - პროფესორ ვლადიმერ ქო­
იავას დაბადებიდან 90 წლისთავს. 

ივანე ჯავახიშვილის დაბადებიდან 140 წლის­
თავის აღსანიშნავად ფაკულტეტზე მომზადდა 
ბროშურა, რომელშიც გამოკვეთილია ივანე ჯა­
ვახიშვილის როლი თბილისის სახელმწიფო 
უნივერსიტეტში მათემატიკისა და საბუნებისმეტყ­
ველო მეცნიერებების დაფუძნებასა და განვითა­

რებაში. ბროშურის ავტორებია თსუ-ის ზუსტ და 
საბუნებისმეტველო მეცნიერებათა ფაკულტეტის 
პროფესორი რამაზ ბოჭორიშვილი და ასოცირე­
ბული პროფესორი თამარ ჭელიძე, რედაქტორი 
ასოცირებული პროფესორი გურამ ქუთელია. 
„ივანე ჯავახიშვილი არა მარტო უნივერსიტეტის 
ერთ-ერთი დამაარსებელი, არამედ სიბრძნისმეტ­
ყველების ფაკულტეტის დეკანიც იყო და იმ დროს 
სწორედ ამ ფაკულტეტის ნაწილს წარმოადგენდა 
მათემატიკა და საბუნებისმეტყველო მეცნიერე­
ბები. ივანე ჯავახიშვილის კარგად გააზრებული 
ხედვა უნივერსიტეტის მოწყობის შესახებ იმაშიც 
გამოიხატა, რომ ეს დარგები უნივერსიტეტში და­
არსების დღიდან არის წარმოდგენილი და მათ 
გასული 98 წლის განმავლობაში განვითარების 
შესაძლებლობა მიეცა. ივანე ჯავახიშვილს საქმი­
სადმი განსხვავებული მიდგომა რომ ჰქონოდა, 
ძნელი სათქმელია, თუ როგორ მოხდებოდა სა­
ქართველოში მეცნიერების განვითარება“, - ნათ­
ქვამია ბროშურაში, რომელიც კონფერენციის მო­
ნაწილეებს დაურიგდა. 

კონფერენციის სექციებზე საანგარიშო წელს 
მიღებული სამეცნიერო შედეგები წარმოადგინეს 
ფაკულტეტის აკადემიურმა პერსონალმა, ფა­
კულტეტთან არსებულმა სამეცნიერო კვლევითი 
ინსტიტუტების და სასწავლო-სამეცნიერო ლა­
ბორატორიების თანამშრომლებმა, მოწვეულმა 
მომხსენებლებმა და სტუდენტებმა. 

როგორც ცნობილია, 2015 წლიდან თსუ-ში და­
იწყო მიზნობრივი სამეცნიერო პროგრამის გან­
ხორციელება, რომლის ფარგლებშიც ხდებოდა 
სტუდენტების მონაწილეობით სამეცნიერო პრო­
ექტების დაფინანსება. ზუსტ და საბუნებისმეტყვე­
ლო მეცნიერებათა ფაკულტეტზე 2015 წელს და­
ფინანსდა 16 სამეცნიერო პროექტი, რომელშიც 
56 სტუდენტი მონაწილეობდა. საფაკულტეტო 
კონფერენციაზე შესაბამის სექციებზე წარმოდგე­
ნილი იყო მიზნობრივი პროექტების ფარგლებში 
მიღებული სამეცნიერო შედეგები; მოხსენებების 
ნაწილი წარმოადგინეს პროექტებში მონაწილე 
სტუდენტებმაც.

პროექტების შემაჯამებელი ანგარიშები წარ­
მოდგენილი იყო პლენარულ სექციაზე, რომლი­
თაც ტრადიციულად იხურება კონფერენცია. 

წინა წლებში პლენარულ სესიაზე თითოეული 
დეპარტამენტის ხელმძღვანელი წარადგენდა 
დეპარტამენტის შემაჯამებელ სამეცნიერო ანგა­
რიშს. 2016 წელს კი დეპარტამენტების სამეცნიე­
რო ანგარიშების წარმოდგენა მოხდა სტენდური 
მოხსენების სახით, რაც უფრო ინფორმაციული და 
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აღქმადი აღმოჩნდა. კონფერენციაზე დამსწრე სა­
ზოგადოება ბევრ ახალ საინტერესო სამეცნიერო 
შედეგებს გაეცნო. შედეგების ნაწილი წარდგენი­
ლი ან მიღებული არის მაღალრეიტინგულ (ტომ­
სონის კლასიფიკატორით იმპაქტ-ფაქტორის 
მქონე) სამეცნიერო გამოცემებში. შრომების დიდი 
ნაწილი შესრულებულია სხვადასხვა უცხოურ უნი­
ვერსიტეტებთან და სამეცნიერო ცენტრებთან სა­
მეცნიერო კოლაბორაციის ფარგლებში. 

ამგვარი დიდი და მრავალფეროვანი კონფე­
რენციის გამართვა რთულია. კონფერენცია წარ­
მატებული რომ იყოს ყოველწლიურად ხდება 
ფორმატის დახვეწა მიღებული გამოცდილების 

საფუძველზე. ბოლო ხანებში ორი მოსაზრება ყვე­
ლაზე უფრო ხშირად განიხილება: 1) ზოგიერთი 
სექციის საერთაშორისო კონფერენციად გარდაქ­
მნა; 2) ზოგი დიდი დარგობრივი სექციის ქვესექ­
ციებად დაყოფა და დარგობრივი პლენარული 
სესიების ორგანიზება. ამ ფონზე 2017 წლისთვის 
ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფა­
კულტეტის ტრადიციული კონფერენცია კიდევ 
უფრო წარმომადგენლობითი იქნება.

მომზადებულია
თსუ საზოგადოებასთან ურთიერთობის

სამსახურის მასალების მიხედვით
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ინ­სტრუქ­ცია ავ­ტო­რე­ბის­თვის
1.	 სტა­ტია აკ­რე­ფი­ლი უნ­და იყ­ოს Sylfaen-ში, შრიფ­ტის ზო­მა 11, სტრი­ქო­ნებს შო­რის ინ­ტერ­ვა­ლი 1,5, სიტყვებს 

შო­რის 1 ინ­ტერ­ვა­ლი, გვერ­დის მინდვრები - Normal.
2.	 სტა­ტია ფორ­მდე­ბა შემ­დეგ­ნა­ირ­ად: სტა­ტი­ის სა­თა­ური (შრიფ­ტის ზო­მა 14 Bold), სა­ხე­ლი და გვა­რი (შრიფ

ტის ზო­მა 12 Bold), წო­დე­ბა, თა­ნამ­დე­ბო­ბა, სა­მუ­შაო ად­გი­ლი (შრიფ­ტის ზო­მა 11).
3.	 ავ­ტორ(ებ)ის/მთარ­გმნელ(ებ)ის ფო­ტო­სუ­რა­თი თავ­სდე­ბა სა­თა­ურ­ის გვერ­დით მარ­ჯვე­ნა მხა­რეს.
4.	 ფორ­მუ­ლე­ბი და სიმ­ბო­ლო­ები იკ­რი­ფე­ბა Microsoft Eq.-ით. თუ ფორ­მუ­ლა ორ სტრი­ქონს იკ­ავ­ებს უნ­და გა

იყ­ოს (რე­დაქ­ტი­რე­ბის გა­ად­ვი­ლე­ბის მიზ­ნით).
5.	 ქვე­სა­თა­ური გა­მო­იყ­ოფა იმ­ავე ზო­მის  Bold შრიფ­ტით. ტექ­სტი გრძელ­დე­ბა იმ­ავე სტრი­ქონ­ზე. 
6.	 აბ­ზა­ცი­სათ­ვის გა­მო­იყ­ენ­ება Tab.
7.	 ნა­ხა­ტე­ბი, ნა­ხა­ზე­ბი, ცხრი­ლე­ბი და სხვა არ­ატ­ექ­სტუ­რი გა­მო­სა­ხუ­ლე­ბე­ბი უნ­და იყ­ოს მა­ღა­ლი გარ­ჩე­ვა­დო­ბის 

ნა­ხა­ტის ტი­პის ჩა­ნარ­თე­ბი. ის­ინი უნ­და იყ­ვნენ გა­და­ნომ­რი­ლე­ბი, შე­სა­ბა­მი­სი მი­თი­თე­ბა გა­კეთ­დე­ბა ტექ­სტში 
(ში­ნა­არ­სობ­რი­ვი და ვი­ზუ­ალ­ური მხა­რის კო­რექ­ტი­რე­ბი­სათ­ვის). გრა­ფი­კულ გა­მო­სა­ხუ­ლე­ბა­ზე, მაგ.  ნახ. 1,  
წარ­წე­რა კეთ­დე­ბა 10 ზო­მის შრიფ­ტით. 

8.	 ლი­ტე­რა­ტუ­რის ცი­ტი­რე­ბა ხდე­ბა ქრო­ნო­ლო­გი­ურ­ად (და არა ავ­ტო­რის გვა­რე­ბის ალ­ფა­ვი­ტის შე­სა­ბა­მი
სად): სტა­ტი­ის ბო­ლოს, შუ­აში, იწ­ერ­ება - ლი­ტე­რა­ტუ­რა, [] სიმ­ბო­ლო­ში იწ­ერ­ება ნო­მე­რი (ას­ეთ­ივე აღ­ნიშ­ვნა 
იხ­მა­რე­ბა ტექ­სტში),   გვა­რი და ინ­იცი­ალ­ები, წიგ­ნის, სტა­ტი­ის (ან ინ­ტერ­ნეტ რე­სურ­სის მი­სა­მარ­თი) სრუ­ლი 
ბიბ­ლი­ოგ­რა­ფი­ული მო­ნა­ცე­მე­ბი: გა­მომ­ცემ­ლო­ბა (წიგ­ნის შემ­თხვე­ვა­ში), ტო­მი, ნო­მე­რი, გვერ­დე­ბი, წე­ლი. 
ლი­ტე­რა­ტუ­რის მი­თი­თე­ბა ხდე­ბა იმ ენ­აზე, რო­მე­ლი წყა­რო­თიც  ავ­ტო­რი სარ­გებ­ლობ­და.

9.	 ტექ­სტუ­რი ჩა­ნარ­თე­ბი გა­კეთ­დეს Tex Box-ის სა­შუ­ალ­ებ­ით. რო­მელ­ში­დაც, ის­ევე რო­გორც მთე­ლი ტექ­სტის 
კი­დე­ები სწორ­დე­ბა მარ­ჯვნივ და მარ­ცხვივ ფორ­მა­ტი­რე­ბის სა­შუ­ალ­ებ­ით.

10.	 Word ფა­ილ­თან ერ­თად ავ­ტორ­მა უნ­და წარ­მო­ად­გი­ნოს PDF ფა­ილ­იც, რი­თაც მი­ან­იშ­ნებს რე­დაქ­ტორს 
სტა­ტი­ის ვი­ზუ­ალ­ურ მხა­რე­ზე. აქ იგ­ულ­ის­ხმე­ბა ის, რომ  ჩა­ნარ­თებ­მა არ უნ­და და­იკ­ავ­ოს გვერ­დის მნიშ­ვნე
ლო­ვა­ნი ნა­წი­ლი, ე.ი. ნა­ხა­ტის ტი­პის ჩა­ნარ­თე­ბი არ უნ­და იყ­ოს დი­დი ან ბევ­რი, ან არ დარ­ჩეს გვერ­დზე ტექ
სტის გა­რე­შე ბევ­რი თა­ვი­სუ­ფა­ლი ად­გი­ლი).

11.	 გვერ­დე­ბი არ ინ­ომ­რე­ბა.
12.	 ტექ­სტში, თე­ორ­ემა, დე­ბუ­ლე­ბა, გან­მარ­ტე­ბა ან სხვა მნიშ­ვნე­ლო­ვა­ნი ცნე­ბა (ავ­ტო­რის შე­ხე­დუ­ლე­ბი­სა­მებრ) 

გა­მო­იყ­ოფა Italic-ით. შრი­ტის გან­სხვა­ვე­ბუ­ლი  ფე­რი ტექ­სტში არ იხ­მა­რე­ბა.
13.	 თე­ორ­ემ­ის, დე­ბუ­ლე­ბის დამ­ტკი­ცე­ბის დაწყე­ბა ან დამ­თავ­რე­ბა რა­იმე ნიშ­ნით არ გა­მო­იყ­ოფა.
14.	 სტა­ტი­ას ბო­ლო­ში, მარ­ჯვე­ნა კუთხე­ში 10 ზო­მის შრიფ­ტით მი­უთ­ით­ეთ ავ­ტო­რის ელ­ექ­ტრო­ნუ­ლი მი­სა­მარ

თი. კორ­პო­რა­ცი­ული ელ­ექ­ტრო­ნუ­ლი ფოს­ტის გა­მო­ყე­ნე­ბა სა­ვალ­დე­ბუ­ლოა თსუ თა­ნამ­შრომ­ლე­ბის­თვის.
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