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− : Z × Z → Z, (a, b) 7→ a− b,

����,=������,-����,-��������� ���Q����,=�����.������,-�������29
%�Z�����
���������� �� �������,-���
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������)*�Y���������Y������7������X���������������GB5��9 �.�P�� �������,-���Y��0��������Y����	������������
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��������@��������������H�����������H����	��������8�M1�����������������, � � - � 	�
�
 �535�����."
����
�9
�8� M ������,-�����������>�����������������21 n 
������������������?����,O7������21O����)*��


Mn "A���F��D���
���)*
��;�F���������T��������	�������� ����������������������� ���������������
(a1, a2, . . . , an) 1 ai ∈M 1 1 ≤ i ≤ n 9 M ���������������GB5� n � ��� -/��� U�E n
����	���������
���K*Z ����� 	�
�� -/��� � ��	�� ��$ ����
 @����.) 	�����	������'
������������������
������7���� f : Mn → M 1�7������ ����,O7�� n " � �G35��������� f ����� 	�
�� - �
��� � ��	�� ��$ ����
�����#&� ����� ������
 ��� 9<������������������� ���������� ��������."
����� 	��47�
���
���

����
���������� (n = 2) ������
���������� (n−1) �� �������,-�������29

.�������������&�� �������,-������� M �����������������'#$��@.���������������&����������
����������21
������	���
 M0 "A��� @����.)&	�����	������>���;������������
�������
�� ����������������9�������
������R"
��� (n = 3) �� �������,-�����Q����	��������8�Q��0�������� M ����������������� N ������������"
���GB5�8���������N������@�,-�����!������7��������
������������������ �����,-����� (ϕ1, ϕ2, ϕ3) =
ϕ1 ◦ ϕ−1

2 ◦ ϕ3
9

� � ��� $ ����	�
��
� � � � �!��� -/� ���(-/��� ��� $ ����	�
���� �������47�
������N1 ����� 7�����
W������� ,-
���"
��������� �!��� -/� ���(-/� ��� $ ��� ��� N = {1, 2, 3, 4, . . .} ����������������9

���������������� ����,O7������!���������������H)*����0��������=��D��C35�����;� � � # -/+ $ ���
-/� ��# U��	��
���
����	���%��������
.�����Q�������������>���>
���)*
������6EG����������
�����K*Z�L 1 ∈
N ���>�8� n ∈ N 1R����)*��
 n + 1 ∈ N 95��@�������
<	�������������
������������
� � � � � � � � � 	 � ����� !�-/��� � � # -/+ $ ����
 ����� � $ � ����� ����@������4�����������
n " � ������� (n ∈ N) 	�����@����=��������� A(n) 35��
��������������29<�8� A(1) 35��"

�������������� ���������;��������
���� ���>�����������Q
������������������ n " ����������� A(n) "
���N���������;��������
�����������

	�������������
������������ A(n+1) "A���N���������;��������
���"
���21 ����)*��
 A(n) 35��
��������������X���������;��������
��Q��������� n " ����������� (n ∈ N) 9
� � � � � �1��	 ������� �!� � ���� �����
�,-�� CB5�;����#���0�
������������<��������,-���������<���W����"
���21���������������, � � � 	 � ����� !�-/��� � � # -/+ $ ����
 � 	 � �&#�� �G35���������29������
�����W���!#$��������� �C35��������������
�L � Z(����������,-������
6UV������35��������
 Z A(1) 35��"

����������������;���������;��������
��������>U�EG��
�����@�,-�����
���CB5������K*Z-��� %�Z���������������"
����
�1 ����� A(n) ���������;��������
����Q
������������������ ����,-���.����� n " ����������� (n ∈
N) ��� ��� ��������������� ����#���0������NB5� ����������,-������
 A(n + 1) "A���?���������;�8"
������
��������%U�EG��
�����@�,-����� ���C:<��K*Z�9
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� � � � � �1��	 ������� �!� � ����������������������� ��
�����@�,-����� ���W������� )*�.����0��������."
�����%	���������������
��;� �������������������%������������� A(k) (1 ≤ k ≤ n) ����"
���������������������������ML<�8� A(1) ���������;��������
����6��� ����������� k " �����������M1
����,-� 1 ≤ k ≤ n− 1 1 A(k) " �X���������;��������
�����������
Y	�������������
������������
A(k + 1) "A���'���������;��������
�������,�1�����)*��
?���������;��������
���� A(k) ���;����"
������������� ���������>���������������29
�����;������,�1�)*�����������;� ������������� A(k) (1 ≤ k ≤ n) ���;���������������

A(k) (k ≥ 1) ���;���������������������Q������1-����� ����������� k " �����������M1-����,-�
k ≥ n+ 1 1 ��������D��;� A(k) = A 1M��������, A ����������#$��@.��������������� ������"
�����������X�����������������29 �������������S����35���������21*����� A(k) (k ≥ 1) ���;����"
��������������	����47�
���� � Z$��� %�Z-�����������������N���;��������������������� A(k) (k ≥ 1)
���������;��������
����29 ������0�����1����������;��������
����N��������� A(1), A(2), . . . , A(n)
���������������29
� � � � � �1��	 ������� �!� � B5��	2:<��� A(n) 35��
�������������� n "A���(B5��	������;��� 
���"
���������������S��
���)*��
���������������������� ��
!��,-���������21 ��
!�CB5���S�����S��@����M1
����	������=)*�.����0�������������� ������� ���������;��������
��������4������������,-����� m "A����

���C35�����������%�����������%
������������������ n " �����������M9;���������.�M1��.7������21�B5��	 "
:<��� A(n) "A��� ������������,-�����!)*�.����0�������������� n "A��� �����6��������� 
������R"
����������� ��
���)*��
��������������������������M1������������4�W������� n "A��������������������,�1I����"
	�������������1-���G35����������� 
.����������
Q��
 n "A���(���������������Q�W�������?������������"
���;#$����� ��
���)*��
���������������
�95,O7��������215��
�����@�,-�����T������������,-�����Q	����������."

������������>���N)*���W�87���������)*����,�1��.7�������� ������������,-�������? ������������>
������C:<�
��@�
������ A(m) 35��
����������������>)*������35�������29R������������,-������� ����������
������C:<���
7����������������%)*��������	/)*��	�����0������%��������������
����N1;����� A(n) 35��
��������������
���������;��������
���� 
������������������>�W������� n " �����������M1 n ≥ m 9
� � � � � � 
���������������� ����,O7������%)*������������� (+) ���'	�������������������� ( · )
�� �������,-������� 	����47�
������S)*��������	��Q�����������������2L
U ) 7 Z �8� x, y ∈ N 15����)*��
 x + y ∈ N

U N "A��� 7������������������ )*������������� ���������;�;Z �
UV	�7 Z �8� x, y ∈ N 15����)*��
 x · y ∈ N

U N "A��� 7������������������>	��������������������?���������;�;Z �
U )*��Z �8� x, y ∈ N 15����)*��
 x + y = y + x

U )*������������� �����.������,-����������� N " )*��Z �
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UV	���Z �8� x, y ∈ N 15����)*��
 xy = yx
UV	��������������������?�����.������,-����������� N " )*��Z �

U )*��Z �8� x, y, z ∈ N 15����)*��
 (x+ y) + z = x+ (y + z)
U )*������������� ������,-����,-����������� N " )*��Z �

UV	���Z �8� x, y, z ∈ N 15����)*��
 (xy)z = x(yz)
UV	��������������������?������,-����,-����������� N " )*��Z �

UV���
Z �8� x, y, z ∈ N 15����)*��
 x(y + z) = xy + xz
UV������,O7���
��Q����������������,-������������Z �

UV��� Z �8� x, y, z ∈ N 15����)*��
 (x+ y)z = xz + yz
UV������:<����
��>����������������,-������������Z�9

UV����Z N " )*�<��������������� 	���� 	�-/����� �����1	���	 � 	 ����� 12��9 �29*�����W���Y�����."
����
���� e ∈ N 1������X
������������������ x " � ������� N "A����
X����	������ ��@����
�������������ML

xe = ex = x
UV���;���.������� ����������������Z �
�����W���>����������
���� N " )*� ������� ����,O7���� ��9

UV���
Z N "A��� 
�- ��	�
�������� # ��� ��� 	�
 ��� L

1 < 2 < 3 < · · · < n− 1 < n < n+ 1 < · · · ;

UV�W�;Z>��������� ������,-��������� M ⊆ N @����.���������������.� 	����47�
����6����,-��"
���.���&����������
����21���9 �29������W���H
������������������H����,O7���� m ∈ M 1
����� m ≤ n 
������������������ n " � ������� M "A����
QU � � ��� � ���(-/����
���

� ����
�	�
 � Z�9

� � � � � � ����
��������������������Y�������������CB5������#���0�
������������
��������������������������
."
����@�,-������ �����
�,-�� ���� 7������������������������N)*��������	��;��@�������������
��������N#$�������29
� � # -/+ $ ����
 ����� � $ � ����� ����@������'����������� n " ����������� (n∈N) 	�����@����

��������� A(n) 35��
��������������29N����	 ��������7����;�N1N����� 7�����
+��#$������� 35�.���M1
������������,6����)��������������?	�����0�������� ����������	���
��;� A(n) "A���Q���������;��������"

������;
������������������
����,-���.����� n " � �������N���I ������������N1 ����� A(k) ���������;�8"
������
���� ��������� k < n " � �������&UV������0�����1 ��	 ��������7��������21������
)*��	�����0������
)*����������35���;� A(1) "A��� ���������;��������
�������Z�9�����)*��
 A(n) ���������;��������
����
��������� n " � ������� (n ∈ N) 9R�����;������,�1��������R)*����� ������@����.���������������

M = {m | m ∈ N, A(m) ��,-��������� } ⊆ N
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������,-�������������29$����
��������������������&���������������+����
���7������ M )*����,-����� ���."
,-�����.� m0

����������
����M9P����)*��
 A(m0) 35��
��������������S��,-���������21<7������
A(m) ���������;��������
����'��������� m < m0

" � �������M9��.�'���H�G35��
�����D�������	��."
��� A(m0) "A��� ���������;��������
�������� ������������,-�������>)*�.����0����������������M9 �

���I)*���W�87���������)*����,%��������������������������
�����@�,-�����<���W��������� ������������,-�."
���(�����(
��C35����������	���
>)*����	������2L � ZP����������,-������
&UV������35��������
 Z A(1) "A���
���������;��������
��������>����%�Z�������������������
�1 ����� A(k) ���������;��������
���� �����."
��� k < n 
������������������&����,-���.����� n " � ������� (n > 1) ���(����������,-������

�����Q���������;��������
�������� k = n " � �������M9

� � � � !�� � 
�� �!��������� !���
 	���	 � 	 ����	�
���� ��������������)*� 7�����
 ����	��43�����"
������� B5��	������;���Q,-
������Q���>#$��@����215��������������,=)*���.7���������
N����������� ����"
�����������������M9
����@������ ����,-���.�������H������������� M ����������������1
������������,
)*����	������ n ����������
���������	���
�9;�.�/����������
��������H)*�.����0��������������/	�������
����."
����� ��@�
����( ������������ n 
������������������ 1, 2, . . . , n ����,O7������?����)��������."
����� ���21Y������	���
 7�����
W������� ������
��������.��� ���������87�����)*�=������������� ���
��@����6��
���)*��
����������6�������M1��8� ��� ����
�������� ����������
�������������	���
+)*����	������
M ����������������1������������ 7�����
(������������� ��������D������N1������ M "A���6�����."
����
��������&35������������	���
.�'������� �.�%����,O7��������2L M = {i1, i2, . . . , in} =
{1, 2, . . . , n} 9��������������?����������
��������+����������
�������������	���
X7�)*������� 	�����"
7�������� ��7�����������7����H����������
���,-�����&)*����	���
�� ���+���������Q35�.����� )*����	���
���"
���
���������;)*�.����0���� ����������
���,-�����<����������
���������	���������
�	�������)*�����29 �����W�
������,-��
������X����������
��������������X�535����������
�127������ ���������������������P
��C35�����M1
������������,4��������7��������������6������,-��
��������6������7���
���� )*������35��������� �S����"
������
����������������M9R����������
���������������)*�Q�.7�������� �������������X�����������������������
	���
.7����������29I���Q ���
�@���)*� 	���
.7����������(��@�
������?B5��	������;��� ���������������.���
����������
�������������� ������,-��
��29

� � � � � � � ��# ���!��$ ����	�
�	�
���� � ��# ���!��$ ����	�
 � ��� ��� $ ������� ����@������
M = {i1, i2, . . . , in} = {1, 2, . . . , n} � n ����������
��;���/UV��
 n ����������"
���;����ZP���������P������������� �����������������29 
���
�� -/� 
�� � � ������	���� # ��# �

� 	 ����� ��� � 
 � ��
�� 	���	 � 	 ����	�
���
 � ��# ���!��$ ����	�
 � 	 � �&#�	�
 � 9 n
����������
��;���%	�������
���,-�����������/B5��	������H����7���� i1, i2, . . . , in ��������@���
��21
��������, ����������� ik ������� 1, 2, . . . , n ����,O7�������������
����;���21*������� ����
�����,
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���;���'���+����,O7�������������
&��� 	���7����������/����:<����9
���;������������
�������
��'����"
�����������Q)*����0��������+��������	����.�H�.7�������� ���;���(	2B5���NL$�����������������'����"
���������;��� ����������
���� �������������6 ���������� ����������
�������9N��������������
�������
��
{1, 2} ����������������� ��������	������>����	2B5�N�����X7�����7���� )*����0��������2L 1 2 1 2 1 9
����������������
�������
�� {1, 2, 3} ���������������&����	2B5�(��@������%7�����7���� )*����0��������
��������	����.�ML 123 1 132 1 213 1 231 1 312 1 321 9 n ����������
���������	���
Y)*����	��."

����4	�������
���,-�������������?����,O7���� Pn

"A��� ��D�
���)*
�������
�9 7�����
Y��
���7��W�N1������
P1 = 1 1 P2 = 2 1 p3 = 6 9
Pn
"A��� 	������������������������ ������
�������
<������������
������4#$�����.�������

Pn = nPn−1. U:� Z
����������������,-�;� ��	��29 n ����������
��;���+	�������
���,-�����������HB5��	������ ����7����

i1, i2, . . . , in 9 i1 "A���P�������87�������)*����0�������� n ��7�����������7����X7�����7����N9 �8�&����������8�������87��.�������21 ����)*��
I����	��47������ n−1 ����������
����21 ���������<����,+�������
n−1 ����	�������� ���������������X�����R7����������N9*�������<)*�.������������� Pn−1

7�����7����
)*����0��������!U Pn−1

"A���H�CB5�����H����7����������;Z�9I����� ������D������ n "A����������
�������
��
�����������������?��������	�������� nPn−1

7�����7��21���9 �29 Pn = nPn−1
9

U:� Z>#$�����.����������
 �����������������������H��
�����@�,-�����%���W��������� )*����0��������
������������,-���.�M1������ Pn

���������6 ������������ n 
������������������ ����,O7������

������������������2L

Pn = 1 · 2 · 3 · · ·n. U %�Z
����������� 1 ·2 ·3 · · ·n 
�������������� n! "A���!��D�
���)*
�������
�9������������ Pn = n!

�����87�����������
 EG��
%#$��@�������������KR9<�����������������  ������������ ����D������������21
����� P0 = 0! = 1 9
� � � � � ��������
�	�
���� ������
 � ���)��� $ ������� ���������������.�/�������H����������
����."
�����Q��������	��������>����,-���.��� 35�.� ����
N���;����� # ��� ��� 	�
�-/��� 
�� � � ������	
�G35���������29 �������������N�����������������P
���������������� ��������	�������� @����.���������������.�
������
 � �G35���������&U ������� ���������������.� ����������� ����������	����������M1������������
�������(�����������(@����.���������������Q)*����0��������(��������	����.�H��������� )*�.����0���� 35�."
�����;Z�9
����@������!����,-���.������� M = {1, 2, 3, 4} 9C���43�������� M "A������
�	��������������

�����?����������
����?���?�.�(�����?����������
����?	���
.���CB5D����������+����
�����������������"
����� ��������	����.�M9N����������
��'7�����7���� )*����0��������!�������6	������W���������6�����W���
7�����7����!�������������29������;������,�1N ������������!����������
������6�������87������ �;�87��
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7�����7���� )*����0��������21 7������ �����������>�������87������Q����
����87���
��P������������
<	�����"
7��������2L

12, 13, 14
21, 23, 24
41, 42, 43.

����,-���.����� n ����������
���������	���
 m "A����������
�������
�35�����������Y����,O7���� Am
n
"A���

��D���
���)*
������295B5�����;�S��
���7��W�N1������ A2
4 = 12 9

35�����������&����������
��������H	������������������������ 	�������������
������+��������������
."
�������>#$�����.�����2L

A1
n = n ��� Am+1

n = (n−m)Am
n ,

����,-� 1 ≤ m < n. U 'MZ
�8� 	������������<� U 'MZ(#$�����.����������
�1������������������������!��
�����@�,-�����6���."

��������� )*����0��������Q������������,-���.�M1������

Am
n =

n!

(n−m)!
. U **Z

U **ZN#$�����.�����Q�����;�������������>
������������������ n,m ∈ N 15�8� 0 ≤ m ≤ n 9
���I#$�����.��������	�������������
���)*����0��������YU %�Z$#$�����.����������
���,�9������;������,�1

����@������'���43�������� n "A����������
�������
��;�����������������Y��������	������29 ����)*��
�����D���,
m ����������
����>�����R7�������� n ����	�����������
Y ������������ m ����	�������� �����������."
���29��.�+)*����0��������()*�.�����������.� Am

n
7�����7����N9��8�S ������������ m ����	������

���������������������21X����)*��
'�����87������ n − m ����������
����29��.����
��=������������������

������
�������
���� n − m ����	������M9��.�&)*����0������ )*�.�����������.� Pn−m

7�����7����
U Pn−m

"A��� �CB5�����!����7����������;Z�1������ ������D������ n "A����������
�������
��%������������"
����� ��������	�������� Am

n · Pn−m
7�����7��21>��9 �29 Pn = Am

n · Pn−m
1 ��
.�

n! = Am
n (n − m)! 9
��@�������
 Am

n = n!
(n−m)!

9XU **Z #$�����.�����%7�)*�������
7����C35���������>�����W���P����7�������,�L

Am
n = n(n− 1) · · · (n−m+ 1). U 2�Z


���� ��� � ����� � � �47�����
��W�N15����� An−1
n = An

n = n! 9

���� ��� � ����� � � n ����������
���������	���
 m "A����������
�������
�� ������
 � � ��� � 	 �

����	�
�� � �G35���������X
���������������� i1, i2, . . . , im ��������@���
.�M9 ��������������,-�W�N1
����� �������%����,O7����'	�������������������� #$�����.������� Âm

n = nm 9�������0�����1
Ân

n = P̂n = nn 9
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� � � � � ���1- � � 	�
�	�
���� �1- � � 	�
 � ��� ��� $ ������� �1- � � 	�
 � ��� �����
$ ������
�� ����
�	�
�	�
���� ����������
���������������)*� �������������>�����������������(
���������"
�������'@����.���������������.� �1- � � 	�
 � �G35���������29�	���
�����7������;� M = {1, 2, 3}
�����������������6���������/@����.����������������9N�������/����,O7������/�����2L ∅ 1 {1} 1 {2} 1
{3} 1 {1, 2} 1 {1, 3} 1 {2, 3} 1 {1, 2, 3} 9 n ����������
���������	���
 m "A����������
�����"
��
�� :N��#-�����������>����,O7���� Cm

n
�������������;��� ��D���
���)*
������29

�8�&	�������������������� n ����������
���������	���
 m "A����������
�������
�35�����������M1*��������"
D������N15����� Am

n = Cm
n · Pm

9 ����������
���,

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
. U "MZ

U "MZN#$�����.�����P7�)*������� 7����C35���������>�����W��� ����7����NL

Cm
n =

n(n− 1)(n− 2) · · · (n−m+ 1)

1 · 2 · · ·m . U 5�Z

� ����
�	�
 � � � 
������������������ n "A�����>��� m "A������������� (0 ≤ m ≤ n) ������"
������������� Cm

n = Cn−m
n

�����������29������;������,�1

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
=

n!

(n−m)!(n− (n−m))!
= Cn−m

n .

� ����
�	�
 � � � n "A����������
�������
��������������������X����������@����.���������������W���<����"
,O7���� 2n "A���>���������2L

C0
n + C1

n + C2
n + · · ·+ Cn

n = 2n. U $MZ
� � � � � 	�
 � L ��
�����@�,-��� n "A��� ���������;�N9
� ����
�	�
 � � � 
������������������ n "A����� ��� m " �����������M1O��������������,S������������"

#$����������
 0 ≤ m < n  ������������M1������;�������������

Cm
n + Cm+1

n = Cm+1
n+1

U  MZ
�����������295�����;������,�1

Cm
n + Cm+1

n =
n(n−1) · · · (n−m + 1)

1 · 2 · · ·m +
n(n−1) · · · (n−m)

1 · 2 · · ·m(m + 1)
=

=
n(n−1) · · · (n−m + 1)(m+ 1)

1 · 2 · · ·m(m + 1)
+

(n−1) · · · (n−m)

1 · 2 · · ·m(m+ 1)
=
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=
n(n− 1) · · · (n−m+ 1)(m+ 1 − n−m)

1 · 2 · · ·m(m + 1)
=

=
(n + 1)n(n− 1) · · · (n−m+ 1)

(m + 1)!
.


���� ��� � ����� � � ��������������,-�W� U  MZ/����������� �R)��������F�.��:<������"
���������N9

���� ��� � ����� � � n ����������
���������	���
 m "A����������
�������
�� �1- � � 	�
 �

� ��� � 	�����	�
�� � �G35��������� 
���������������� m "A����������
�������
T@����.���������������.�M1
����������)*��,H��������)*���������<���;�������N��	�����������������
������Y	���
����������������!������"
�87������29���������������,-�W�N1������&������� ����,O7���� 	��������������������6#$�����.�������
Ĉm

n = Cm
n+m−1 = (n+m−1)!

m!(n−2)!
9


���� ��� � ����� � � ��������������,-�W�N1/����� n "A����������
�������
�� ���������������
n!

m1!m2!···mk!
��7�����������7����X7�����7����6)*����0��������Y����������� k ����������
������Y@����."

������������������1M��������������,H)*��������	  ��������������X�����������;#$����������
�LM����� ��������"
���T����������
��������>�����Q��@����N1R)*�.������������������1 m1, m2, . . . , mk

����������
���"
����� ����������
��������>)*����,-������
���� m1 +m2 + · · ·+mk = n 9
,O7��������M1M����������� n " �����
��������@���
��N)*����	������ C0

n, C
1
n, . . . , C

n
n (n+

1) ����,O7���������	���
 (n∈N0) 1 ����
 ! ������
�
�� � !�- � ��	 # 
 �535����������
�#$����
."	�� �������������������������&�29$ ��������������6U:�!"�%�' � �!"�"�%�Z� �������������,-��������1I�������."
������,=��������7�������������� ,O7����������?����������������� 	������������������29
� � � � � � 
�� ��� � ��
 �!��� -/� ���(-/���)��������
������ ����-/���&����
 � ��� � - �
� ��� � 7�����
W������� ,-
������������ #$�����.���������2L

(a+ b)1 = a+ b,

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

(a+ b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3.

�8������� 
������������������%
������������������ n " �����������H���������;����������
��/#$�����.�R"
�������

(a+b)n =
n∑

k=0

Ck
na

n−kbk, ��������, Ck
n =

n!

k!(n−k)! , C0
n =1; U:�!#MZ



� � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

(a1 + a2 + · · ·+ am)n =
∑ n!

t1! · tm!
at1

1 · · ·atm
m , U:��� Z

��������,'�C:<�������<35�������������X���������<�����W��� (t1, t2, . . . , tm) m " ��������@���
��."
����� ���������;�N15���������<��������������, t1 + t2 + · · · + tm = n 9
U:�!#MZ
������������� ����-/���&����
�� ��� � -/� � �G35���������21 7������T�����>������"

:<����
��Q
��C35����� 
�� ��� � ��
 ��������
�����
 # ����� � 9
# � � �&!�� $ 	�
 � � ��Z #$�����.�����/U:�!#MZ 1-������������,S���������;��������
���� n =

1, 2 1 ����������������,-�;� ��
�����@�,-����� n "A��� ���������;�N9

(a+ b)n+1 = (a+ b)n(a + b) =

= (C0
na

n + C1
na

n−1b + · · ·+ Ck
nb

k + · · ·+ Cn
nb

n)(a+ b) =

= C0
na

n+1 + C1
na

nb+ · · · + Ck
na

n−k+1bk + · · · + Cn
nab

n+

+ C0
na

nb + C1
na

nb2 + · · ·+ Ck
na

n−kbk+1 + · · ·+ Cn
nb

n+1 =

= C0
na

n+1 + (C0
n + C1

n)a
nb + · · ·+ (Ck−1

n + Ck
n)an−k+1bk+

+ · · ·+ (Cn−1
n + Cn

n)abn + Cn
nb

n+1 =

= C0
n+1a

n+1 + C1
n+1a

n1b+ · · · + Ck
n+1a

n−k+1bk+

+ · · ·+ Cn
n+1ab

n + Cn+1
n+1b

n+1 =

n+1∑

k=0

Ck
n+1a

n+1−kbk.

��Z ��
�����@�,-��� m "A���'���������;� � m = 2 �  ���
�@����H��Z � �8� ���������������
���������;��������
���� m ".�������M1�����)*��
� ���
�@����>��Z " � ����
���7�������L

(a1 + a2 + · · · + am)n = [a1 + (a2 + · · ·+ am)]n =

=
n∑

k=0

Ck
na

n−k
1 (a2+· · ·+am+1)

k =
∑

l+k=n

n!

k!l!
al

1(a2+· · ·+am+1)
k =

=
∑

l+k=n

n!

k!l!
al

1

∑

(t2,...,tm+1)
t2+···+tm+1=k

k!

t2! · · · tm+1!
at2

2 · · ·atm
m a

tm+1

m+1 =
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=
∑

(t1,...,tm+1)
t1+···+tm+1=k

k!

t1!t2! · · · tm+1!
at1

1 a
t2
2 · · ·atm

m a
tm+1

m+1 (l = t1). �

� � � � � � 	���� ��� $ ����	�
���� �W����� ����,O7������ Z = {0, 1,−1, 2,−2, 3,
−3, . . . } ���������������
������,-����� N " �X@����.�����������������P����7����N9 ���������
����	���"
��, N 1 Z ��������������� 7���������������� )*���������������>���Q	�������������������� ���������;� �
)*�������������������;	��������������������<�� �������,-������� Z " )*�
������,-����,-���������21 �����.�R"
����,-���������Q��� �������������Q���������������Q����������������,-�������������?��@.�������������29
������� 	�������� Z " )*�X��������������� �������������2L
UV����Z Z " )*�X��������������� 	���� 	�-/����� ������	���	 � 	 ����� 1���9 �29 �����W���X�����."

����
���� e ∈ Z 1������ 
������������������ x ".������� Z "A����
 ����	������&��@����
�������������ML

xe = ex = x

U 	���� 	�-/����
 ��� 
�	�
���
 � Z �
���Q�������Q��
�������	�������� �������������Q)*�����������������������
UV
���Z Z " )*�H��������������� ��-/����� ����� 	���	 � 	 ����� 1I��9 �29������W���%����������
."

��� n ∈ Z 1������&
������������������ x " � ������� Z "A����
&����	������!��@����
�������������ML

x + n = n + x = x

U ��-/����
 ��� 
�	�
���
 � Z �
�����W���>����������
���� Z " )*� ������� 0 9
��D���
���)*
��;� Z " )*�X)*������������� �� �������,-����� ���������Q���;���>�������������2L
UV����Z 
������������������ a ����������
���������������� Z "A����
X������0�����
������ �����W��� x ∈

Z ����������
����215�����

a+ x = x+ a = n

U � � �����&# � ������	(	���	 � 	 ������
 ��� 
�	�
���
 � Z�9
Z " )*�Q�.� ����������
����Q��������� (−a) " ���29
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� � � � � ��$ ���&�!���(-/��� # � �!� � #������������ $ ����	�
����

� � � � � � ���������'����,-����
�������� ����,O7������ U 35�������;����Z ��������������� Q ={
p

q
| p ∈ Z, q ∈ N

}
1 ��������,

p

q
=
m

n
⇔ pn = qm

���
35��������� m
1
	�����	���������������� m �W����� ����,O7�������
�12������,-����� Z " ���������R"

���������Q@����.�����������������>����7����N9���������������	�����, Z " )*�21 )*����������� ���Q	����."
�������������'�����������;#$��������� B5�����;� 7������;��������� 7��������������������M1
������,-��"
��,-�������������M1R�����.������,-�������������>���X����������������,-�������������?�����������������M1
)*�.��������������������
.����������
������N���� ��������� �����������������
����������<�����������������
�������������29*�������X	��������<������
.����������
��X����,-����
����������Y����,O7��������������������
����	������X��@����Q���������������M1R������������, ��
�������	����������P���� ��������� ������N�����."
����
������ �����������������>)*�����������������������M15����7�������������1O���������������
U )*��Z �8� a ∈ Q 1 a 6= 0 1�����)*��
P��������������� �����W��� ����������
���� x ∈ Q 1

�����
xa = ax = 1

U ��	�
�� - ��	�
�-/��� 	���	 � 	 ������
 ��� 
�	�
���
 � Z�9
,O7��������21������&�����W���/)*��������
����������6����������
���� a = p

q
".�������=�������

x = 1
a

= a−1 = q

p
9

� � � � � � �����������<)*�.��������35�������������21 �����

������������ ����,O7������ R ������������"
���.��7����.��������������� )*���������������>��� 	�������������������� �� �������,-��������� ���������;�
	����47�
����?��������� ���+�������������21-����,S����,-����
�������� ����,O7������ Q ������������"
���.�M9
���-���������������.�N7�)*�������!����	�����������
�����,O7��������
35�;#$���QUV����,O7��������ND��."

��0���� ZH35���������<��� ���������������.� ����
�1 ��9 �29<35�;#$�.� ����
�1X����������� ����������,
���������������������'���������������'���������;�8���������21
���������NB5������, ��D�
���)*
.�������
���;���.����������
��/����	���0����=����
��������W���!��� ����#$��@.�����������������635�����������
0 9*������� ����
 x 
��������������P����,O7����P	�����	���������������� ����,O7��������PD�����0���� X
35���������<����
�1�������������, ������������������� 0 35����������������
 ���������������%����"
�����;�8�����������N1N�8� x ≥ 0 1�7������ ���������;#$�����/���������;�8�����������N1��8�
x < 0 9
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����,-����
�������� ����,O7������ Q ��������������������	���
!	���
.��7�������������� R ����"
�����������.7�����������������
������������������;7���������7����Y#$�.��������������D��������N���������;�
��������������������������
�������������	���
�1���9 �29 
������������������N��������������� a " � �������M1 a ∈
R 1
���/
������������������!
������������������ n " � ������� R " )*�/�������6����������
���� x 1
����������� ����������, xn = a 9

� � � � � � 35��
��Y ���
�@�������)*� 7������;�����������X
�����������������1 �W����� 1*����,-����
���"
�����!���

������������S����,O7������N�����������������N������� �������Y������� �������<����������
���"
���212������������������7������<	���	�����	��6���8�������������������CB5��1M�����������=�����������������M1
�����
�����������W� ����	�������������������� ��
���)*��
�����������
N��������������9 �.� �������X�������
��@.���������������������(���W������� ����	���������)*�29-���+����	����������������+����	������������
��@�����@��������������<�W������������	������������������X���;����������� )*�.��35��������)*�21�����"
����������,S	������������;#$� �����?�8�=���P��@.��������������� ��� 35������������	���
.� ���Y����"
����@�����������)*� �� �������,-���������(������������D���,T�����������������M9$������� ����
Y��������,
���!�������<��
���)*��
�����������
��21�����	����!	���
������CB5D������������.���� �������,-������������"
�����S����
������������ )*���W�87���������)*�29�����	�����,H���
)*�.�������������������<��@.���������."
���21*����)*��

��	����W�����;���������;��������
����P������@.������������������
�����	����������P	2B5���
����D����������>
������������������ �������������29
��� ��@���� ��
����21$��������� ��� �������+��@.������������� �����������������21-��������������,

������
��������.�����!����
��������������.)*�29�)*�.��0�������������� E 3�����������
�KT	���������	���
��
�����W������@.�������������N�������������21M������������,'����	�����������
.�<)*��
�������������

����������"
��������9$���������(��@.�������������?���������������M1I������������,T	���
.7������������&����
���������"
�������+����	���������)*�21�	����47�
����'7���
�	���0��������!������������� ��� �������6���+����"
	������������&��������@��������������!��
������CB5���/)*������	��21���������������, ����
������������
	2B5��� 35����������)*�������29-�����W��������� :<	 ��#$���M1$��	��������M1$���������M1-����@��������R"
���
��������,-���Y���
��7����<��@.�������������������������������21M����������������,%	�������,-
��������
������������)*�29
����
���� ��������������
W� ���?��@.�������������HB �R��� 7������������������������M1
����������
������

�����������>����@������ ����������
�������	����CB5��9�����	���������� ��������@�����������)*�>�� ��."
����,-���������>��������7������������ ���P��D�
���)*��
����> �����
�,-�� ������Q��
���)*��
����������Q���
��@����M1Y����	������H��#$��� 7�)*������� ������
�, ����� EA)*��������������K ���4EG	�����������"
����������K(�535����������
X���Q)*�.���������������>����7���� ��D�
���)*
�������
�9��.� ����)��������������
	�����0��������Q	���������������
��;� ����,O7������CB5�N�� �������,-���������Q�����.�R)*������������� ���."
������
�������	����Q���Q��D�
���)*��
������ �������������29
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���43��������>�������CB �R�����;�N1�����������	���������� ����
��������.������� ����	������������
��������@��������������Y���N��������)*��������	���
������N����������
����������Y�.7��������6���X������"
�����������21���������������, )*����0�������� 	���������7��������6����,-���.�����/�� �������,-���������
����������
�����)*�29������������������M1;����� 	���
�������7������;� UV��
�1� �������@����N1�	���������	���"
�����;�;Z ����	������������(��������@������������21����������CB5�Q��35��� ���(�����������������
������	�������� 	����������CB5�����?�CB5�������;#$�CB5����� ,-
������29
� � � � ����@������ M ����������������� ◦ �� �������,-�����N157������ N �&��������������� ∗
�� �������,-�����N9 (M, ◦) ����	������������+��������@����������%������7������ (N, ∗) ����"
	���������� ��������@���������)*�!U 35������
 ϕ : M → N ZQ�G35��������� ��, � � ��� �
�8-/��� 1��8�/	���
.��7���������������� ����������
���������� ��
�������7������ 	���
.��7������������������2L

ϕ(a) 6= ϕ(b), ����,-� a 6= b (a, b ∈M),

��� f ������7����>��
���7������?�� �������,-�������ML
ϕ(a ◦ b) = ϕ(a) ∗ ϕ(b).

ϕ(a) ��D�
���)*��
���� ����
>���;����� 7�)*������� 	�������������
������ aϕ ��
 aϕ ��D�
���)*��"

������29

(M, ◦) ��� (N, ∗) ����	������������=��������@������������ ��, � � �����8-/��� �
U 35������
 (M, ◦) h (N, ∗) Z�1*�8�&���������������Q�CB5�������;#$�CB5���Y���;���Y������	���"

����������������GB5��9�����	���������������������@����������N���������N�����CB5�I�CB5�������;#$�CB5�.�
�G35���������Q������� ������� � ����� ��, � � 9
��
�������	���������� 	���
���������������� ����	������������>��������@��������������?�CB5������"

�;#$�CB5���Q�����Q��
��������Q����	������������ �� �������,-�����N9
� � � � � ��� ����� � 	�
����

� � ������7���� a 7→ 2a 35������������	���
.�Y)*�������������X���������;� (R,+) 
�������"
����� ����,O7������>�����������������+�CB5�������;#$�CB5�.� ������������� 
������������
����,O7������ (R+, ·) ���������������GB5�T	�������������������� �� �������,-�����Q����"
�����;�N15������	���
 2a+b = 2a · 2b 9�#���0�� %�"A���>
���,-�������T)*����0��������
��	�����D�� �C" ����	���
�	���
.��7���������������� 
������������������P��������������� #���0���9
�.�6�������6	����47�����
������M1N�����+��B5�������;#���� ����	���������� ��������@."
�����������P)*�������X)*����0��������X�����������������.�Q���������P	���
.��7����������������
�CB5�������;#$�CB5���29
������7����21X	���
.���CB5D����������S#$�����.������� ϕ(a) = lg a 1<�������

�CB5�������;#$�CB5��� (R+, ·) " ��� ��� (R,+) " B5��9
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� � ����@������ M ���������������=���������  ���������������� 	�����������
������/����"
������������� ���������H#$��@.���������������/35�;#$���!����@��������������6���������;�N9

������������������ 
�������������� a ����,O7���������������� ��D���
���)*
��;� ta ".��� M�����������������H���+����������
����21I������������,T35������������	���
.� |a| ����	���"
0����/����@���������� 	�����������
���� ���;�8"A���;���H���?�����&)*�.����0���� ����"
�����;�8��������������
�1>������������, a ����,O7������ 
���)*
���� 	���
������CB5D���"
������� U �8� a = 0 1�����)*��
 ta ��	����������%	���������@���
�����Z�9��������������������
���7����21������ ta+b = ta ◦ tb 1 ��������, ◦ ��D�
���)*
������  ����������."
����� 	�����������
������ 	�������������������� UV������ ���B5��,-����� Z�9
��������	�����1
a 7→ ta ������7����>35������������	���
.� (R,+) ��� (M, ◦) ����	������������
��������@�������������� �CB5�������;#$�CB5�.�M9

	�������	��������21 �����8�8� ����������	������������;��������@��������;�CB5�������;#��������21
����)*��
 
������������������%���������������21;������������, 7����������������������������/�.7��������
����,-���.�����X�� �������,-���������Q����������
�����)*�21 ��@�
������Y���������;��������
�� ���;�8"A���;�
���
��������@���������)*� ����)*��
N���P�.7��������S����)*��
�1 ����,-�P���P���������;��������
����
���������.)*�29
����	�������������1 M ���������������.)*� ◦ �� �������,-����� �G35��������� !�� � -/� ��$ ���

-/��� 1*�8� a ◦ b = b ◦a 
������������������ a, b ∈M 9 �8� (M, ◦) ��������@��������
(M, ∗) ��������@����������<�CB5�������;#��������N��� ◦ �� �������,-��� M ���������������.)*�
�����.������,-���������21 ����)*��
 ∗ �� �������,-����,&�����.������,-��������� N ���������������.)*�29

� ��� � - � 	�
��

�������C35������)*�H��������������
��;� :<	 ��#$���H	���
.���CB5D����������21�����������)*��, 	���"
��������
������������;)*���������������� �������,-���29 �� �������,-����� 7��C35������� E + K "A���'�G35��"
�������Q������,-��������7��C35�����29

� � � � G ���������������.� )*������������� �� �������,-����� ���������;� � � - � � �G35���������21
�8�IL

� Z (a+ b) + c = a + (b+ c) ∀a, b, c ∈ G UV������,-����,-������������Z �
%�Z>��������������� �����W��� ����������
���� 0 U ��-/��� Z�1R����� a+ 0 = 0 + a =
a ∀a �

'MZ>
������������������ a " � �������X���������������P�����W���Y����������
���� −a U � � ����� �
# � ������	1	���	 � 	 ����� Z�1 ����� a + (−a) = (−a) + a = 0 9
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�8� �� �������,-��� G :<	 ��#�)*� �����.������,-���������21���9 �29 a + b = b + a
∀a, b ∈ G 15����)*��
 G :<	 ��#�� �G35��������� !�� � -/� ��$ ��-/��� ��
 ��
�	��(-/���
�&
�9 	R9R�����������? �������������,-��������9
	�����������������
��;� ���<��@.������������������
<B5��	������;��� ���������������.��� �������������29
� Z>
.�����>���;���������;�����29������;������,�1�����@������ 01

��� 02
�H�����Q
.�R"

�����21�����)*��
 01 = 01 + 02 = 02
9

%�Z>���� ��������� ������ ����������
����T���;���������;�����29Q�����;������,�1Q����@������
(−a)1

��� (−a)2 a " �>�����Q���� ��������� ������X����������
������215����)*��


(−a)1 = (−a)1 + (a+ (−a)2) =

= ((−a)1 + a) + (−a)2 = (−a)2.

'MZ>
������������������ a, b " � ������� x + b = a 	���
��������������%	����47�
����&����"
���������;���>������
���7���
��21�������������, a + (−b) " � ���������29����<������"

���7���
.�S�G35��������� a ��� b ����������
���������� 
���� ����
 � ��� a − b
�������������;���=��D���
���)*
������29������;������,�1��8� c ������� ����,-���.�����
	���
�������������� ������
���7���
��21<��9 �29 c + b = a 1�����)*��
 (c + b) +
(−b) = a + (−b) 9O�8�!	���������������
������ � Z ��'MZN��@.�������������M1O��������"
D������NL (c+b)+(−b) = c+(b+(−b)) = c+0 = c 9 ����	�����������1
c = a+(−b) 9*�.�X	����47�����
������M1*�����
�8�+������
���7���
�� c ���������������M1
����)*��
Y��� ���;���������;����� ���>��������� a + (−b) 9����������.� �.7������21
x = a+(−b) " � 7��������;	���
.����7����������S	���
�������������)*�
	����47�����
������M1
����� a+ (−b) �����;������, ������� �������>������
���7���
��2L

a+ (−b) + b = a+ ((−b) + b) = a+ 0 = a.

**Z>������,-����,-������������� ��@.���������Y����)�������������� 	�����0��������Q,-��������7����
	���
������CB5D������;� ������,-�������/:<	 ��#$���6����������
��;��� 
������������������
�������������X����,O7������P:<�����21*��9 �29�����)��������������Q	�����0�������� ������������"
����,-�;� 
������������������ n ����������
������T:<������� ���������������������������
#$�87.7������������?���������� ������������ 	���
��C35��������������	���
�9

� � # -/+ $ � � n ��� $ ������
 � � � �����(�
��
�����@�,-����� ���CB5����� n = 3 �5B5����
����������;#$������� �� �������,-�����?������,-��"

��,-�������������N9
����@������N1$�����X���������������>���������;��������
���� ��������� k " � �������M1 3 ≤ k <

n 9O	���
�����7������;� #$�87.7������������(
������������������ 	���
��C35��������� n ����������
������
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a1, a2, . . . , an
)*�.�����������CB5��1�������������,6)*���.��������������� + ����
���������� �� ��."

����,-�����'	�����������
�������� UV���������<������� �����H����������
���������������� Z�9 7�����
��H����"
B5��
����6����������������,-�;�N1<����� + �� �������,-����� 	�����������
������6#$�87.7������������

������������������ 	���
��C35��������������������� ���W�87�������� ������,O7�
�������
/����	 �����������
(· · · ((a1 + a2) + a3) + · · ·+ an−1) + an

#$�87.7������������ 	���
��C35�����������M9
������� ����
�1�����,-� n = 2 1R	�����@���� a1 + a2

15����,-� n = 1 1R	�����@���� a1
9

#$�87.7������������&��������� 	���
��C35����������)*�(������� + �� �������,-�����&	�����������
��."
����� ������
�������
������?
������C:<�'UV����	�������������L (a1 + a2) ⊕ a3

� (a1 + a2) ⊕
(a3 +a4) � ((a1 +a2)+a3)⊕(a4 +a5) 1���@ ⊕ ��D�
���)*
������ + �� �������,-�����
������
�������
���� 	�����������
������������������=����������
���� 	���
��C35����������)*��Z�9 ����	�����������1
+ �� �������,-�����Y	�����������
������N35������������� k )*�.�����������CB5� a1, . . . , ak

����D���,
#$�87.7������������ 	���
��C35�����������T��� (n− k) )*�.�����������CB5� ak+1, . . . , an

����"
D���,'#$�87.7������������Y	���
��C35�����������N1*������� ����
 1 ≤ k < n 1 1 ≤ n−k < n 9
������,O7���
��N���N������:<����
��<������������)*� + �� �������,-�����Y	�����������
����������6�������
����������������������� #$�87.7������������Q	���
��C35���������CB5�>U )*�.����0�������������� k = 1 ��

k = 2 � )*�.����0�������������� n−k = 1 ��
 n−k = 2 � �8� 3 ≤ k < n 1 ����)*��

��
�����@�,-������� ����)*��������� � �8� 3 ≤ n− k < n 1�����)*��
Y��	����W�����X��
�����@."
,-������������)*���������;Z�9M�8�(������,O7���
���:<���.)*�N�������87������ � ���&$ � ��� # ��� ��	 �
� -/� ��� -/� 1 7������=������:<����
��N:<���.)*� � � ��� � � ��� # ��� ��	 � -/� ��� -/�
#$�87.7������������ 	���
��C35�����������+��� ����
���������������������� 	���������������
������ ������"
,-����,-�������������>�������P)*�.��������������� �������M1O��������D������NL

[(· · · ((a1 + a2) + a3) + · · · + ak−1) + ak] +

+ [ak+1 + (ak+2 + · · ·+ (an−2 + (an−1 + an)) · · · )] =

= [(· · · ((a1 + a2) + a3) + · · · + ak−1) + ak + ak+1] +

+ [ak+2 + · · · + (an−2 + (an−1 + an)) · · · ] = · · · =

= (· · · ((a1 + a2) + a3) + · · ·+ an−1) + an

U 7�����
.� ��D�
���)*��
�����)*�21O�8� k = 1 1�����)*��
 [a1] = a1
� ��
�������	�����������1$�8�

n− k = 1 1R����)*��
 [an] = an
Z�9

����	�����������1 + �� �������,-�����Y)*������	��<
������������������<���C35�������X#$�87.7������������
	���
��C35���������������������S�������W�87����=������,O7�
�������
'����	 ����������� 	���
��C35�����."
�����M9O����)*��������������1$������,-����,-�������?�� �������,-�����(	�����������
�������� )*������	�� ���
������� ����������������������� #$�87.7������������ 	������C35���������CB5��9 �
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� � � � � ∗ � � � �&$ ���!� � �� ������W�/���������
	���
.��7��������������T#$�87.7�����������������������"
���6����,O7���� ����
���������� �� �������,-����� )*�.��������������������� n ����������
�������

��������	��������4���;���������������CB5��9
����
�-&����� (2n−2)!

n!(n−1)!
9

� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 � � ����,O7�������� Z 1 Q 1 R ���������������������N�������������
:<	 ��#$������� 7����.���������������Q)*������������� �� �������,-����� ���������;�N9

� � �����������������Q���<��������,-���Q����@�������������� ��������������������@������;��� 7����."
��������������� )*������������� ���������;�T�������������Q:<	 ��#$���29
� � n ����,O7������'���������������������!���535�����;� n ����	���0���� 
�������+��&��� 9

Rn "A��� ��D���
���)*
��;�6
��������������<����,O7�������������	���
�)*����	���
���������������� n ����"
	���0����Q��������@���
��295	���
������CB5D������;�T��������@���
��������>)*����������� 35�.�����NL

(a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn).

,O7��������21 ����� Rn ���������������������� �������,-�����<���������;� ��������������:<	 ��#$���29
�������Q
.����������
��>����������
������ ��-/����� ����� 
�������+��&���

θ = (0, 0, . . . , 0).
� � ����,O7��������ND�����0����<����,-���.��� @����.���������������GB5��	���
.���CB5D��������T�����."

���>#���
�@�,-������� F (X,R) = {f : X → R | X ⊆ R} ���������������P#���
�@."
,-������� 7����.��������������� )*�������������?���������;� U (f + g)(x) = f(x) + g(x) Z
�������������Q:<	 ��#$���29
� � Q(

√
2) = {a + b

√
2 | a, b ∈ Q} �������������(:<	 ��#$��� ����,O7������

7����.��������������� )*������������� �� �������,-����� ���������;�N9
� � �!�����&����!�� ��
�	�
���
 (Zn,+) � � - � 	�
�� � �&# -/��� � n � ����@������

(Z,+) �W����� ����,O7������ :<	 ��#$��� )*�������������&���������;�N1 1 < n ∈ N 9I
��."
��������������� k " � �������M1 k ∈ Z 15����@������

k = k + nZ = {k + nq | q ∈ Z}
U nZ @����G:<	 ��#$���/0������ k ����������
������;Z�9�,O7��������21������ k = l 1 l ∈ Z 1
����)*��
>���+�.7�������� ����)*��
�18����,-� k − l = nq 1 q ∈ Z 98������	���
 k =

nq + r 1;��������, q ∈ Z 1 0 ≤ r < n 1N����������� k = r 9N����	�����������1
��7�����������7���� 0������������ Zn = {0, 1, . . . , n− 1} ���������������'������@�,-�����
����
�����������)*��� n " B5�%	������;#$���=)*������	���� ����D�������� {0, 1, . . . , n − 1}

���) �����P���������������.� ����
�9
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	���
������CB5D������;� Zn
���������������GB5�<)*������������� �� �������,-���2L

k + l = k + l = r,

��������, k+l = nq+r 1 0 ≤ r < n 1 q ∈ Z 9 )*����������35���;�!������ �������,-�����
��������@������������29��8� k = k′ 1 l = l′ 1R����)*��
 k′ = k + nq1 1 l′ = l+ nq2 1
q1, q2 ∈ Z ��� k′ + l′ = (k + l) + n(q1 + q2) 98����	�����������1 k + l =

k′ + l′ 9�����,-� k, l,m ∈ Z 1�	�����@���� (k + l) + m = (k + l) +m =

(k + (l +m) = k + (l + m) ��� k + l = k + l = l + k = l + k 9
����)*��������������1 �.�N�� �������,-����������,-����,-�����������
�����.�����������������292	�������	��."
�����212����� 0 = 0+nZ = nZ 
�����������������������������
������ (Zn,+) " )*�21�7���"
���!����������
���� −k = −k+nZ = (n−k)+nZ = n− k 35������������	���
.�
k "A���Y���� ��������� ������
����������
����M9M����	�����������1 (Zn,+) �������������<:<	 ��#$���21
��������������,!�G35��������� �!�����&��� !�� ��
�	�
���
 � � - � � � �&# -/��� � n 9 ���
�������������Q:<	 ��#$���Q���Q�������>����������
���������� ����,O7������ |Zn| = n 9
��)*�������&����@�
����������(�� ����������.���������'	������ ����D������������+)*��������	��?)*�."

����
.7��������2L2���6��7������������ k ��
8��7����N��D�
���)*��
��������� ��������������
7�������������"
�����������<#$��@.������������� �/��� � � � ��#&� 	 ��	�� ��� �������������CB5��1����������CB5�N7�)*��"
����� {0, 1, . . . , n−1} �������������CB5�NUV�������G35��������� �!�����&����# � ��� ���������

���
���	 � � ������������� n Z�95����)*�W����
.7����������>)*�.�����������������

k + l =

{
k + l, �8� k + l < n,

k + l − n, �8� k + l ≥ n,

−k = n − k 1 4(n − 1) = −4 = n − 4 98������0�����1�	�����@����&)*��������	��
)*������������� ��������������� Z2

1 Z4
��� Z5

:<	 ��#$������� �������ML

+ # �
# # �
� � #

1

+ # � % '
# # � % '
� � % ' #
% % ' # �
' ' # � %

1

+ # � % ' *
# # � % ' *
� � % ' * #
% % ' * # �
' ' * # � %
* * # � % '

9

��������������
��;� ��7����Q:<	 ��#$��� 	���
.���CB5D����������21�������������,=������
������ 	����."
���������������Y�� �������,-�����M9M�� �������,-����� 7��C35�������&E · K "A���/�G35�����������������N�.�R"
������ ���������,-������� 7��C35�����29
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� � � � G ���������������.�&	��������������������H�� �������,-�����&���������;� � � - � � �G35��"
�������21��8�IL

� Z (ab)c = a(bc) UV������,-����,-������������Z �
%�Z>��������������� �����W���%����������
���� e UV���;���.������Z�1������ ae = ea =
a ∀a �

'MZ>
������������������ a " � �������Y���������������Y�����W���N����������
���� a−1 U ��	�
�� - �
��	�
�-/��� 	���	 � 	 ����� Z�1*����� aa−1 = a−1a = e 9

�8� ����������������� ab = ba ∀a, b ∈ G 1�����)*��
 G :<	 ��#��'�G35���������
� -/����� ����� ! ��$ ��-/��� ��
�	��(-/��� � � - � � 9
�.�������� ���������,-������� :<	 ��#$��� ���;���.�����6B5��	2:<��� ������������� �C"A���

��D�
���
���)*
������29
:<	 ��#$���(��@.��������������� )*������	������21O��������������,T����D���������� ����� ������,-��"

���T��
��CB5��15�.�������� ���������,-����� ��
��CB5�N)*��������	�
���������� 	����������.������������
�L
� Z>���;���.�����>���;���������;�����29
%�Z )*��������
����������>����������
����Q���;���������;�����29
'MZ>
���������������� a, b ∈ G " � ������� xb = a 	���
�������������� 	����47�
����
���;���������;����������
���7���
��29��������G35��������� a " � b " B5� � ���!� ����� � UV��

a ��� b ����������
���������� ��	 � ���&#�	�
 � Z8��� ab−1 ��
 a

b
�������������;���

��D���
���)*
������29
� � � � � � � ��� ����� � 	�
���� � � ����,O7��������H��������������������� Q∗ = Q \ {0} 1
R∗ = R\{0} 1 Q∗(

√
2) = Q(

√
2)\{0} �������������Y:<	 ��#$������� 7����.�����."

���������>	�������������������� �� �������,-����� ���������;�N9
� � G = {1,−1} 	��������������������?���������;�T�������������Q:<	 ��#$���29
� � ����@������ M ���������>�����������������21 S(M) �=�������&���������&������@�,-�����

������7��������S���;���������������21Y7������ ������7��������S������ ���B5��,-��� S(M) ����"
�����������GB5�
	�������������������� �� �������,-�����29*����)*��
 S(M) ������������������� UV����"
,-� |M | > 2 ZN�.�������� ���������,-������� :<	 ��#$���29
� � � � � �1
���� ��� � �����1� � Z ����@������ c ∈ R 1 c > 0 1 G = {a ∈ R |
−c < a < c} 9R�47�����
��W�N15����� (G, ∗) :<	 ��#$���21 ��������,

a ∗ b =
a + b

a + ab
c2

U ���47�@��������������>)*�����������>#$����������������������� �� ���,-��������� ������������)*��Z�9
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%�Z<�8� G :<	 ��#$���21�����������)*��, x2 = 1 ��������� x ∈ G " � �������M1O����)*��

G �������������Q:<	 ��#$���29
� � � � � �1
���� ��� � �����1� �8� G ���������������.)*�&������,-����,-�������&�� �������,-��"
��� ��������������� �����W��� e ����������
����(U � ���&$ ��	 �!� 	���� 	�-/��� Z�1 ����� ea =
a 
���������������� a ∈ G 1 ���

������������������ a ".�����������������������<�����W��������������
����
a−1 U � ���&$ ��	 �!����	�
�� - ��	�
�-/��� Z�1 ����� a−1a = e 1R����)*��
 G :<	 ��#$���29
��������������,-�W�N9
� � � � ����@������ G :<	 ��#$���21 a ∈ G 1 n ∈ Z �W�������(����,O7������21I����@������N1
�����

an =





a · a · · ·a︸ ︷︷ ︸
n

, �8� n > 0,

0, �8� n = 0,

a−1 · a−1 · · ·a−1
︸ ︷︷ ︸

m=−n

, �8� n < 0, ��������, m = −n > 0.

)*����
���)*
��;�N1R�����Y�8� n > 0 1R����)*��
 (a−1)n = (an)−1 95�����;������,�1

an(a−1)n = ( a · a · · ·a︸ ︷︷ ︸
n

)( a−1 · a−1 · · ·a−1
︸ ︷︷ ︸

n

) = e =

= ( a−1 · a−1 · · ·a−1
︸ ︷︷ ︸

n

) · ( a · a · · ·a︸ ︷︷ ︸
n

) = (a−1)nan.

� � � � � � � 	�����	 � � 9����������	� G 
���
���� �	� a ∈ G � m,n ∈ Z � ����� �� ����� ����� � ��� � �� ��!
am · an = am+n.

# � � �&!�� $ 	�
 � � #$������������������1 7�����
���
����>	���
�����7������;� 3 × 3 = 9
)*���W�87��������29
 �� � � � �������#"�� m > 0 1 n > 0 UV����)*��������������1 m+ n > 0 Z�9R����)*��


am · an = ( a · · ·a︸ ︷︷ ︸
m

) · ( a · · ·a︸ ︷︷ ︸
n

) = ( a · · ·a︸ ︷︷ ︸
m+n

) = am+n.

 �� � � � �������%$&� m > 0 1 n < 0 UV����������� n′ = −n > 0 Z�9R����)*��


am · an = ( a · · ·a︸ ︷︷ ︸
m

) · ( a−1 · · ·a−1
︸ ︷︷ ︸

n′=−n

) =
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=





a · a · · ·a︸ ︷︷ ︸
m−n′=m+n

, �8� m > n′ ( ��9 �29 m+ n > 0),

1, �8� m = n′ = −n ( ��9 �29 m + n = 0)

a−1 · a−1 · · ·a−1
︸ ︷︷ ︸

n′−m=−n−m

, �8� m < n′ = −n ( ��9 �29 m + n < 0),

= am+n.

��
�������	���������� ��������,-�������=����
����87���
��6)*���W�87������������2L 'MZ m < 0 1
n > 0 � **Z m < 0 1 n < 0 � 2�Z m = 0 1 n > 0 � "MZ m = 0 1 n = 0 �
5�Z m = 0 1 n < 0 � $MZ m > 0 1 n = 0 �  MZ m < 0 1 n = 0 9
��	 #�	 � ��� (am)n = amn � ����� � m,n ∈ Z ��� ��� ��� �

� � � � 	���
�����7������;� G :<	 ��#$��� a ����������
������ ���������P�W�������Y7���������7������2L

. . . , a−3, a−2, a−1, a0 = e, a, a2, a3, . . . .

)*�.����0��������������>�����P)*���W�87��������29
��	 � � ����	�� � � � ���;�G35����������� ���������Y����������
����<	���
.��7������������������(UV��9 �29

ak 6= al ���������;�W������� k 6= l ����,O7���������������� Z�92���O)*���W�87���������)*�;������������
�1
����� a ����������
����P�R������������� ����	��������&UV��D�
���)*��
�� |a| = ∞ Z�9
��	 � � ����	�� � � � ���&�G35��������)*� ak = al B5��	������;��� k 6= l " � �������M9

����@������ k > l 9�����)*��
 ak−l = e 1���������, k − l > 0 1���9 �29�)*��	���7������
e " �'������� a ����������
������/
������������������%7���������7��29
	���
�����7������;� T =
{t ∈ Z | t > 0, at = e} ����������������9<��� 
���������������� ����,O7������
������,-�����������Q@����.�����������������29�����)*�������������<���������������>����,-�����.��� ���������."

���� n 1���������������, a 	���	 � 	 ������
 ��� � � ���535�����;� ���&��D���
���)*
��;�
|a| = n 9-����	�����������L � Z an = e 1 n > 0 � �8� am = e 1 m > 0 1$����)*��

m ≥ n 9
� � � � � � � ��� ����� � ��� G = {1,−1} 1 a = −1 9�����)*��
 a1 = −1 1 a2 = 1 1
��9 �29 |a| = 2 9
� � � � � � ��	 � � � � 
 |a| = n <∞ � � �� ��!��
"�� � ����� � e = a0, a, a2, . . . , an−1 ��� � � � !	� � � � !���� ��������� 
 � � ��

$�� ! ��� ������� � � � m ��� ��� ��� � m ∈ Z �	��� � � � !	� � am � � � � ������� � � � � � � � �

e, a, a2, . . . , an−1 ��
 � ! �
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# � � �&!�� $ 	�
 � � � Z�	�������������
������������ a ����������
������ |a| ����	���� 	���
.����"
B5D���������������
�9
%�Z ����@������ m ∈ Z 98����)*��
 m = nq + r 1 0 ≤ r < n 98����	�����������1

am = (an)q · ar = ear = ar 9 �
��	 #�	 � ��� ����@������ |a| = n < ∞ 95����)*��
 am = e ����)*��
Y���Q�.7��������

����)*��
�15����,-� m = nq 9
� � � � ����@������ M ����������������� ◦ �� �������,-����� ��� N ������� ���������+@����."
�����������������29O������������
�1������ N � ��!�	�������� � ◦ � ��	�� ��$ ����
 � � � ����� 1
�8�

a, b ∈ N ⇒ a ◦ b ∈ N.

� � � � � � ������,-������� G :<	 ��#$���N������,-��������� H @����.���������������.���G35���������
G " � +���	 � � - � � 15�8�

� Z H 7����������������Q)*������������� ���������;� �
%�Z a ∈ H ⇒ −a ∈ H 9

�8� H � G " �(@����G:<	 ��#$���21-35������
 H ≤ G 9I�8� H ≤ G ��� H 6= G 1
����)*��
N35������
 H < G 9
,O7��������21�������������,-�������N:<	 ��#$���<������������@����G:<	 ��#$������������
��������

������,-������� :<	 ��#$�Q��	������Y�� �������,-����� ���������;�N9
� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 � � R ������,-����� :<	 ��#�)*�+�������'@����G:<	 ��#$�������
)*��������	��P:<�43����2L Z < Q < R 9

� � ��������,-���(����@������;���?������,-����� :<	 ��#�)*�?���P����@������;��� ������������"
����1 ��������������,=����,-���.�����X��������������� ��
�35�;#$���> ��������������������21��������
@����G:<	 ��#$�29
� � 
���������������� ������,-����� :<	 ��#�� 	����47�
���� �����/EG��������������������K&@����."

:<	 ��#$�2L�����������
�:<	 ��#$�Q���Q
.����������
��>@����G:<	 ��#$� {0} 9

���� ��� � �����1� G :<	 ��#$���Y
���������������� Hi

@����G:<	 ��#-��� ⋂
i∈I

Hi
����
�����"

���W��� G " �>@����G:<	 ��#$���29
� � � � � � � � �&$ ���!� � ��������������,-�W�N1������ Z :<	 ��#$���%��������� @����G:<	 ��#��
��@����Q����7�� nZ 1 ��������, n ∈ N0

9
��������������
��;�T35��
��Q	���
.���CB5D������������?�.�������� ���������,-������� ����������
����29
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� � � � � � �.�������� ���������,-������� G :<	 ��#$����������,-��������� H @����.���������������.�
�G35��������� G " �>@����G:<	 ��#$�21��8�

� Z H 7���������������� 	��������������������?���������;� �
%�Z a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H 9

� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 � � R∗ :<	 ��#�)*�'�������')*��������	��%@����G:<	 ��#$�������
:<�43����2L

{±1} < Q∗ < R∗.
� � ����@������ a � G :<	 ��#$���6
������������������ ����������
������29�	���
�����7������;�

G " )*�X)*��������	�� @����.���������������

〈a〉 = {an | n ∈ Z}
UV��9 �29 a ����������
������ ���������Q�W�������P7���������7�������� ���;����������������Z�9
�����������Q���47�����
������������21������
��Z 〈a〉 � G :<	 ��#$��� �������������>@����G:<	 ��#$��� �
��Z |〈a〉| = |a| UV��9 �29 〈a〉 @����G:<	 ��#$���N����������
��;��������,O7���� a ����������
������

����	���� ����������Z�9
G :<	 ��#��Q�G35��������� $ � !��(-/��� 1R�8�%������0�����
������ �����W��� a ∈ G �����."

����
����21R����� 〈a〉 = G 1R��9 �29 G :<	 ��#$��� ���������Q����������
���� 35������������	���
.�
��� a ����������
������X�W�����S7���������7������M1 ��������������,/����)*���W�87���������)*� G :<	 �R"
#$��� $ � !��(-/��� �/��� � � � + ��	���� �G35���������298�8� |a| = n < ∞ 1-����)*��

G = 〈a〉 ������������� n ����������
�������
�� :<	 ��#$��� � �8� ��� |a| = ∞ 1-����)*��

G = 〈a〉 �R������������� U ������������� Z<,-����������� :<	 ��#$���29
� � � � � �1��	 ������� �!� 9N
������������������ G = 〈a〉 ,-�����������':<	 ��#$�/��
 ������"
�������?�������������21I��
 �����������(�������������?:<	 ��#$���29$�����������Q
������������������
������������������� :<	 ��#$� ��� )*����0�������� ������� ,-����������� ��� 
������������������
�����������������Q:<	 ��#$��, ����� ��@�
������Q,-�����������29
� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 � � (Z,+) = 〈1〉 = 〈−1〉 UV����,S�������+	����47����."

������M15������,-�����������Q35����������@�
���������� )*����0��������>������� ����������� Z�9

� � 
������������T����,O7������ (R,+) :<	 ��#$�N�������������������21M���������������<�����
��@�
������Q,-�����������29
� � �47�����
��W�N1������Y����,-����
�������� ����,O7������ ����������� (Q,+) :<	 ��#$�

��� ������� ,-�����������29
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� � � � � � � � �&$ ���!� 9N:<	 ��#$�21���������������, 	����47�
���� @����G:<	 ��#$�������'�.7���"
�����S�������������>����,O7����21R���������������29
� � � ∗ � � � - � ������� � � � ����� ��, � 	�
���� ���;��� ��� ��	������P���� ���� ����	��."
�������  �������@���������)*��������������)*�������������������������������������;#$�CB5���������
����)��R"
�����������N9��������������;#$�CB5����� ,-
������S�CB5�������;#$�CB5����� ,-
�����������	���
6�������
	���
.��7��������������21���������� ��� �������87������>������@�,-�������������M9
� � � � � � ����@������ G ��� G′ :<	 ��#$�������29 ϕ : G → G′ ������7������(�G35���������
G " � ��� � � � �����8-/��� ��
������ � G′ " )*�'UV��
X������������� ��� � � � ����� ���
, � � Z�15�8� ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) 
������������������ a, b ∈ G " � �������M9
� � � � � � � ��� ����� � � 9�������@W� G = (Z,+) ��� G′ = (Zn,+) 9;����)*��

Z → Zn

������7���������������� 	�����@���� a+ b = a+ b ��������� a, b ∈ Z " � �������M9
� � � � � �1
���� ��� � ����� 9��� ������W� ��������� ϕ : G → G′ �������������;#$�CB5���21
��������, G = 〈a〉 1 |a| = m 1 G′ = 〈b〉 1 |b| = n UV������0�����1N����,-�
m = 12 1 n = 15 Z�9
� � � � � � � � �&$ ���!� 9���������������,-�W�N1������$���'���������������
��������@�,-������� ����"
���������;#$�CB5��� (Q,+) → (Z,+) 9� � � � � 	�
 � � (Q,+) " )*� nx = a 	���
�������������� ��@���� ���;���������;���
������
���7���
��>
������������������ n ∈ N 1 a ∈ Q 9
� � � � � � ����������	���
��;� :<	 ��#-��� �������������;#$�CB5���������?B5��	������;���QB5��	���"
���N�������������292����@������ G ��� G′ :<	 ��#$�������21 e ��� e′ � )*�.�����������������6�������

������������������>����������
��������21 ϕ : G→ G′ � �������������;#$�CB5���295����)*��

� Z ϕ(e) = e′ 9������;������,�1�����@������ ϕ(e) = h ∈ G′ � ����)*��
 h2 =

ϕ(e)2 = ϕ(e2) = ϕ(e) = h 1 ����������
���, h = e′ 9
%�Z ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 1M������	���
 ϕ(a) ·ϕ(a−1) = ϕ(aa−1) = ϕ(e) =

e′ 9
'MZ ϕ(G) = Imϕ = {ϕ(a) | a ∈ G} � G′ "A���+@����G:<	 ��#$���/UV�������."

������, �G35��������� ϕ �������������;#$�CB5����� ���!��
������ Z�9
**Z8�8� G = 〈a〉 ,-�����������N:<	 ��#$���212����)*��
 ϕ(G) = 〈ϕ(a)〉 ��	����W�����

,-�����������%:<	 ��#$���29
�����;������,�1
�8� G = 〈a〉 ��� a′ ∈ ϕ(G) 1 a′ =
ϕ(g) 1 g ∈ G 1�����)*��
 g = an 1 n ∈ Z 1N���!����������� a′ = ϕ(g) =
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ϕ(an) = ϕ(a)n 9R����	�����������1 ϕ(G) = 〈ϕ(a)〉 ,-����������� :<	 ��#$��� ϕ(a)
35����������@�
��������N9
2�Z ϕ(g−1hg) = ϕ(g)−1ϕ(h)ϕ(g) 9
"MZ kerϕ = {a ∈ G | ϕ(a) = e′} � G " � @����G:<	 ��#$���&UV��������������, ϕ

�������������;#$�CB5����� 
������ ��� �G35����������Z�15������� ����
�1 g−1(kerϕ)g ⊆ kerϕ
��������� g ∈ G ����������
����������������M9������;������,�1

h1, h2 ∈ H = kerϕ⇒ ϕ(h1h2) = ϕ(h1)ϕ(h2) = e′e′ = e′ ⇒
⇒ h1h2 ∈ kerϕ,

h ∈ kerϕ⇒ ϕ(h−1) = ϕ(h)−1 = (e′)−1 = e′ ⇒ h−1 ∈ kerϕ,

h ∈ kerϕ, g ∈ G⇒ ϕ(g−1hg) = ϕ(g)−1ϕ(h)ϕ(g) = e′.

� � � � � � ϕ : G→ G′ �������������;#$�CB5�.�P�G35��������� � �&��� � ����� ��, � � 1��8�
ϕ = 1 � �G35��������� 	 ��� � ����� ��, � � 1��8� G " �'��
�������7�� ϕ(G) = {a′ ∈
G′ | a′ = ϕ(a)} = G′ ��� �G35��������� ��, � � ����� ��, � � 1-�8� ϕ ������7����
����
��������;#������/���/�� ��������;#��������29
:<	 ��#$���6���������=������)*� ������������"
�;#���� ������7������ �G35��������� 	 � #�� � ����� ��, � � 1�7������ :<	 ��#$��� ���������
�����CB5�<�CB5�������;#���� ������7������ �H������� ������� � ����� ��, � � 9

� � � � � �1
���� ��� � ����� 9<�8� G 1 G′ 1 G′′ :<	 ��#$�������21 ϕ : G → G′ 1 ψ :
G′ → G′′ ���������������;#$�CB5�������21 ����)*��
 ϕψ : G→ G′ �������������;#$�CB5�����29

� � � � � �1
���� ��� � ����� 9�����@������ G,G′ :<	 ��#$�������21 ϕ : G → G′ � ����"
���������;#$�CB5���295����)*��
�L
� Z ϕ ����
��������;#$�CB5�����'����)*��
 ���%�.7�������� ����)*��
�1�����,-� kerϕ =

{e} �
%�Z ϕ �CB5�������;#$�CB5����������)*��
������.7��������6����)*��
�12����,-� kerϕ = {e} 1

ϕ(G) = G′ 9

� � �&� ����	�
�� # � ��	���	�
��

:<	 ��#$����������	���
(	���
.��7��������������N1
��	����������%���%�����������'�����W���%����	��."
���������>��������@��������������21$������������)*��, 	���
.���CB5D������������ ����� ����
������R"
���P����	������������Q�� �������,-���21R����������������, 7����.�������������/EA)*��������������K ���
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EG	���������������������KS�535����������
�9��������!��@.�������������21<���������%����	�����, :<	 �R"
#$��� ��@.�������������21$
���������
���7��������?
������������ ����,O7������ �� �������,-���������(������"
�������������N9 ������� ����
I��	��������N��@.������������� �P�.���������N����	���������� �� �������,-��"
�����X�������������������Q���������;� 	���
���������� ���;�87�����
������X��� ����
����.�����21 �������."
��
���,6��	����W�����
����)�������������� 	�����0��������>��������,-�����S����	������������P�������R"
@��������������N��7�������
���)*��
�����������
��<����	���������������,�1����������<����	���
�:<��� 7�����

)*��	�����0���������������������
��;�=�.7��������!�������;
���7�����
������N��������,-���Y����@������;���
����������������)*���������������>���Q����@������������>	�������������������� �� �������,-���������N9

� � � � R ���������������.�X)*���������������Y���<	��������������������P�� �������,-��������� �&� � �
��� �G35���������21��8� ���<�� �������,-������� 	����47�
����P)*��������	��>�����������������2L

� Z )*�������������>���������;� R ������������� :<	 ��#$��� UV��������������, R �&� � �
����
 ��#�� $ ��-/��� � � - � � �G35����������Z �

%�Z a(b + c) = ab + ac ��� (a + b)c = ac + bc 
������������������
a, b, c ∈ R " � ������� U � � � � ������	�
���
 #���
�������
�- $ ��-/����
 �
��	 !���	�
���
 � � � ����� Z�9

	�����������������
��;�T��	��������>��@.��������������� B5��	������;���X)*������	��21 ������������,
��� )*������� § %�" )*��	���
.7��������S:<	 ��#-������@.����������������)*������	��������<����,O7���)*�29
� Z a · 0 = 0 · a = 0 
������������������ a ∈ R " � �������M9������;������,�1�����@������

a · 0 = b 98����)*��
 b + b = a · 0 + a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 = b 1
����������
���, b = b + (−b) = b− b = 0 9
��
�������	���������� ��������,-�������215����� 0 · a = 0 9
%�Z a(−b) = (−a)b = −ab 
������������������ a, b ∈ K " � �������M9*�����;������,�1

ab + a(−b) = a(b + (−b)) = a · 0 = a,

���215��
�������	�����������1 ab + (−a)b = 0 9
'MZ a(b−c) = ab−ac ��� (a−b)c = ac−bc 
������������������ a, b, c ∈ R "

� �������M9������;������,�1

a(b− c) + ac = a(b− c+ c) = ab,

���215��
�������	�����������1 (a− b)c + bc = ac 9
R ��	������+�G35��������� !�� � -/� ��$ ��-/��� 1$�8� 	������������������(������)*� ����"

�.������,-���������21���9 �29
ab = ba ∀a, b,
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��� ��
��&$ � ��$ ��-/��� 15�8�/	������������������ ������)*�Q������,-����,-���������21���9 �29
(ab)c = a(bc) ∀a, b, c.

��	�������� ����������
���� �C" �>�G35��������� 	���� 	�-/��� 15�8�
a · 1 = 1 · a = a ∀a.

���������
����	�����,/�.�������� ���������,-�������X:<	 ��#$���Y)*���W�87���������)*�21*��������,O"
�������21 �����I��	�����)*�;���')*����0��������
�������N�����
	���
.��7����������������N���;���.�����
UV����	�������)*����0��������>��� ������� ����, ���;����Z�9
� � � � � �1��	 ������� �!� 9��8� a = 0 15����)*��
<
������������������ a " � ������� 	�����@�
������

a = a · 1 = a · 0 = 0,

��9 �29R��	������X)*����	������ �.7�������� 
.����������
��>����������
���������	���
�95����	�����������1
�8�/��	������>���;�S����������
GB5�<������� ��� )*����,-�����M1�����)*��
 1 6= 0 9
**Z?�8� 	���������������
������ ��
�����@�,-����� n "A��� ���������;�N1;��������35�.��
����������N1

�����
(a1 + · · ·+ an)b = a1b+ · · · + anb,

b(a1 + · · · + an) = ba1 + · · · + ban,

(a1 + · · · + an)(b1 + · · ·+ bm)b = a1b1 + · · ·+ anbm.

� � � � � �1��	 ������� �!� 9N	�������������������� �����.������,-������������� )*���W�87���������)*�
��	��������P	���
.���CB5D�����������)*�<)*�������������X�����Y��@.��������������
;)*����0��������Y������"
�������;�6�.7��������=���;���29���
�������	��������N)*��
���)*��
����.7������<���;���.�������X	���
."
���CB5D������������M9
� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 � � ����,O7�������� Z 1 Q 1 R ���������������������!�����.�R"
����,-�������21�������,-����,-�������'��	������������'���;���.������� 7����.���������������%)*����"
�����������>��� 	��������������������?���������;�N9

� � ��������� ���53'����,O7������ 2Z ���������������Y�����.������,-�������215������,-����,-��"
�����Q��	��������P�����;���.��������9
� � ����,O7��������ND�����0����<����,-���.��� @����.���������������GB5��	���
.���CB5D��������T�����."

���!#���
�@�,-������� F (X,R) = {f : X → R | X ⊆ R} ���������������
#���
�@�,-������� 7����.���������������!)*������������� ���!	�������������������� �� �������,-���������
U (f + g)(x) = f(x) + g(x) 1 (fg)(x) = f(x) · g(x) Z<���������;� �����.�R"
����,-�������215������,-����,-�������21����;���.��������
��>��	��������29



�������QJ 95����	������������Q��������@������������ � �

� � C[0, 1] � [0, 1] ����
��������W��B5��	���
.���CB5D�������� ���������Y
������������T�535�."
����� #���
�@�,-�������P���������������X���;���.��������
��>��	��������29
� � ��������,-���<���������N����@���������������������������)*���������������N��������@������������


���������������� �� �������,-��������� �����������.������,-������� ���6������������,-����,-�������
��	��������29
� �"�!�����&��� !�� ��
�	�
���
 (Zn,+, ·) �&� ����	�
�� � �&# -/��� � n � ����"

	�����,!�������<��������35�.��
������N1�
���) �����Q���������������

(Zn,+) = {0, 1, . . . , n− 1}, k = k + nZ,

:<	 ��#$�Q������������� n )*�������������

k + l = k + l = r,

��������, k + l = nq + r 1 0 ≤ r < n 18�� �������,-�����H���������;�4�������������
:<	 ��#$���+UV����	����������(% 9 ��9 ��1�"MZ�9
	���
������CB5D������;� 	�������������������� �� �������,-���2L

k · l = kl = r,

��������, kl = nq + r 1 0 ≤ r < n 9I)*����������35���;� ��� �� �������,-�����'����"
����@������������29-�8� k = k′ 1 l = l′ 1$����)*��
 k′ = k + nq1 1 l] = l + nq2 1
k′l′ = kl + n(lq1 + nq1q2) 15���Q����������� kl = k′l′ 95������	���


(k l)m = (kl)m = k(lm) = k(l m),

kl = lk,

1k = k = k1,

(k + l)m = (k + l)m = km + lm = km+ lm.

����������� (Zn,+, ·) �����.������,-�������21P������,-����,-������� ��	�������� ���;���.�R"�����N1���������������,4�535����������
 �!�����&��� !�� ��
�	�
���
0�&� ���(
 � �&# - �
��� � n 9
� � � � � � � � �&$ ���!� � ����@������ X ���������������������������X��� 2X � �������Y���������
@����.�����������������(����������������9-��������������,-�W�N1$����� 2X �������(��	������ �������."
����������� ��7��������������

A M B = (A \B) ∪ (B \ A)
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���>����
��������W�����?���������;�N15����������������, 	���
�����7���������� ����	�����,6)*�������."
������� ��� 	��������������������M9$��������������,-�W�N1������Y�.�?��	������ �����.������,-�������
���Q������,-����,-���������29
� � � � � � �8� R ��	��������21 a, b ∈ R ��� a 6= 0 1 b 6= 0 1 ab = 0 1�����)*��
 a
����������
����(�G35��������� � ���&$ ��	 �!� ��-/����
 � � � ����� � R " )*�21 b ����������
����
�G35��������� � ��� � ��	 �!� ��-/����
 � � � ����� � R " )*�29
�����.������������� ��	���������)*� ,O7��������21I������,O7���
�� ���(������:<����
��(
.�������

	��������;#$����� )*������� ��� ������� 	���
.��7������������29
� � � � � � � ��� ����� � � 9 Z 1 Q ��� R " �>��� 	����47�
����Q
.������� 	��������;#$�����29
� � � � � � � ��� ����� � � 9<#���
�@�,-������� F (X,R) ��	�����)*�TUV��7M9N����	����������
' 9 ��9 ' 1�'MZ;��������
N
.�������Q	��������;#$�����P���;)*���W�87���������)*�21 ����,-� X ������������"
��� ���;�4����������
���B5� �������+)*����,-�����M9����������;� X ��� ������,-��������� X1��� X2

@����.����������������� ���Q����@������N1�����,-� i = 1, 2 1

fi(x) =

{
1, ����,-� x ∈ Xi,

0, ����,-� x /∈ Xi,

����)*��
 f1, f2 6= 0 15����	������ f1f2 = 0 9
� � � � � � � ��� ����� � � 9<�8� n = k · l 1 0 < k.l < n 1R����)*��
 k 6= 0 1 l 6= 0 9
����	������ k · l = 0 1���9 �29�
���) �����&��������������� Zn

��	������H)*����	���
������ n
����,O7������ ���������;�T	����47�
����Q
.������� 	��������;#$�����29
� � � � � � ��
.����	��������;#$� ��	�����)*�P)*�.����0��������������Q)*��������,-�2L

{ac = bc ( ��
 ca = cb) ��� c 6= 0} ⇒ a = b.

�����;������,�1 ac = bc �����������()*����0��������&	��������C35������� (a − b)c = 0
����7����N1R����������
���,�1�����,-� c 6= 0 15��D�������������� a− b = 0 1R��9 �29 a = b 9
� � � � ��� � R ��	�������� x 6= 0 ����������
���� ����� ������	 ��� -/��� �G35���������21
�8� xn = 0 ������������D���, 0 < n ∈ N 9O�����W� ����,-�����.� n 
����������������
����,O7���� �G35��������� 	���	 � 	 ������
 ����� ������	 ��� -/����
���
 ��������
���� 9
	�������	��������21������ 
����� �������
��������H����������
����&
.�������'	��������;#$���6U �8�

n > 1 1�����)*��
 x · xn−1 = 0 1 xn−1 6= 0 Z�9�)*��������
����������/���������������
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���=�����N���������;��������
�� U Z6
" �<��� 	����47�
����<
����� �������
��������<����������
��������21

����	������ 2, 3, 4 ������
.����������
�� 
.������� 	��������;#$��������Z�9
� � � � � � �1
���� ��� � ����� 9 Zn

��	�����������)*��
-�����.7��������/����)*��
O)*����,-�����

����� �������
������ ����������
��������M1-����,-� n �����;#$� m2 " B5��1���������, m ∈ N 1
m 6= 1 9
� � � � � � � R ��	�������� x ����������
���� � #�	 � ������	 ����� �G35���������21 �8� x2 =
x 9 ,O7��������21 ����� 02 = 0 1 12 = 1 9 �8� x2 = x 1 x 6= 1 ��� x 6= 0 1 ����)*��

x(x−1) = x2−x = 0 ���<�����������;�������������������������X�������� �������
��������

.������� 	��������;#$�������29
� � � � � � � ���;���.��������
��Q��	�������� a−1 ����������
����>�G35��������� a ����������
������
��	�
�� - ��	�
�-/��� 1X�8� aa−1 = a−1a = 1 UV�����.������,-�����F��	�����)*�
������������������� ���������87������;�N1������ aa−1 = 1 Z�9
���������
����	�����,/�.�������� ���������,-�������X:<	 ��#$���Y)*���W�87���������)*�21*��������,O"

�������212���������;���.��������
�������,-����,-�����=��	�����)*�N����,H���;� ����������
����<���
	����47�
����(����� 	���
.��7����������������+)*��������
����������(����������
���� UV����	������ )*����0."
�������?����,T���;���?��� 	����47�
����.� Z�9$����������
����M1$��������������,S)*��������
����������
	����47�
����21 ��	�
�� - ��	�
 ��#�� �G35���������29
� � � � � � �1
���� ��� � ������	�
����

� � ������
.����������
�� ���;���.��������
�� ��	�������� ������
.����������
�� a ���������."

������ a−1 )*��������
�����������, ������
.����������
����29

� � )*��������
����������>����������
����Q
.������� 	��������;#$� �������29���������������,-�W�N9
� � ��	��������S)*��������
��������F����������
��;��� 
�������������� )*��������
������������
���

(ab)−1 = b−1a−1.
��������������,-�W�N9

� � � � � � � R ��	������������������
)*��������
��������!����������
��;���;������������������D���
���"
)*
������ R∗ ��
 U(R) �������������;���29 ,O7��������21*����� U(R) ��	������Y	�����������"
��������� �� �������,-����� ���������;�T:<��	 ��#$���29
� � � � � � � � ��� ����� � � 9 U(Z) = Z∗ = {−1, 1} 1 U(Q) = Q∗ = Q \
{0} 1 U(R) = R∗ = R \ {0} 9
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� � � � � � � � ��� ����� � � 9�����@������ Zn = {0, 1, . . . , n− 1} 1 k = k+nZ 1

���) �����Y���������������Q��	��������Y������������� n 9*��D���
���)*
��;�N1 ����� k+nZ ∈
U(Zn) 1 k ∈ Z 1 ����)*��
����X�.7�������� ����)*��
�1 ����,-� (k+nZ)(l+nZ) =
1 + nZ ������������D���, l ∈ Z " � �������M1
��9 �29 kl + nZ = 1 + nZ 1;����,

���)*
������ kl = 1 + nq 1 q ∈ Z 15��9 �29 (k, n) = 1 9
����	�����������1 |U(Zn)| = ϕ(n) 1���������, ϕ(n) ���������X��� k 
����������������

����,O7������!����,O7������ 1 ≤ k < n 1���������������, ����
������������������ n ".����

U 	�����	�����
 �8- ��+ $ � � Z�9�������0�����1 ϕ(1) = 1 1 ϕ(2) = 1 1 ϕ(3) = 2 1
ϕ(4) = 2 1 ϕ(p) = p − 1 ������	������ p ����,O7������ �������M9���#$��� ��������,�1
�8� p ∈ N 1-����)*��
 ϕ(p) = p − 1 ����)*��
>��� �.7��������4����)*��
�1I����,-� p
�������������>����,O7������29

� � � � � � � � � �&$ ���!� 9���������������,-�W�N1������ U(Zn) :<	 ��#$��,-�������������;����"
)*��
 ���+�.7�������� ����)*��
�1�����,-� n ∈ {2, 4, pα, 2pα} 1I��������, p ����
����
�������������>����,O7������21 α ∈ N 9

� � � � R ��	�������� L @����.���������������.�?�G35��������� +���	��&� ����� 1R�8�
� Z L ������� R ��	�������� ������,-�������Q:<	 ��#$��� @����G:<	 ��#$� �
%�Z L 7���������������� 	�������������������� ���������;�N9

,O7��������21M������������������@�������	������Y����������
��������Y��	���������	��������� ��."
����,-���������%���������;�N98������� ����
 ���%��
����87.��
������%�����W� �����������������M1�����	���"
����,-���Q�����.������,-�����������>���Q������,-����,-�����������29

� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 � � R :<	 ��#$���<@����G:<	 ��#$�������<:<�43����21�������������,
����������
��������
����	�������� % 9 2 9 �C" )*�21��������N���������8��������@�������	����<����:<�43����29

� � 
������������������ n ∈ N0
" � ������� ��������������� nZ ������� Z ��	��������?@����."

��	������+UV��7M95������,-��
�� % 9 2 9 'MZ�9

� � � � � � � � �&$ ���!� � ��������������,-�W�N1 ����� X �����������������Y���������;�������������
@����.���������������Y@���
���� 2X ��	�������� @�������	������%UV��7M95������,-��
���' 9 ��9 **Z�9

� � � � K ���;���.����������
�1M�����.������,-������1M������,-����,-����� ��	������M1������������
�����������Q������
.����������
�� ����������
����P)*��������
������������21 ��	���� �G35���������29
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� � � � � �1��	 ������� �!� 9N��	������21*������������,H)*����	������<�.7�������� 
.����������	���
�1
��������� ��� �������������29
�������������H����	����������������&����,-����
�������� ����,O7������ Q �������+��� 
�������"

����� ����,O7������ R �������29 Z ��	������
����������� �������ML ������)*�;)*��������
������������
�.7�������� ±1 9
� � � � � � � � �&$ ���!� � ��������������,-�W�N1M���������������������P�������21M������������,H)*�."
��	������%�����%����������
���������	���
 UV,O7��������21;����� ���;���%��� ����������
�������������

��
����Q������� ��������� 
.�����21 7������ ��������� �&�������>���;���.������Z�9
� � � � � �1
���� ��� � �����1� )*������	���
��W� % 1 '=��� 2!����������
�������
��'�������������
)*���������������>��� 	��������������������?�� �������,-��������� ,O7������������29
� � � � � � � � �&$ ���!� � ��������������,-�W�N1 �����
��� ��������������� �������21 ������������,
)*����	���
�� "?����������
���������	���
�9
� � � � � �1
���� ��� � �����1� ��������������,-�W�N1������ Q(

√
2 = {a+b

√
2 | a, b ∈

Q} ��������� ����,O7���������� 7����.���������������?)*���������������(���?	��������������������&����"
�����;�N15)*����,-����� Q " �M15)*������� R " )*�21�����	������X��� ���W�87��������?����, Q " � ���
����, R " �M9
� � � � � � 
���������������� ������� 	����47�
���� )*��������	�� ��
���)*��
�����������
�� �������������2L

ab = 0 ⇒ {a = 0 ��
 b = 0}.
�����;������,�1R�8� a 6= 0 1 ����)*��
 ab = 0 �������������>�����������.7�������� a−1 " B5�
	�������������������� ��������D������ b = 0 9

.��������	��������;#$�������;��@���
���������������)*�;
���)*
������M1������-
������������������;�����

������
.����������
��?����������
������ 
�������������� ��	����W�����P������
.����������
����29 K ���."
����� ������
.����������
�� ����������
�������� @���
�����
P����������� :<	 ��#�� 	��������������������
���������;�N95����� �G35��������� K ��	�����
 � -/����� ����� ! ��$ ��-/��� � � - � � ���
K∗ "A���T��D���
���)*
������29
� � � � � � � 	�����	 � � � Zn

��	������P�������Q������� ����)*��
N���X�.7��������T����)*��
�1
����,-� n �������������>����,O7������29
# � � �&!�� $ 	�
 � � � ZX����@������ n )*����	���
������ ����,O7������21-��9 �29 n = k · l 1

��������, 1 < k, l < n 95����)*��
 k, l 6= 0 1R����	������

k · l = k · l = n = 0.
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����	�����������1 Zn
��	������ 	����47�
����X
.�������Q	��������;#$�����X���21 ����)*��������������1 ���

�������Q��� �������M9
%�Z>����@������N1� �������@����N1 n �������������H����,O7������H��� a 6= 0 1���9 �29 a ���

�����;#$� n " B5��95����0����;� a " � )*��������
���������� ����������
����P)*���87��������N1���9 �29 a " �
��	�������� ���������>����������
���B5��	��������������������N9���������D������ ����������
��������

0, a, 2a, . . . , (n− 1)a. U:� %�Z
����������������,-�;�N1P����� ������
�� ��������� 	���
.��7������������������29Q�����;������,�1 �8�
ka = la (0 ≤ k < l ≤ n − 1) 1-����)*��
 (l − k)a = 0 1I��9 �29 (l − k)a
�����;#$� n " B5��1M����,H)*�.��0��������������21*������	���
;����, l−k 1M����, a ��� �����;#$�
n " B5�QUV��@�	�������������
������ n "A���>������������������Z�9�����	�����������15����������
��;���(U:� %�Z
�G35��������)*�>	���7���������� Zn

��	��������?���������>����������
����21������S)*������� 1 "A��,�1
�.�>���>
���)*
������M15����� a ����������
����P)*��������
������������29 �

� � � � � � �������������21������.������,-�������21R��
.����	��������;#$� ��	������Q���������29

� � � � � � 
���) �����S��������������� ��	���������)*� 7�����
!	�����@����T����@����!B5��	������;�
��7���� ����������
���� ����
�1 ����������������,/��� ��@����X����	������<����,O7������ ����������)*�29
����7�������������1 Zn

������)*�+U n ����������������Z���������������� �����������

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

= p1 = 0 U:�!'MZ

UV���;��@�������
����21��.�����������;��������
���� Zn
��	�����)*��,(
������������������ n " � ������� Z�9

�����������������������;�!���8������)*������	������������N	���������@���
���������B5��	������;�!��������"
����������������������1������������CB5������, @��������;�T�������������N9
����@������N1 ���CB5��	���������1 K 
������������������ ���������29R�������������N1R����� K ���."

����� � ������
�� � � 	�
�	���� ������� p 1��8� p ����,-�����.���>
������������������ ����,O7�"
�����21 ����������� ����������, p1 = 0 � �8�'�����W��� p ���S���������������M15����)*��
N�������."
�����N1-����� K " �(����7��������������������&
.�������29-����	�����������1 Zp

U p ����������������Z
��������� p ����7��������������������N1�7������ ����,O7������ �����������=����7��������������������
��@����T
.�����29 K ��������� ����7�������������������� ��D���
���)*
������ charK ".���29

� � � � ��� � � 	�����	 � � �
� Z � 
 charK = p � � �� ��! p � � � � � � � � ����� � � ���
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%�Z � 
 charK = p � � �� ��! ∀a ∈ K pa = 0 ��� 
���� charK = 0

 � a ∈ K � � �� ��! a 6= 0 
 � n 6= 0 ��
 � ! � � ��� � 
 ��! � � � � � �
na 6= 0 �

'MZ � 
 charK = p � p | n � n ∈ N � � �� ��!�! ��� ������� � � � 0 6= a ∈ K �
��� ��� � ����� ! ����� na = 0 �

# � � �&!�� $ 	�
 � � � ZQ�8� ���C35��
�����D�������	����'�������R)*�������N1���9 �29 p = s ·
t 1
��������, 1 < s, t < p 1�����)*��
H����������������,-������������� ����#���0������NB5�
	�����@�
������

(s1) · (t1) = ( 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
s

)( 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
t

) =

= 12 + · · · + 12

︸ ︷︷ ︸
st

= 1 + · · ·+ 1 = (st)1 = p1 = 0.

����	������ K ������)*� s1 6= 0 1 t1 6= 0 1�����,%�G35��
�����D�������	������<������)*�<
.�������
	��������;#$������� �����������������M9
%�Z-�����;������,�1 pa = p(a·1) = a · 1 + · · ·+ a · 1︸ ︷︷ ︸

p

= a(1+· · ·+1) =

a · (p1) = a · 0 = 0 9
�8� a 6= 0 ��� na = 0 1$����)*��
 n(a · 1) = 0 9-��@�������
 a · (n1) = 0 9

������	���
 a 6= 0 1$����������� n1 = 0 9O������	���
 charK = 0 1O��D��������������
n = 0 9
'MZ na = (pq)a = q(pa) = q0 = 0 9 �

� � � � � � � ����������
������������H����	���������� #$�����.�����������'�������&
��C35�����&����"
�����;��������
����

���������������� ������)*�21 ������	���
I�������;	�������������
����N�������N	�������"
������
������;)*��������������������	��������������������Y�� �������,-���������Y�.7��������6���Y���������."
�������21$����������
���, )*��������
 ���������+��@.��������������� 7�������
�����������)*� ��
 ��������

�������&)*������	��29�������������� ����7���������������������
�� ��������� 	���
.���������������������."
���?������
�������� �.7�������� ���Q#$�����.��������)*�21$��������������, )*����,-������
 
������R"
��������� ����,O7��CB5�Y	�������������������� ���Q	������;#$���M9
	���
�����7������;�N1�����	�������������1�#$�����.�����

(a+ b)2 = a2 + 2ab + b2.

���/���������;��������
����!
���������������� ������)*�21��8� 2ab " � 	�������	������ ����	�����,
ab + ab 98����	������ ������)*�&����7�������������������� %'���H��D������&��#$��� �����������
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����7��.�

(a+ b)2 = a2 + b2.

��#$���TB5��	���������1 p ����7���������������������
 ������)*� ���������;��������
���� ��	������."
�����

(a+ p)p = ap + bp.

�����;������,�15
���������
���� ����
��������?#$�����.������� ����
���7������

(a + b)p =

p∑

k=0

Ck
pa

p−kbk.

����	�������15����,-� 0 < k < p

Ck
p =

p(p− 1) · · · (p− k + 1)

k!
,O7��������212�����;#$� p " B5��9 ����)*��������������12
���������
����<����
��������Y#$�����.�������<�����."
��� )*�.�������������21-	��������? ������������(��� ������
�������
��������M1I����,-���.��� )*���W��0."
��������)*�Q
.������� ���������29

� � � � � � � � � �&$ ���!� � 	���������������
��W�T��@�������
�15����� Zp
������)*�&U p ����������"

������Z ap = a 
������������������ a " � �������%U #$���������>��,-�����Y��������������Z�9
��#$��� �������.����� �������%����@�����1�����,-�H	��43������������%
���������������� ����"

,O7��CB5�
	������;#$�21*����	�������������1 ����,-�Y	�����
����X���� ������;� ab " �P	�����������7����
B5�����;�%������35����������:<�������N������������������#$�����.����������
�9������������������M1 �����

������������������Q������)*�Q	������;#$���>������,-�W�S�CB5���21 )*����0��������Q	�������	��;�T
������R"
��������� n ����,O7��CB5�8	������������������
����	�����,(���-��������� 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

= n1

����������
���B5�N	������������������ � ����)*��
 n " B5��	������;#$�Y)*����0��������Q	�������	��;�S����"
	�����,!���N����������
���B5��	������;#$�29 ����	��������8� n �����;#$�P��������� ����7������������."
�����NB5��15����)*��
<�.� ����������
����Q
.������� ���������Q���Q	������;#$�P)*�.��0��������������29
#$�����.�����!�������������������6	���
�������������� ������7���
��������������M1<������������,

)*����,-����� %�" B5�
	������;#$��� �������������������P�CB5�����N1 	�����������
������������X
�������������"
��� ������)*� 6= 2 ����7��������������������N1$����	������ % ����7���������������������
 ������)*�>���
��� �.�R)*�������M9
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� � � � � � � � ��� ����� � � 9���������7���
����=�������������������X	���
������������ Z7
������"

)*�
4x2 + x + 2 = 0.

7����.��������������� #$�����.������� �� ������������NL

x1,2 =
−1 ±

√
1 − 4 · 4 · 2
8

=
−1 ±

√
−31

8
.

������	���
 −31 = 4 = 22 1������������O)*����0�������� 7��������������;�N1 ����� √−31 =
2 UV������������������� #$�.������� ���;�8"A���;���Q��
���)*��
�����������Z�9�����)*��������������1

x1 =
−1 − 2

8
=

−3

8
=

4

1
= 4,

x2 =
−1 + 2

8
=

1

8
=

1

1
= 1.

����)*���W�87���������)*�X������	���� �������������X������������������� #$�.�����29M)*����0��������X����"
�.7�������������1������;#$�.�������X@����.)>����	�����������������
��������=�������X���������X�������."
����D���,%����������
������<���������������29M���8)*���W�87���������)*�N����,-���.���S�����������������
	���
�������������� ��� ��@�
����������>#$�.���������P���C35����� ������)*�29

� � � � � � �1��	 ������� �!� � Zp
��D�
���)*��
����<����
���,-������� p ����������
�������
��+EG������"

������@���������K �������������������T������
�������
 Fp
��
 GF (p) U������	�����	��J�
��	
 �

� ���(-8��
(��	���� ZO��D�
���)*��
������M9 ����������	����������N��@���
����;�/�.7�����������������)*�21
�����>��������������� GF (q) �������������&������� q = pn ����������
������+����������
."
���������N1 ��������, p ���������������21R7������ n ≥ 1 9

� � � � K ��������� L @����.���������������.�?�G35��������� +���	���	���� 1R�8�
� Z L ������� K ��	�������� @�������	������ �
%�Z a ∈ L 1 a 6= 0 ⇒ a−1 ∈ L �
'MZ 1 ∈ L 9

,O7��������212�����8������������@�����������������������
����������������N��	��������� �������,-��"
������� ���������;�N9

� � � � � � � ��� ����� � � 9 Q < Q(
√

2) < R 9
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� � � � � �1
���� ��� � ����� 9���������������,-�W�N1I����� K ��������� L @����.���������������
����)*��
����Q�.7�������� ����)*��
<������� @������������21�����,-�

� Z L 7���������������� 	�������������������� ���Q	������;#$��� ���������;� �
%�Z L 3 0, 1 9

� � � � � �1
���� ��� � ����� 9 K ��������� 
���������������� Ki
@����������<��� ⋂

i∈I

Ki
����"


��������W���Q@��������������29

� � � � � � � � �&$ ���!� 9���������������,-�W�N1<����� Q " � ��� 	����47�
����=����������������"
���������&UV��9 �29R������	���
Y	�����7�����������������Z<@����������������29

� � � � � #�	!����	�
�� # � �&� ��� ��� ��� � � � ����� ��, � 	�
����

� � � � � � ����@������ R ��	��������29 ∅ 6= I ⊂ R @����.���������������.�+�G35��������� R
��	�������� � ���&$ ��	 �!��� #�	!����� 1R�8�IL
� Z I � R ��	�������� (R,+) ������,-�������Q:<	 ��#$��� @����G:<	 ��#$��� �
%�Z rI ⊆ I 
������������������ r ∈ R ����������
���������������� UV��9 �29 ri ∈ I ���������

i ∈ I " � ������� Z�9
��
�������	���������� 	���
������CB5D���������� � ��� � ��	�
 � � #�	!����� L %�Z "A���?
���,-��"

�����  ����������
% ′ Z Ir ⊆ I 
������������������ r ∈ R ����������
����������������'UV��9 �29 ir ∈ I ���������

i ∈ I " � ������� Z�9
�8� R ��	�����)*� I @����.���������������&������,O7���
��'������������,-��� ���'������:N"

����
���,�1O����)*��
 I " � �G35��������� R ��	�������� ��� � ��������� � #�	!����� UV��9 �29 I
(R,+) "A���/@����G:<	 ��#$���21 rI ⊆ I 1 Ir ⊆ I ��������� r ∈ R " � ������� Z�9 R
��	�������� �����.7�������� I ������������� ������� ��������
������ I C R ��D�
���)*��
����M9

� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 � Z {0} ��� R � R ��	�������� �����������������29
%�Z Zn C Z 
������������������ n ∈ Z " � �������M9
'MZ Ia = {f ∈ C[0, 1] | f(a) = 0} C C[0, 1] 
������������������ a ∈ [0, 1] "

� �������M9
**ZY�8� R �����.������,-������� ��	��������21 a ∈ R 1O����)*��
 Ra = {ra | r ∈

R} @����.��������������� R ��	��������&�������������218��������������, �G35��������� a ∈ R
����������
������ �������T35��������@���
������ � ����� ������� #�	!����� 9
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� � � � � �1
���� ��� � ����� 9���������������,-�W�N1������+�W����� ����,O7������ (Z,+, ·)
��	�����)*�+��������� �����������'��@���� Zn ����7���1 n ∈ Z 18��9 �29����������&�����������
�W�������������(UV�����W� �����.������,-�����T��	���������� � ����� ��� � #�	!��� ��� �&� � �
��	�
�
 �535����������
 Z�9
� � � � � � ����@������ R ��� R′ ��	������������29 ϕ : R → R′ ������7������(�G35���������
�&� ��� ��� ��� � � � ����� � � , � 1��8� ϕ(a+b) = ϕ(a)+ϕ(b) ��� ϕ(ab) =
ϕ(a)ϕ(b) ��������� a, b ∈ R " � �������M9

Imϕ = ϕ(R) "A��� ��D���
���)*
��;� ϕ ��� � � � ����� ��, � ��
����!��
������ 1*��9 �29

ϕ(R) = {ϕ(r) ∈ R′ | r ∈ R};
kerϕ "A��� ϕ ��� � � � ����� ��, � ��
 
������ ��� 1 ��9 �29

kerϕ = {a ∈ R | ϕ(a) = 0}.
����	�����, :<	 ��#$�������%)*���W�87���������)*�21 ϕ : R → R′ �������������;#$�CB5�.�

�G35��������� � �&��� � ����� ��, � � 1��8� kerϕ = {0} � 	 ��� � ����� ��, � � 1��8�
Imϕ = R′ ��� ��, � � ����� ��, � � 15�8� ϕ ����
��������;#��������>���>�� ���������"
#������29
��D���
���)*
��;� ��	����<��� ϕ : R → R′ �������������;#$�CB5��������� B5��	������;���

�������������29
� � ������	���
 ϕ ����������� (R,+) 1 (R′,+) :<	 ��#-�����������������;#$�CB5�����21

����������� ϕ(0) = 0′ 1 ϕ(−a) = −ϕ(a) 9
� � �8� 1 ∈ R 1 1′ ∈ R ��� Imϕ = R′ 1�����)*��
 ϕ(1) = 1′ 1 ϕ(a−1) =

ϕ(a)−1 )*��������
���������� a ����������
������ �������M95�����;������,�1R�8� a′ ∈ R′ 1 ������"
����� a′ = ϕ(a) 1 a ∈ R 95����)*��


ϕ(1)a′ = ϕ(1)ϕ(a) = ϕ(1 · a) = ϕ(a) = a′,

a′ϕ(1) = ϕ(a)ϕ(1) = ϕ(a · 1) = ϕ(a) = a′,

��9 �29 ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 9
�.� ��������������� )*����0��������>��� �������Q���������;��������
��21O�8� Imϕ 6= R′ 9
� � �8� ϕ : R → R′ ��	����<�����������������;#$�CB5�����21 ����)*��
 kerϕ R ��	���"

����� �����.7��������?�������������29-�����;������,�1O������	���
 ϕ : (R,+) → (R′,+)
:<	 ��#-���
�������������;#$�CB5�����21N����������� kerϕ � (R,+) "A���6@����G:<	 ��#$���29
�8� a ∈ kerϕ 15��9 �29 ϕ(a) = 0 1 r, s ∈ R 1R����)*��


ϕ(ra) = ϕ(r)ϕ(a) = ϕ(r) · 0 = 0,



� � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

ϕ(as) = ϕ(a)ϕ(s) = 0 · ϕ(s) = 0.

����	�����������1 ra ∈ kerϕ 1 as ∈ kerϕ 1R��9 �29 kerϕ C R 9
� � ��	����<��� ϕ : R → R′ �������������;#$�CB5���X����)*��

���Y�.7�������� ����)*��


������� �CB5�������;#$�CB5���21�����,-� kerϕ = {0} ��� Imϕ = R′ 9
	�������	��������21M�������CB5�������;#����T��	����������Y	����47�
������6��	��������Y���;��
���"

�����P�����������������29 ����	�������������15�8� ϕ : R → R′ ��	����<���X�CB5�������;#$�CB "
�����21 R ���������21�����)*��
 R′ "A��,=��	����W�����<���������29
� � � � � �1��	 ������� �!� 9 K ��� K ′ ����������� ��, � � �����8-/�(
 �535����������
�1M�8�
������
��N�CB5�������;#�������������	�����,H��	����������292	�������	��������21������ ϕ(0) = 0′
��� ϕ(1) = 1′ 
������������������ ϕ �CB5�������;#$�CB5���������������M9����������������+�CB5���
��� ��@���� �������� ����������;� ������������� �������������;#$�CB5�GB5��15������	���


kerϕ 6= {0} ⇒ ϕ(a) = 0, a 6= 0 ⇒
⇒ ϕ(1) = ϕ(aa−1) = 0 · ϕ(a−1) = 0 ⇒

⇒ ∀b ∈ K ϕ(b) = ϕ(1 · b) = ϕ(1)ϕ(b) = 0 · ϕ(b) = 0 ⇒
⇒ kerϕ = K.

 �������@����N1 ������� � ����� ��, � 	�
�� 1$��9 �29 K ���������%���������'�����CB5�>�CB5��"
�����;#������?������7��������218����������)*���������������&�������������&���������CB5�QD������(������"
��������������
����Y35������������	���
���
N����������������������� )*�.��35���������>��0��������S��
.����"
��������
���� ��9 3-9R	����������?������������)*�29
� � � � � �1
���� ��� � ����� 9<�8� R �����.������,-�������'��	��������21;����)*��
 R ���."
����� ����)*��
X��� �.7�������� ����)*��
�1�����,-� R " )*� ��� ������� {0} ��� R " ��	���

	���
.��7���������������� ���������������29
� � � � � �1
���� ��� � ����� 9�������7���� Z3 → Z6

1R����,-� k + 3Z → 4k + 6Z 1
35������������	���
.� ��	����<���Q����
��������;#$�CB5�.�M9

� � !�� � ����	�+�
�-/� ��� $ ��� ��� ��	����

7�����
��H������,-��
����2L�
������������ ����,O7������+�������������%	�������#$���;�����;� ����"
,O7������Q�����W� ��������������������1�����������)*����, x2 + 1 = 0 	���
��������������>�������
��@�
������>#$�.�����29 ��#$���SB �R��������1�	�����
����Q������	��;� �����W��� C �������215������L

� Z R < C �



�������QJ 95����	������������Q��������@������������ � �

%�Z C )*����,-����� �����W� i ����������
����M15����� i2 = −1 �
'MZ C ����,-�����.�����/�����W���/�������������������6��@���
�� �����������/)*�������M1;��9 �29
�8� K ≤ C �����W��� @��������������21O������������, )*����,-����� R " � ��� i " �M1
����)*��
 K = C 9

	���
�����7������;� �������������?�������������.�'������������
����;���&���������������N9�������"
,-��� ���+D�����0��+	���������	��������;� ����,O7������ R D�����0W����
�98����)*��
 ���������������

������������������P35�����������X)*����0�������� ������,-�.�>����35������������� ������������
������."
�����N1-��9 �29I
������������ ����,O7������(��������	���������� (a, b) 35�����������N98������� ����

35��������� (a, 0) �������H����,O7��������+D�����0���� a 
��������������&����,O7����298��� ����"
�����������'���������H35���������<���&��������������� ��D���
���)*
��;� C ".���29�����	�����������1
C = R2 = {(a, b) | a, b ∈ R} 9O	���
������CB5D������;� C " B5�<)*��������������� ���
	�������������������� �� �������,-�������>�����������������NL

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b + d),

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

� � � � � 	�����	 � � � C ����� � � � � ��� � � � � � ��� ��� ����� � � � � � � � ��� ���  �� �
��� ��� � ! � � 
 � � � � ����� ��� � R ����� � � C �  � � � ��� ��� � � � !	� � i � � � � � � �
� ��� ��� � � i2 = −1 � ! ��� ������� � � � ��� � � � !	� � C ��
 � ! � ��� � � � � 
�� � � ��� �
��
 ����! ����� a+bi � � ��� � � � � 
 � � a, b ∈ R � � 
 K ≤ C ��� �	� � ����������� � �	��
� � ��� ���  �� ��� ��� � R ��� 
 � i ��� � � �� ��! K = C �
# � � �&!�� $ 	�
 � � �R)���������� ����35�������������������P��@.�������������29M������0�����1M���

���������/
.�������&35��������� (0, 0) 18��9 �29�
��������������%����,O7���� 0 1 (a, b) 35������"
����� ���� ��������� ������ −(a, b) 35���������?��������� (−a,−b) " ���21-���������(����"
���.�������&35��������� (1, 0) �=
��������������%����,O7���� 1 1 (a, b) 6= (0, 0) = 0
����������
������Q)*��������
����������>����������
������ ( a

a2+b2
, −b

a2+b2

) 9
�������<	��������212����,O7��������ND�����0����<����������
������CB5� C " )*��	���
.���CB5D����������

)*�����������!��� 	������������������=���W�87��������!
������������F����,O7������ 7����.�������������
)*������������� ���=	��������������������S��� ����	������ ��@���� ������������� a(c, d) =
(ac, ad) 1 ��������, a 
������������������>
��������������>����,O7������29
����@������ i = (0, 1) 9$����)*��
 i2 = (−1, 0) = 1 ��� (a, b) = (a, 0) +

(0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) = a+ bi 9
����	�����������1 C ���������>����������� α = (a, b) ����������
����X,-��������7����S35����"

��������	���
������ a+ bi ����7����N1*��������, a, b ∈ R 9 ������������1R�8�%������������D���,
K ≤ C @������������ )*����,-����� R ��� i " �M1R����)*��
 K = C 9 �
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� � � � C ���������������.� B5�����;� 	���
.���CB5D����������=)*��������������� ���=	�����������"
��������� �� �������,-��������� �G35��������� !�� � ����	�+�
�-/� ��� $ ��� ��� ��	���� 15�����
����������
�������� !�� � ����	�+�
�-/��� ��� $ ����	�
�� �G35���������21?����������
�� i " � �
�/��� � � 
�������� � � 	���� 	�-/��� 1N7������ ��������
����;��� D�����0.�M1X��9 �29Y����"
�����������.� Ri = {bi = (0, b) | b ∈ R} � �/��� � � 
�������� � �)��	�� ��� 9
������,-��� ���=D�����0.� UV����,O7������ D�����0.� Z �!� � #������ ��	�� ��
 �535����������
�9
α = (a, b) = a + bi ������ �����@.�������&����,O7������H35����������	���
����H�G35�����."
���>������� ����� 	�
�� -/���
� ��� � � � ������� ����
 a 
������������ ����,O7����?�G35�����."
��� α ����,O7������ �!� � #�������� �!� � ����� ��� Reα ".��� ��D���
���)*
������21�7������
b 
������������ ����,O7���� � ������� �/��� � � 
�������� � � �!� � ����� ��� Imα ".���
��D���
���)*
������29
����	������������ #$��������� 7��C35������� ������ �����@.����� ����,O7������
)*�����������215	������������������>���Q	������;#$�P7��������P)*��������	�
�����������L

(a + bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i;

(a+ bi) − (c+ di) = (a− c) + (b− d)i;

(a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i;

a+ bi

c+ di
=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad

c2 + d2
i, c+ di 6= 0.

	��������������������%��
������� ���������,-����� α = a + bi ������ �����@.�������%����"
,O7����Q�����;�������87�� ������������
����;���Q��������������)*� 	�������������7������ 0 = (0, 0)
35����������������
 α = (a, b) " ��������
<��������������� ����@����������N9
� � � � � �1��	 ������� �!� � ��	�������� C ������)*� x2 + 1 = 0 	���
��������������+��@����
�.7�������� �����P#$�.�����2L x = i 1 x = −i 9 �����;������,�1 �8� (a+ bi)2 = −1 1
����)*��
 a2−b2 = −1 1 2ab = 0 9�������	���
 b 6= 0 U ��7�����
�����������1 a2 = −1 Z�1
����������� a = 0 ��� b2 = 1 1R��9 �29 b = ±1 9
� � � � α = a − bi ����,O7����=�G35��������� α " � ��	�-/����	�
�-/��� ������ �����@."
�������/����,O7����29
������ �����@.������� α = a + bi ����,O7���������
()*�.��D����������
α ������ �����@.�����S����,O7��CB5��	����������������Q	��������������������X��
������� ���������,-���
��)*���������2L���� 
��������������>D�����0���� ���������;� ���������������29
� � � � � � � 	�����	 � � 9 "�� � � � � � ��� ��
 � �  �� 
 � � ��� ��� α → α ��� � � � � � �
� � � � � ��� ��
 � � ����� ��� � C ����� ��� ��� � � ��� � ��������� ��� ��� � ��� � ��� � � �	� � � � �
� ��� ��� ��� � � α + β = α+β � αβ = αβ � � � � � α, β ∈ C 
 �	� � � � � � �
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 �� 
 � � ��� � � α− β = α−β � (α
β
) = α

β
� � � � � β 6= 0� � � � � ��� ��� � ����� �

! � � 
 � � � � ����� � � 
 � � � � � � 
 � �	� � � ����� ��
 � �	� ��� � 
 � a = a � � � � �
a ∈ R ⊂ C 
 � 
 α = α � � �� ��! α ∈ R���
$�� � � � � � ��� ��
 � �  �� 
 � � ��� ��� � ��� 
 � � � � ����� � 
 � � � � � � � ��� � � � � �

(α = α) �
� � � 
 α = a+ bi ∈ C � � �� ��! α+α = 2a ∈ R � α−α = 2bi ∈ Ri �

N(α) = αα = a2 +b2 ∈ R �&� � � � � � ! � N(αβ) = N(α) ·N(β) � � � � �
α, β ∈ C �

� �#� 
 ϕ : C → C � � � � � ��� ��
 � � ����� ��� � C ����� ���%��� �	� � ��� � � �
��� � ��������� �	� � � � ϕ(a) = a � ����� � a ∈ R ⊂ C � � �� ��! � ! ϕ = idC

� !
ϕ(α) = α � � � � � α ∈ C �

# � � �&!�� $ 	�
 � � � Z�1 %�Z�����'MZ��R)����������S	�������������
������������P)*�.��D����."
�������Q������ �����@.������� ����,O7������ 	���
.���CB5D���������������
�9
**Z�������	���
 i2 = −1 1 ϕ(i)2 = ϕ(−1) = −1 15�����������
��
 ϕ(i) = i 15���Q����)*��
 ϕ(a+ bi) = ϕ(a) + ϕ(b)ϕ(i) = a+ bi 1
��
 ϕ(i) = −1 1 ���
����)*��
 ϕ(a+bi) = ϕ(a)+ϕ(b)ϕ(i) = a−bi 9 �

� � � � � �1��	 ������� �!� 9 � Z �8� α ������ �����@.�������+����,O7���� ����	�����, 	�������"
����7���������� ����D������������ α1, . . . , αn

������ �����@.������� ����,O7�������������	���
Y)*����"
���������M18	������������������M1�	��������������������%���+	������;#$���&�� �������,-���������&����)��R"
�����������N1�����)*��
���	������Y	�����������7���� α1, . . . , αn

������ �����@.������� ����,O7��������
��0�������� α " �M9
%�Z α = a + bi ������ �����@.�������H����,O7������'������
.����������
 0 6= c + di

������ �����@.����� ����,O7��CB5�<����	������������ #$���������T	������;#$���>35�.�����NL

α

β
=
a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c− di)

c+ di)(c− di)
=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad

c2 + d2
i.

� � � � ��������������������� �����������������F#$�.����� αα "A����
(�G35��������� α ������ �"
����@.������� ����,O7������ � �&# -/��� ��� |α| ".��� ��D���
���)*
������2L |α| = +

√
αα 9

����	�����������1
αα = |α|2

���

α−1 =
α

|α|2 .
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������� 	��������21
|αβ| = |α| · |β|.

α = a+ bi ����,O7������ �����������>������������
����;��� ����������������
 α = (a, b)
35�����������������<����
�0��������?���������295�����������

|α + β| ≤ |α| + |β|.

�������������� D�����0���� 35���������������������������(������������� �.� 	���
.���CB5D����������

���W�87��������Y
��������������P����,O7������P��������������7����.�������������P	���
.���CB5D������������M9
� � � � �����87��Y
�������������� D�����0����?������������� ���������;�8������������� ���>��������"
����
����;����������������������� (a, b) 35�������������;)*���������;��������� ����
��������W�8�;)*��"
�����M18������������, ���������������(�����������%���������&���C35��
�����D�������	�����18�G35�����."
��� α = a + bi ������ �����@.������� ����,O7������ ���&� - � 	 ����� ���'��D���
���)*
��."
��� argα ".���29$����,O7���� 0 = (0, 0) "A���(����	 ������
���� ��� �������&	���
.���CB5D���"
�������21R7������ ����
����87���
��>������ �����@.������� ����,O7�������������������� ����	 ������
����
	���
.���CB5D������������ 2π " �>�W������� :<���������������?���������������������N���CB �R�������N9

�8� ϕ ������ �����@.������� α = a + bi ����,O7������ ����	 ������
������21P����)*��

a = r cosϕ 1 b = r sinϕ 1*��9 �29 α = r(cosϕ+ i sinϕ) 1���������, r = |α| 9
������ �����@.������� ����,O7������+�����W� 35����������	���
����+�G35���������?������� ����� � � �
��� � 	�������-/��� � ��� � � 9
������ �����@.�������&����,O7������H�����������(���(����	 ������
����+���>����,O7����&,-����"

����7����T	���
.���CB5D����������M9��8�'����,O7������>����������� # "A��� ���������21R����)*��
N����"
,O7���� # "A���&���������298�����(������ �����@.�������&����,O7����+���������21��8� ���������
�������>��������������� ���>�������>����	 ������
���������� ��7������������ 2πk ������������D���,
k " � �������M1 k ∈ Z 15��9 �29��8� r1, r2 > 0 1

r1(cosϕ1 + i sinϕ1) = r2(cosϕ2 + i sinϕ2) ⇔
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⇔ {r1 = r2, ϕ1 = ϕ2 + 2πk, k ∈ Z}.
�����;������,�1�����	������������ #$��������� ���;���������;������������
Y	�����@����

r1 cosϕ1 = r2 cosϕ2, r1 sinϕ1 = r2 sinϕ2.

��������������)*�>��������
���� ���P)*�������������Q)*������	���� ��D��������������

r2
1(cos2 ϕ1 + sin2 ϕ1) = r2

1 = r2
2(cos2 ϕ2 + sin2 ϕ2) = r2

2.

�8� r1 > 0 1 r2 > 0 12����)*��
 r1 = r2 92����������� cosϕ1 = cosϕ2
1 sinϕ1 =

sinϕ2
���215����)*��������������1 ϕ1 − ϕ2 = 2πk 1 k ∈ Z 9

� � � � ������ �����@.�������/����,O7����������!������	���
������������������ #$�������'������	���"
������)*�G35�����������;	��������������������M1 	������;#$���M1���7���������7������������;#$�.��������������"
D�������� �� �������,-����������
�95����7�������������1O�����>�����87���� :<�������?��������
.�R�������
���P����
.�R�����?#$�����.��������������
Y	�������������
������������M1������

α · β = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2) =

= r1r2
(
cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)

)
,

��9 �29 ������ �����@.������� ����,O7����������>	������������������������ �������P���������������P��������"
���������21�7������ ����	 ������
�������� ���������������29-��@�������
P	�������������
������������ 	���"
���;#$�����Q���Q��7���������7�������� )*��������	��>#$�����.���������2L

α

β
=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1)

r2(cosϕ2 + i sinϕ2)
=
r1
r2

(
cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)

)
,

αn =
[
r(cosϕ+ i sinϕ)

]n
=

= rn(cosnϕ+ i sinnϕ) U � -8��������
 � ��� � -/� � Z .
� � � � � �1
���� ��� � �����1� �.����������� #$�����.����� ���������;��������
���� 
�������������"
����� �W������� n ����,O7����������������M9O��������������,-�W�N9

� � � � � ∗ � � �&$ ���!� UV������ �����@.�������?����,O7������ 7��C35�������(�������������(��@.�� ���"

���
�,-�����������P#$��������Z�9�	���
�����7������;� cn = an + bni ∈ C �������������������21
��������, an, bn ∈ R 9N�8� ����������������
 lim

n→∞
an = a ∈ R 1 lim

n→∞
bn =

b ∈ R 1�����)*��
 ��������������� lim
n→∞

(an + bni) = a + bi ∈ C U C = R2
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���Y��������������)*�21�������������, 	���
.���CB5D������������ |α| ".���21 α ∈ C Z�9��47�����
��W�N1
�����

lim
n→∞

(
1 +

a + bi

n

)n

= ea(cos b+ i sin b).

�.� ��0�������� ea+bi = ea · ebi 1*��������, ebi = cos b+ i sin b 1 ��D�
���)*��
���� )*�."
��������
����>����#���0��������'UV�.����������Z�9��8� α, β ∈ C 1�����)*��
 eα · eβ = eα+β 9
������	���
������������������ #$��������� 7��C35��������� α = r(cosϕ + i sinϕ) ����"
�� �����@.�������>����,O7���� )*����0�������� 7�����35������� α = reϕi ����7���� U α " ��7��C35�."
����� 	�+�
 ���&��	 � $ � ���(-/��� #$��������Z�1�������������	���
���, 	�������������
������������
B5�����;�S����D����������>��������� )*������	��29
� � � � � � n " �����?7���������7���� � 	�
�����
 � � ����	�
 � α = r(cosϕ + i sinϕ)
������ �����@.������� ����,O7���������
!������� βn = α 	���
��������������S������
���7���
��29
����@������ |β| = ρ 1 arg β = ψ � ����)*��
 ρn = r 1 nψ = ϕ+ 2πk (k ∈ Z) 9
����	�����������1

ρ = n
√
r U #$�.������� ����������������������� ��
���)*��
�����������Z�1

ψ =
ϕ+ 2πk

n
.

��������������� ��D��������������

β = n
√
r
(
cos

ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
.

0 6= α " � �������M1�����,-� k = 0, 1, . . . , n − 1 1�������D������ β " � n 	���
.��7��������."
�������;��
���)*��
����������21�������� ����
I������
��
������3 �������������������;�����N#$�.�����M1�������"
	���
 k = nq + r "A����
�1 0 ≤ r ≤ n− 1 1R	�������������
������������

ψ =
ϕ+ 2πr

n
+ 2πq.

	��������������������'	�����������7������������ n 7���������7����=#$�.�������/���������'��
���)*��
��."
�������?	���
�����	������������(
.��� ,-��
���������
 ��� n

√
r ���������R������
 35���G35����B5�

���Q@���
���� � 	�
���	���� n � !�- � ��	 #���
 35������������� ����	 ������
����������

ϕ

n
,
ϕ+ 2π

n
=
ϕ

n
+

2π

n
, . . . ,

ϕ+ 2π(n− 1)

n
=
ϕ

n
+

2π

n
(n− 1).
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UV	�����������7��������Q)*���W�87�������� n = 6 Z�9
� � � � � �1
���� ��� � ����� 9�	������������������W� 	���������������������� ���X	������;#$��� 	��."
�����������������Q�CB5���29
� � � � � �1
���� ��� � ����� 9�� Z
������� 	���
.��7���������������� α1, α2, α3 ∈ C = R2

������ �����@.�������N����,O7����N����)*��
������.7��������!����)*��
��������������������<���;�'35��"
#$�GB5��1R����,-�

α1 − α3

α2 − α3
∈ R.

%�Z(�;�87��!	���
.��7���������������� α1, α2, α3, α4 ∈ C = R2 ������ �����@.���R"
��� ����,O7����21$��������������, R2 " )*� ���;� 35�;#$�GB5�P��� ��������������������
�1$����)*��

���Y�.7�������� ����)*��
���������
�	���
�����	���������� ���;�=35���G35����B5��1 ����,-�X�����8�
��������	��P)*�W#$�����������

α1 − α3

α2 − α3
:
α1 − α2

α2 − α4
∈ R.

'MZ�	���
�����7������;� � � � ��	�+ $ ����
 C → C ������7����21
α = a+ bi 7→ b+ ai = α , a, b ∈ R.

�47�����
��W�N15�����
��Z�������7���� α→ α ������@�,-�����215������� ����
 α + β = α+ β 1 |α| = |α| =√
a2 + b2 �
��Z αβ = 1

i
α · β 1 α, β ∈ C �

	*Z |αβ| = |α · β| = |α| · |β| 1 ������0�����1 |αα| = |α|2 1 ����,-� α ∈ C 9
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� � � � ������	���
 1 = 1(cos 0 + i sin 0) 1 r = 1 1 ϕ = 0 1;����)*��
 1 "A����

n " �����X7���������7���� #$�.�����������?#$�����.������� ��@����Q����7��

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

������ �����@.�����4�������������GB5���C"A����
 n 7���������7���� #$�.���������&	���
�����	������������
���;���.����������
I35���G35����)*� 7���7��CB ������35�.��������� n "A�����87��������N35�����������CB5��1
����������� ���;�8"A���;���!35��������� (1, 0) = 1 35�����������29<��@�������
%	��������."
����
������������M1������ �C"A����
 n 7���������7���� #$�.���������21�����������
���, ��� ��������


��������������21535��������" 35����������� )*�.��D��������������29
� � � � � �1
���� ��� � �����1� k " �����;��
���)*��
���������������� �������Y������D���������
 �C"A����

n 7���������7���� #$�.������� 
��������������>��
���)*��
��������������29
� � � � � � � 	�����	 � � � " ��
 � ! n � � � ��������� � � � ��� � Cn = {ε ∈ C | εn =
1} ����� � ���	� � � � � � ���	� ��� ��� ��� � � � � ����� ����� � � � � � ��� ��
 � � � � � ��� � � � �

 � � ������� 
 � � 
���
���� � C∗ = C \ {0} � ��� ����� 
���
���� ���
# � � �&!�� $ 	�
 � � �8� εk, εl ∈ Cn

1�����)*��
 (εk ·εl)
n = εn

k ·εn
l = 1·1 = 1 9

������� 	������ εk · εl ∈ Cn
15��9 �29 Cn

7���������������� 	��������������������?���������;�N9
,O7��������21������ 1n = 1 1R��9 �29 1 ∈ Cn

�����>���;���.����������
��>����������
������
Cn
" )*�29
�8� εk ∈ Cn

1 ����)*��
 ( 1
εk

)n
= 1

εn
k

= 1
1

= 1 1 ��������������� ε−1
k ∈ C 9 �

� � � � � �1
���� ��� � �����1� �47�����
��W�N15�����

εk · εl =

{
εk+l, �8� k + l < n,

εk+l−n, �8� k + l ≥ n.

������0�����1 ε−1
k = εn−k

9

� � � � � �1��	 ������� �!� � �8� α 6= 0 1 n
√

1={ε0, ε1, . . . , εn−1} 1�����)*��
 n
√
α =

{βε0, βε1, . . . , βεn−1} 18��������, β �������/���;�8"A���;��� n " �����+7���������7����
#$�.����� α "A����
�1R��9 �29 βn = α 9
�8�(	���
�����7���������� �C"A����
 n 7���������7����X����������#$�.�����������;�����������������M1

����)*��
8����#$�.��������	���
8B5��	������;���;����������@�
������ �C"A����
 m 7���������7����Y#$�.�����21
n ����,O7������Y	��������;#&��������������� m " ����������� UV������	���
 �C"A����
 m 7���������7����
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#$�.�����/������� �C"A����
 n 7���������7���� #$�.������,�1
����������� m "A���!:<��������� n "
�����������ML εn = (εm)t = 1t = 1) 95����	������Y����������� n " �����������?���������������
n 7���������7����'�����W���H#$�.���������218����������
���, ��� ��������
 �C"A����
>����, ���;���
��#$���T
������������ 7���������7���� #$�.���������295�����W�������>��@�
������215����	�������������1 ε =
ε1 = cos 2π

n
+ i sin 2π

n
1 εn−1

9M
���������������������7���� εk
#$�.�����<������� ε1

"A��� k "
�����>7���������7��21 εk = εk

1
1O����,S������������� 7���
.�(�.�����������+#$�����.����������
�9

�������������N1������ �C"A����
 n 7���������7����S#$�.����� ε ������� ��������	�� ��#�� 1���

��� 	 !�- � � ����
 n � � � ��	 ��	�
��(
 1$�8� n �������+����,-�����.���+
������������������
����,O7����215����������� ����������, εn = 1 9
� � � � � � � 	�����	 � � � � � � � � εk � �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � � ��� ��� � ��� �
� � 
 � � � � � � k 
 � n � � ! � � � � � � � � � � (k, n) = 1 �

# � � �&!�� $ 	�
 � � ����@������ (k, n) = 1 ��� εm
k = 1 1-��������, m 
������R"

����������� ����,O7������21 1 ≤ m ≤ n 9�����)*��
 2πkm
n

= 2πt ������������D���,
t ∈ Z " � �������&��� km

n
= t 1-��9 �29 km �����;#$� n " B5��9-����	������ (k, n) = 1 9

������� 	������ m �����;#$� n " B5��15��9 �29 n ≥ m 95����	�����������1 m = n 9
 �������@����N15����@������ εk

 ���������������� #$�.�������Q��� d = (k, n) 1 n = n1d 1
k = k1d 9<����)*��
 εk = cos 2πk1

n1
+ i sin 2πk1

n1

��� εn1

k = 1 9<��@�������

	�������������
������������M1*����� d = 1 1M��9 �29 (k, n) = 1 12��7�����
���������� ��@�
����������
n1 < n 15����, εk

" �  ����������������������?�G35��
�����D�������	������29 �

��	 #�	 � ��� � � � � � εk = cos 2πk
n

+ i sin 2πk
n

� ��
 ��� !���� n1 � ��� ��� ! ������� � �
� � 
 � � n1 = n

d
� d = (k, n) �

� � � � � � � � �&$ ���!� � �C"A����
 n 7���������7���� #$�.����� ε ����)*��
/���=�.7��������
����)*��
Y�������? ����������������21$�8�6������� εk 7���������7������21 k = 0, 1, . . . , n− 1
	���
.��7������������������21;��9 �29��8�T����� ������� �������C3 ��������� �C"A����
 n 7���������7����
���������>#$�.�����29
� � � � � �1
���� ��� � �����1� � � ����@������ α ��� β ������ �����@.�������P����,O7����������29
��������������,-�W� ��������������� U ��������������� αA 	���
.���CB5D������������ ������� {αa |
a ∈ A} Z�L
��Z n

√
αnβ = α n

√
β �

��Z n
√
−αnβ = −α n

√
β �

	*Z n
√
αβ = u n

√
β 1 ��������, u � n

√
α "A��� ���;�����;���Q��
���)*��
������������29
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� � ��������������,-�W�N18����� n
√
α ��� n

√
−α �����������������������'	������;������
������

������� 2n
√
α2 ����������������9

� � ���������;��������
���� �8� �����Q����������� ns
√
αs = n

√
α (s > 1) �

� � � � !�� ��#�� ��� -/����� ����������	�
�	�
���� ����@������ ����,-���.�������Y������������"
�������Y	���
������������ x2 +px+ q = 0 
������������������Y������ �����@.�������X�����W#$��"
,-����
���������� � B5��	������������ )*�.�5B5D������������ )*����0�������� 7��������������;� ��#�"
�������%�����W#$��,-����
���� �C"A���/����������9;�.�/	���
������������H)*����0��������H)*�������."
	�
���������� 	��������C35�������ML

(
x+

p

2

)2

+

(
q − p2

4

)
= 0.

����	�����,S����,-���N1 p2

4
− q ������ �����@.�������(����,O7���������
 )*����0��������(��������"

����������� #$�.������� ������D������>������ �����@.����� ����,O7������Q������������
X	��������R����"
����������9����H#$�.�������6��� ��
���)*��
������������M1N����������
���, ���;������
��W��������	���

�.7�������� 
���)*
���� 	���
.��7�����������������
�187�����
(7����C35���;� ±

√
p2

4
− q ����7����N9

�����������

x +
p

2
= ±

√
p2

4
− q ,

��9 �29�����,-���.�����!	���
�������������� #$�.���������/)*����0��������6������0�����
���� 7����.�����."
��������� #$�����.�������

x = −p
2
±
√
p2

4
− q .

� � � � � � 	���
�����7������;� α = a + bi ������ �����@.������� ����,O7���������
X������������"
������� #$�.�������!��
���)*��
��������������29�����@������ √

α =
√
a + bi = u + vi 9

(u+ vi)2 = a+ bi ����������������
X	�������������
������������
{
u2 − v2 = a,

2uv = b.
U ∗ Z

(∗) ��������������������
 ���������.�������(��������� �.7��������+��������������)*� ��������
����
���P)*��������	 )*������������� ��������D������NL

(u2 − v2)2 + 4u2v2 = (u2 + v2)2 = a2 + b2,



�������QJ 95����	������������Q��������@������������ � �

����������
���, u2 + v2 = +
√
a2 + b2 9

���<����������������
Y��� (∗) ����������������	���
Y �����������������
X��������D������NL

u2 =
1

2

(
a+

√
a2 + b2

)
,

v2 =
1

2

(
−a +

√
a2 + b2

)
.

u ��� v " �����������'����D����������&��
���)*��
��������������H��� )*����0��������&����������
������."
����� ��@�
���
+���;������
��W������
+
���������������������1�������	���
 (∗) ����������������	���

����������� 0��������N1 uv 
���������������� 
���)*��
��Q��
����>���W�87����������.� b " � 
���)*��
.�M9
�.�H��0�������� u ��� v " �&��
���)*��
��������������H��� )*�.����0���������� ����������
���,-�����M1
��9 �29 u + vi ����7���� ��� ����,O7����M1���������������, ��@�
���������
 α ����,O7���������

������������������� #$�.�������/��
���)*��
�������������� � �.�'����,O7��������'	���
.��7�����������������

���;������
��W��������	���
<
���)*
����N9
������0�����1R��������)*�.����0�������������� ������������������� #$�.�������?������D������ ������"

���;#$������
��������������Y����,O7���������
�1*������� ����
������
���
#$�.�������X��
���)*��
��������������
��@�
���������
 35����
����%35������������7��������29
�����;������,�1
�8� a < 0 ��� b = 0 1
	�����@���� √

a2 + b2 = −a 1�������	���
+�.�6#$�.�����'��
���� �������6���������������21
7������ ����)*��
 u2 = 1

2
(a − a) = 0 1���9 �29 u = 0 15����������
���, √

a = ±vi 1
v =

√
−a 9

� � � � ������ �����@.����� ����,O7������ C ���������=
���������������� @������������6�G35���������
��� $ ����� � � ��	���� 9
� � � � � �1
���� ��� � �����1� ��������������,-�W�N1������ Q(i) = {a+bi | a, b ∈ Q}
������������,O7��������
�������21 ������������,+���%)*������� R " )*�����;���/���W�87�������� C " �M9
� � � � � �1
���� ��� � �����1� �8� α = r(cosϕ+ i sinϕ) 1 r > 0 1R����)*��


−α = r (cos(ϕ+ π) + i sin(ϕ+ π)) ,

α = r (cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)) .

� � � � � �1
���� ��� � �����1� ���� ������;�

x2 − (2 + i)x + (−1 + 7i) = 0

	���
��������������?#$�.��������� C " )*�29
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� � � ��
 �!� �

x1,2 =
(2 + i) ±

√
(2 + i)2 − 4(−1 + 7i)

2
=

(2 + i) ±
√

7 − 24i

2
;

����@������ √
7 − 24i = u + vi 98����)*��


√
a2 + b2 =

√
49 + 576 = 25 9

����������� u2 = 1
2
(7 + 25) = 16 1 v2 = 1

2
(−7 + 25) = 9 1I����������
���,

u = ±4 1 v = ±3 � u ��� v " � 
���)*
������ ��
����?�������(	���
.��7���������������� b " �
���������;#$����������� 	�������1R����������� √7 − 24i = ±(4 − 3i) 1

x1,2 =
(2 + i) ± (4 − 3i)

2
; x1 =

(2 + i) − (4 − 3i)

2
= −1 + 2i,

x2 =
(2 + i) + (4 − 3i)

2
= 3 − i.
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	��
��"��� � �"� �
		
���
������
� �"���	� � 	 ��� ��� 		�	�
	�� � � � 
	���

� � � ��� ����� ����������	�
 � ��� 
���
���	 � 	�
�� # �
� ����� !�- � ����� ����� � ������� $ 	�
���� � ��-&
���
 � 	 � �&#��

� � � � ������� ����#�� � ����
���, ������	�
�	�
���� K ��������� ���������;� � ��� ���
� ����������	�
 � ��� 
���
���	 � � x1, x2, . . . , xn

- $ ����
�	�
�� � UV��
 - $ ��� �

�	�
���
 � � � ����� Z;�G35���������

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi (i = 1, 2, . . . , m) U:� Z

����7���� 	�����������7�������������� ���;�����������������M15��������, aij, bi ∈ K 9
���������.��� ��� 	�����������7������������ �G35��������� � ��� ����� � ����������	�
 � 1

aij
"A����� � !���	 � � $ ��	 ����	�
��(- $ ����
�	�
 ����� 1 bi "A����� � � ����������	�
 � ���

��������
�- � ����� � 	�����	�
�� UV��
 ��������
�- � ����� !���	 � � $ ��	 ����	�
�� Z�9 aij
�X�����W#$��,-����
������ xj

��,-
���������
 i " ���'	���
�������������)*�21 bi � i " ������	���
�����"���������?������������#$�����>35���������29
n ��,-
���������
�� m 35�;#$���N	���
����������������
������������� 7����C35���������
)*��������	��

B5��	������P����7����NL




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a1nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm.

aij ∈ K �����W#$��,-����
��;���!�����;�������87�������
 (m × n) ,O7�������� U m
��������@���
��21 n ����������Z

A = (aij) =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amn




���
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�G35��������� U:� ZI��������������� !���	 � � $ ��	 ������� � ������� $ � 1 7������ �����;�����R"
�87�������
 (m× (n + 1)) ,O7��������HU m ��������@���
��21 n+ 1 ����������Z

A = (aij | bi) =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1
b2
. .
bm




� U:� Z ��������������� � � � ����� ��	�
�-/��� � ������� $ � UV������������, �����/�������
�W��������
���� 	���
.���CB5D���������� Z�9
�8� m = n UV	���
����������������&����,O7����&���������(��,-
��������+����,O7������ Z�1

����)*��
P35�;#$��� 	���
����������������?���������������6UV��� �����+�����W#$��,-����
��;��� A =


a11 · · · a1n

a21 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . .
am1 · · · amn


 ����������,O� Z��G35��������� !�� ��#�� ��� -/��� 9

�����������������



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann




����������,O)*� )*����0��������=	���
������CB5D�������� #�� ��� �&�!����� ��� � ��	��&#�� � �
#�� ��� �&�!����� L




a11

a22 9 9 9
ann


 ;




a1n

a2(n−1)

· ·
·

an1


 .

�8�%35�;#$���X	���
����������������(U:� Z���������������)*� b1 = b2 = · · · = bm = 0 1
����)*��
����������������?�G35��������� 	���� � � ������� ����� 9
35�;#$���%	���
���������������� U:� ZQ��������������� � � �&�!����
 ��� �G35���������&��������"

@���
.� x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Kn 1R����������� ����������,

ai1x
0
1 + ai2x

0
2 + · · ·+ ainx

0
n = bi (i = 1, 2, . . . , m).



�������QJ�J 9R35�;#$���Q	���
���������������� ����������������� � �

������������� ������
�	�
 ��#�� � 1��8�&�����P	����47�
����Y���;���<������
�,/������
���7���
��21*35��
���"
��D�������	<)*���W�87���������)*� � ��� � ������
�	�
 ��#�� 9���������������� ���������������<�G35�����."
��� � ����
���, ����� -/��� 1��8�4����� 	����47�
���� ���;���������;���=������
���7���
��21Y���
� ����-&
���, ������	���� 1 �8�/������
���7���
��>���;��B5�����������29 ��,-
�������� ���;���Q���
��	������ x1, . . . , xn

���;����������������� ���������;� ��� 35�;#$���H	���
����������������
���������������Q�G35��������� ����� � ��
�� UV��
 	�+������ ����	 ��� -/��� Z�1��8�%����� ��@����
������
���7���
W�������;����������	������I����������������L2 ������������
���������������<
������������������
������
���7���
��'������� ��������� ��������������� ������
���7���
��'���'���������.�/
������������������
������
���7���
��>�������  ��������������?������
���7���
��29

� � � � � ��-&
���
 � 	 � �&#���� ����@������'��7����XU:� Z �P
����������������������������������29 ���
��������������� ���������>������
���7���
����?����0�����
���� 	����R����� ���W�������Q����	����������������
U:� Z ���������������/�����W���%��@�������������
��������H��������������� )*��,-������)*�21������������
������
���7���
��>��)*���������29

� � � � � � ��	 � � � � Z%� 
 U:� Z ����� � � ����� ! ��� ������� � � � � !	� � � ����� � ��� � 
�� � �
� ���	� ��� ��� � � !	� � � ����� � � � � � � ���	� ��� 
 � � � � ��� � c ∈ K ��� � � � !	� � �	�
��� � � � ���	� � � � � ����� ����� � � ����� ����� � ����� � !	� 
 � ����� � � � � � � ��� �	� ����� � � � �
� � 
 � � � � � � !	� � � �����	� ��� � � � � ��� � � � � � � � ����� � � � � �	� � � � � ���	� � �
� 
 � � c � � � ���
%�Z � 
 U:� Z ����� � � � �� � � � 
 ����� ! � � �	� ���	� ! ��� ������� � � �

� � � !	� � � � �
��� � � ��� � � � ���	� � � � � ����� ����� � � ����� ����� � ����� � !	� 
 � ����� � � � � � �
'MZ � 
 U:� Z ����� � � ����� � � ��� � � � !	� � � ����� � � ����� � � ���	� ���	� � � � !�
 � � �

��� ! 0 6= c ∈ K ��� � � � !	� � �	� ��� � � � ���	� � � � � ����� ����� � � ����� ����� � ����� � ! �
� 
 � ����� � � � � � �
**Z � 
 U:� Z ����� � � � � � 
 ��� 
�� � � ���	� � � !	� � � ����� � � � � � ��� ��� � � ��� U:� Z

����� � � ����� � � !	� � � ������� ��� � � ��� � � � � � � ��! � � � �	����� � �

c1x1 + c2x2 + · · · + cnxn = d

� � ����� � � !	� � � �����	� � � 
 � � � � � � � j = 1, 2, . . . , n �

cj = l1a1j + l2a2j + · · ·+ lmamj, d = l1b1 + l2b2 + · · ·+ lmbm,

l1, l2, . . . , lm ∈ K �

� � � � ��� � � � � � � ��! � � ����� � � � ����� � � !	� ��� � �	� � �� ��!
����� � ����� U:� Z ����� � � ����� ����� � ����� � !	� 
 � � ����� � � � ���
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# � � �&!�� $ 	�
 � � � ZP����@������ x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) �������6U:� ZY���������������


������������������>������
���7���
��>���Q���N��������������� i " ��� 	���
�������������� ������������� k "
�����Q	���
������������21�	���������������������� c " B5��L (i) + c(k) 1 i 6= k 95���47�����
��;�N1
����� x0 �����������;#$��������� ��7������&U:� ′ Z
��������������� i " ��� 	���
��������������ML

(ai1 + cak1)x
0
1 + · · · + (ain + cakn)x0

n = (ai1x
0
1 + · · ·+ ainx

0
n)+

+ c(ak1x
0
1 + · · ·+ aknx

0
n) = bi + cbk. U ∗ Z

 �������@����N1O�8� x0 �������%U:� ′ Z
���������������?
������������������ ������
���7���
��21�����)*��

���4U:� Z%��������������� ������
���7���
���,-���29Q�����;������, U:� Z/��� U:� ′ Z'�����������������
	���
.��7�����������������
Y�.7�������� i " ����� 	���
��������������N95��@�������
�1R����� x0 ��������"
���;#$���������!U:� ′ Z���������������� i " ��� 	���
��������������M1-��9 �29O���������;��������
���� (∗)
�����������21 	�������������
������������ ai1x

0
1 + · · ·+ ainx

0
n = bi �����������29 �.�P���
���)*
������M15����� x0 U:� Z;���������������?������
���7���
����29

����������%�Z�1�'MZ���� **Z�������������������� ,O7��������29 �

������������,-������� ��������)*�=����������������� � Z ��'MZ+	���������@���
������ �G35���������
U:� Z;��������������� 	���	 � 	 ��� ��� -/��� � ���&# ��+ � ��	�
�� 9
� � � � � �1��	 ������� �!� � ��D���
���)*
��;�N1-�����Y���C35������� ������������� )*����0��������?����"
D�������� ��@�
����(��7���������	���
>��	������ ���� ����+����������
������������ 	���������@���
��������
)*������	�����1$������	���
Q�.�(	���������@���
������ )*��������
������������29I������1-����	�������������1
�8� i " ���S	���
�������������� ������������������� c " B5�N	�������������������� k " ���S	���
�����"
���������M1O)*����0�������� ������
 ������������
����W�N1I�8� ��7������?��������������� i " ��� 	���
."
�������������'������������������� ����� k " ��� 	���
�������������� UV������������, �����W���������21
����	�����,!���C35������� ��������������� Z�1�	���������������������� (−c) " B5��9
� � � � � � � 	�����	 � � � 
���
���	 � 	�
���
 	�+������ ����	 ������
���
 
���! � ������
�� �����
����
 ��� � � � � � � ��� � � ����� � � � � ����� � ����� � !	� 
 � � �	� � 
 � � � �%� �	� � � !��
����� � ����� � � � � � � � � � ! ��� � � � !	� � � 
 � � � � � 
 ��� ��! ��� ��� � � � � 
 � � � � � 
 � �
!�� � � � �
# � � �&!�� $ 	�
 � � ������� ��9 % 9 �C"A��� ������������� 	�����������
������ ���6)*��
���)*��
��

��9 % 9 %�"A���>	���������������35��
������29 �
������	���
8��#$���!��������7�����7������������<�����.�R)*���;�!�����
��������������������
�1�������"

�����'����� UV	���#$���;�����������YZ-����������,-��������
�1 �����������-)*��������������
��;�H)*�.����"
�����������>	���
.���CB5D����������>����������,-�����������������M9



�������QJ�J 9R35�;#$���Q	���
���������������� ����������������� � �

� � � � � � ����������,-��� 
�������+��&��	�
���
)	���	 � 	 ��� ��� -/��� � ���&# ��+ � ��	�
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����������� ��7���� ��������@���
���� ��������������� �
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'MZ>
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���B5��9

� � � � � �1��	 ������� �!� � ��
�������	����������F	���
������CB5D����������T����������,-��� 
���	 �
��	�
���
 	���	 � 	 ��� ��� -/��� � ���&# ��+ � ��	�
�� 9
,O7��������21P�����'35�;#$��� 	���
���������������� ��������������� ����������	������ �����."

����
���������� 	���������@���
����6���������������;� �������%)*�.���������������!����������,-����� ���
	���#$���;�������������>����������,-��� ����������
����������4	���������@���
�������������9
�������������N1������ A ��� B ����������,-����� ��@�������������
����������21��8� ���;���

��������������	���
P������D������ ����������
���������� 	���������@���
������>�������������?���������."

��������T��� 35������
 A ∼ B 9
K ���������X���������;�=��������� (m×n) "A����������,I���N���������������
��D���
���)*
������

Mm×n(K) �������������;���29
�������������N1������ A ����������,-��� i " �����

(0, . . . , 0, ais, . . . , ain) ∈ Kn

��������@���
�� ����� � #�	�
 � � 	 � s � 	 
���	�� ��� 1��8� ais 6= 0 1�7������ ���������
ait 6= 0 1;����,-� t < s U 7�)*������� ais

����������
����!��	����W�����(�535����������

i " �����6��������@���
���� �/� � ��� ��� 	���	 � 	 ��� 
 ��
 i " �����6��������@���
���� �����
#�	�� 
 Z�9
� � � � � � ����������,O� �G35��������� 
�� � 	���-/��� ����� 15�8�
� Z

.����������
��X��������@���
������21��8�'������
�� ��������
�1R	���
�����	������������Q���������

������
.����������
�� ��������@���
����>)*��������	 �
%�Z&�8�4������
.����������
��6��������@���
��=������
��������=���." s "A�(��������)*�21<����)*��
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��!��������@���
������!������
��������
������������)*�21 ���������<���X
������������X��������� s " B5��1*��9 �29 �8� ais

� i " �����<��������"
@���
����  ������������(������
.����������
�� ����������
������21$����)*��
 arj = 0 ��������� i <
r ≤ m 1 1 ≤ j ≤ s UV����������
�������� arj = 0 ��������� (r, j) ����	������������������M1
��������������, 	���
�����	������������+��������@���
�����)*� i " �������H@��������;� ��� j = 1,
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. . . , s ������������)*��Z�9*��7����Y�����������������N1 ��#$��� ����� 
�����������
��Y��������@���
����
�����������Q��	���� ������,-����� ������:<��
����29
����	�����������1R����#$�.7���������
��>����������,-� �&�.�Q)*��������	��X����7���� ����������,-���




∣∣a1j1 . . . . . . . . . . . . . . .∣∣a2j2 . . . . . . . . .

. . . . . . .∣∣arjr
. . .�



,

��������, a1j1 , . . . , arjr
����������
��������21 ��������������,(����#$�.7���������
���35�����������R"

�87�������)*���'	���
�����	����������21�	���
.��7������������������!
.����������	���
�1;7������ ���������
����������
����21�������������, ���H35������� ������7�,-
����6���6@��������;� �������������������M1

.������� ���������29�������� ����
�1 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n 9

.����������
 ����������,O� ��@���� ����#$�.7���������
�� ����7�� UV
.����������
�� O ∈

Mm×n(K) ����������,-���Q
.����������� ���������>����	����NB5� Z�9

� � � � � � �������������N1X�����'������
.����������
'����#$�.7���������
 A ����������,O� ��@����
� ����� ����� ����#$�.7���������
�� ����7���1��8� A ����������,-��� ������
.����������
��Q��������"
@���
�������� a1j1 , . . . , arjr

(1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n) ��������������� �C"A���
��������� ��� ����������� l " � �������M1 1 ≤ l ≤ r 1 A ����������,-��� j

l

��������)*�
���;���������;���Q������
.����������
�� ����������
������ alj

l
= 1 L




∣∣1 . . . 0 . . . . . . 0 . . .∣∣1 . . . . . . 0 . . .9 9 9 0 . . .∣∣1 . . .�



.

� � � � � � � ��� ����� � 	�
���� ����������,O�



∣∣©1 3 4 1

0 0
∣∣©7 0

0 0 0 0



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��@���� ����#$�.7���������
��T����7�� U ��������@���
�������� ��������������� 	����������;#$��������Z�1
����	������<�����Q�W����������� ����#$�.7���������
�� ����7���9
����������,O�




∣∣©1 3 0 1

0 0
∣∣©1 0

0 0 0 0




��@���� �W����������� ����#$�.7���������
�� ����7���9
����������,-�




0 0 0∣∣2 1 4
0 0

∣∣3




��� �������X����#$�.7���������
��?UV
.����������
�����������@���
��X�������������������P������
.������"
����
��P��������@���
�������� B5�����;�;Z�9
����������,-�����



©4 1 0 2

0 0 0 ©3
0 ©7 0 0


 ,



©7 2 0 2

0 0 0 ©4
9 9 9 ©5




���!��@����'����#$�.7���������
��
����7��������QUV���.�������I��������@���
����<�����������N���!����������"
��������� ������������������@���
���� ����������B5�Y������,-����� ������:<��
�����Z�9

� � � � � � ��	 � � � ����@������ a = (a1, . . . , an) 1 b = (b1, . . . , bn) ∈ Kn 1
as
� a ��������@���
���� �������������21 bt � b ��������@���
����/�������������21 cu � c��������@���
����+�������������21 c = a + b = (c1, . . . , cn) 1 ci = ai + bi 1 1 ≤

i ≤ n 95����)*��
 s ≤ u 95�8� s < u 1R����)*��
 s = t 9
# � � �&!�� $ 	�
 � � �8�

a = (0, . . . , 0, as, . . . , an), as 6= 0,

b = (0, . . . , 0, bt, . . . , bn), bt 6= 0,

s ≤ t 15����)*��


a+ b = (0, . . . , 0, as + bs, . . . , an + bn),
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���H����������� s ≤ u U �8� bs = −as
1�����)*��
 as + bs = 0 ���H�����������

s < u Z�9R����@������ s < u 95�8� s < t 1R����)*��
 bs = 0 1

a + b = (0, . . . , 0, as, . . . , an + bn), as 6= 0,

��� ����������� s = u 1R����, s < u  ������������ �G35��
�����D�������	������29�����	�����������1
s = t 9 �

��	 #�	 � ��� ����@������ a, b1, . . . , bm ∈ Kn 1 a = (a1, . . . , an) 1 bi =

(bi1, . . . , bin) 1 1 ≤ i ≤ m 1 a =
m∑

j=1

λjbj 1 λj ∈ K 1 as
� a ��������@���
����

�������������21 bti � bi ��������@���
���� �������������29�����)*��
 s ≥ min{ti} 9
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 � � ������
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�� � ������� $ ��
�� ���&# ��+ � �!� � 	 � s � 	 
���	 �
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 � � � ����� ���535�����;� )*��������	  �����,-�����������ML
��9 �8�?����������,-��������,+���;������������@���
������ ������
��������N���." s "A�O��������)*�21

����)*��
� �����,-���������>�������T�W���������������29
% 9��8� ��������������� ��������@���
��21�������������, ������
�������� ���." s "A� ��������)*�21

����)*��
�������D��;�  ������������ �����W���215����@������S��������@���
��

(0, . . . , 0, ais, . . . , ain)

���
��Z 	������������������;� ��� a−1

is
" B5�+UV�������+)*������	����4����������,-�?)*����,-���������

�������?��@�������������
����������N1I������	���
�7�����
Y)*���������������W� ��������@���
W���?�����."
����
������������Y	���������@���
��21 i " �����N��������@���
����P���." s "A�������� ���
���
����<	���7����."
��� �C"A��� �������=���=������������
�������������� �.�=��������@���
��=������
�������� ���." s
��������)*��Z�1 7������S)*��������	
��ZN����������� ��������@���
�� r 
����������N1 r 6= i 1

(ar1, . . . , ars, . . . , arn)

	�����������@���
����S)*��������	�
�����������L������ 	����������������;� 	���������@���
������ i " �����
��������@���
��215	���������������������� ars

" B5�>U )*������	����T��������D������N1�����������������"
,-�%)*����,-���������!������� ��@�������������
���������� ��� ���������'��������@���
����=���." s "A�
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�W�87���������)*�&	���������@���
���� ����������,O)*�+��@�
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��������>���." s "A����������)*�29
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���
 � 	 � �&#�� LO	�����������@���
���� ����������,-� �C"A��� �����������&���������;�N1

)*��������	=	���������@���
������/����������,-�'	�����������@���
���� ���." %'�����������!���������;�N1
����D���������������������,-� � ���.":'<�����������X���������;�6���N�29 )�9 1 ����
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������� ���������X���������M9 )*������	����S����������,-�X)*����,-��������� ��@�������������
����������
���Q����������,-��� ����������� ��������������������� ��@�
������Q����� ���������.� ���;���P��������"
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������215������������, ���N��������)*�Q������
��������29
����������������������������,-�������<�����������������������������M1*�8� �.�
���43������6	���7����21

	�����������
���,-�����;�S��������
������T��������@���
������29 �

� � � � � � �1��	 ������� �!� � �8�H���������������X����������
���� ������������,-������)*�<����������
."
��������� 	���������@���
������S)*�������������������F����������,-��� ��� r ��������@���
�������"
�������M1���������, r > i 1�����)*��
I���-	���������@���
��������;)*������	����'����������,-��������������"

������P����#$�.7���������
�����7��GB5��9

� � � � � � �1��	 ������� �!� � ����	�������
�������� ��@�
������ ������������,-���������21O�����Y�W����"
�������Y����#$�.7���������
��X����7���1 ���������NB5��,!������������
������ ����,-���.�����X����������,-�21
	���
.���CB5D������������ ,-��������7�����9

� � � � � � � 35�;#$��� 	���
����������������=���������������S�G35��������� 
�� � 	���-/��� ����� 1
�8�/�������>	���#$���;�������������>����������,-�P����#$�.7���������
����29
������������,-���������H���������������%����
���7������ �������������������H������35�������;� ����"

#$�.7���������
��P�������������������?������7���
��29
����������	��������;�S)*��������	�� ����������
�������	������N95����������������� A = (aij)����������,O�/�G35��������� U , 	 # � Z 
�� � !�- � ��� 1��8� aij = 0 1�����,-� i > j

��� � ! ��$ � ��# U , 	 # � Z 
�� � !�- � ��� 1��8� �������'	�������� aii = 0 ���������
i " � �������M9 35�;#$���P	���
����������������X��������������� �G35��������� U � ! ��$ � ��# Z 
�� � �
!�- � ��� 15�8�/�������>�����W#$��,-����
��;���Q����������,-�+UV������,-�����
Z
�����������87����29
	���
�����7������;�T��7���� 
������������������P35�;#$���P	���
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��;��� ����������,-���(������
.�R"
��������
<��������@���
W��� ����,O7���� ������� r UV����,O7���� r ��
���)*��
�����������
��?��
�����"
������
������ � ��� ������� ��,-
�������������
6������
.����������
=�����W#$��,-����
�����������
��



� � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

	���
������������������<����,O7����
����#$�.7���������
8����7��.)*� � ����	�������
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����7��GB5�N����������"
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 � ���'�����W#$��,-����
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�	�����Z�1
7������ 	���#$���;������������� ����������,-��� ������
.����������
<��������@���
W���>����,O7����
������� r 95,O7��������215����� r = r ��
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)*����,-�����

0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn = 1

����7���� 	���
��������������M1R��������, 1 6= 0 ���215����)*��������������1�U:� Z;�������������>������"
�������������������29
��	 � � ����	�� � � � r = r = n 9*����)*���W�87���������)*�X
.����������
��X	���
������������."

�����Y������	����������Y)*��������	>������D�����������#$�.7���������
��X������,-�����=�����������87��<����"
���������298������
�������
������'	���
�����������������
 ,-��������7���� 	���
������CB5D���������� xn

1
)*��������	?������
�������
�������� 35��
�� 	���
�����������������
P	���
������CB5D���������� xn−1

���
�29 )�9R����	�����������1�U:� Z;���������������?	����47�
����Q���;���������;���Q������
���7���
��29
��	 � � ����	�� � � � r = r < n 9�����@������ ����)*���W�87���������)*� i1, i2, . . . , ir �������������������
��������������212������������)*��,&	���
�����	�����������������#$�.7���������
��
���������."

������������
.����������
�	���
����������������N35����������
��N�����W#$��,-����
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������������21*������������������, �C35�������X����,-���.�����N����#$�.7���������
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���������+	���
����������������29I��� xi1 , xi2 , . . . , xir

��,-
����������+���535�����;� � ��� �
� ����� 1R7������ ����
����87���
 xj1 , xj2 , . . . , xjn−r

� ��������
�- � ����� - $ ��� �

�	�
�� UV��9 �29;��,-
����������21�������������������, ��� �C35�������!�������������������TUV�W����"
��������Z-����#$�.7���������
��
���������������Y����,H���;����	���
������������ � ������
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)*����0��������
�������;����� ��� ������
���
�1�����,-� r = r = n Z>
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��H	���
������������������
������	����������>)*��������	 ������D������P)*��������	��P�������������





xi1 + f1(xj1 , . . . , xjn−r
) = ci1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xir + fr(xj1 , . . . , xjn−r

) = cir ,

U %�Z

��@ ft(xj1 , . . . , xjn−r
) �������+������������#$����� ��,-
������������ ����D���, 35�;#$�����

����������
���,-���������W#$��,-����
���������� K ������������
���� cit ∈ K 9��8�+����D����������
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�W����������� ��,-
������������ ���������;�NL





xi1 = ci1 − f1(xj1 , . . . , xjn−r
),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xir = cir − fr(xj1 , . . . , xjn−r

),

U 'MZ

��7���� 
������������������ α1, α2, . . . , αn−r ∈ K " � ������� ��������@���
�� x0 =
(x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) 1 ��������,

{
x0

js
= αs, s = 1, . . . , n− r,

x0
iu

= ciu − fu(α1, . . . , αn−r), u = 1, . . . , r,
U **Z

�������HU %�Z;���������������?������
���7���
��&UV���Q����)*��
>U:� Z
��������������� ������
���7���
���,8Z�9
 �������@����N1 U:� Z+��������������� 
������������������ x0 = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ������"
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������
α1, α2, . . . , αn−r ∈ K " � �������%UV��������� � Z�9
#$�����.�����%U **Z " �M1�������������, ��D�35�����/U:� Z����������������(��������� ������
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���7���
.�M1���9 �29 (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
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���7���
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� � � � � � � � 	�����	 � � � � � ����� � ��� � � � � � ��� � � ��� ! � � ��� � � � !	� � � ����� �
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 � �  ������������6����
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� ����������	�
 � ��� 
���
���	 � ��
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�	 �

 ��#���
���

!�������	�����- � � � ��
�� 
�� � 	���-/��� ����� 
�������
 � ����	 #���� � � �
� � ��� � � � !	� � � �����	� � (aij | bi)m×n ����� � � � � x1, . . . , xn 
 � !�� ����� ���
����� � � � � �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � � ��� � ��� � ����� 
 � � � � � � ����� � � � � ��
 �� � � ! � � � �� � r = r ≤ n �
��	 #�	 � ��� � � ��� � � � !	� � � �����	� � ����� � � � � � � �	� ��� � ����� 
 � � � �� ��! 
 �

� � � � � 
 � �� ��! � � � � � ����� � � � � ��
 � � � ! � � � �� � ��� ��� ��� ! ����� 0x1+· · ·+
0xn = 1 � � ����� � � !	� � � �������

� � � � � � � � 	�����	 � � � � ��� ����� ����������	�
 � ��� 
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���	 � ��
 � ����
���, � �
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���
 !�������	�����- � � � � � � ��� � � � !	� � � �����	� � (aij | bi)m×n

����� � � � � x1, . . . , xn 
 � !�� ����� ��� ����� � � � � �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � � ���
� � !�� � � � � � 
 � � � � � � � ����� � � � � ��
 � � � ! � � � �� ���
� Z � � � � ��� 0x1 + · · ·+0xn = 1 � � ����� � � !	� � � ����� � � ��� � ����� 
 � � ���

�
� � � � � ��
���� � 

%�Z r = r = n � ��� � � � ����� � 
 � !�� � � � � ����� � � �	� ��� ��� ��� � � ����� � � �

� ��� ����
�� ��� � 
 � !�� ����� ��� � � � � ! � ���
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���
 � 	 � �&#���
 , �&� ��	���� � ��	 #�	 � ���
��	 #�	 � � � � ����,-����
�������� ����,O7������ K = Q ���������'���������;� UV���
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� � � � 	����R����� ���W��������� 	�����������
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� Z





x1 + 2x2 + x3 = 2,
x1 + 3x2 + 2 x3 − x4 = 4
2x1 + x2 − x3 + 3x4 = −2,
2x1 − 2x3 + 3x4 = 1.

7����C35�����;� ���
���������������>	���#$���;������������� ����������,-�P���X��������������
��;�S���
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:<���S����#$�.7���������
�����7��GB5��1 7������T)*��������	 �W���������S����#$�.7���������
�����7��GB5�



1 2 1 0
1 3 2 −1
2 1 −1 3
2 0 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣

2
4
−2
1


 .

�8�&	�������������������� ����������1M���.�������;���<�����;�87�����������@���
������P ����������T����"
����@���
.�M1�	���������������������� )*�.����������������� �C" B5��1�%�" B5�<���1%�" B5��1���������D������
����������,O�




©1 2 1 0

0 ©1 1 −1
0 −3 −3 3
0 −4 −4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣

2
2
−6
−3


 .

)*��������	R1��8�+���.�����������������;�87��8��������@���
������X�������������������=������������������"
@���
.�M1R	���������������������� )*�.����������������� ' " B5����� * " B5��1R��������D������




©1 2 1 0

0 ©1 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣

2
2
0
5


 .

���.�������X��� �����;�87�����������@���
��������(	�������
���,-����������� )*������	���� ��������D������
����#$�.7���������
Y����������,O�




©1 2 1 0

0 ©1 1 −1

0 0 0 ©" 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

2
2
5
0


 .

����	�����������15����,-���.�����X�������������P)*��������	��X����#$�.7���������
�� ��������������� ��@�����"
��������
����������





x1 + 2x2 + x3 = 2,
x2 + x3 −x4 = 2,

−x4 = 5.
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������	���
 x1, x2, x4
� �W�����������?��,-
������������21O7������ x3

�!������������#$�����
��,-
������215�����������N������������� )*��������	�
���������� 	��������C35���������





x1 + 2x2 = −x3 + 2,
x2 −x4 = −x3 + 2,

−x4 = 5.

�8� ��� ���������������%��������7���
���� x2, x2
��� x4

��,-
������������H���������;�N18��������"
D������S�����%UV���X���C35�������Q��������������� ZNB5��	���� ������
���7���
.�





x1 = x3 + 8,
x2 = −x3 − 3,
x4 = −5.

��������������
����W�S����#$�.7���������




©1 2 1 0

0 ©1 1 −1

0 0 0 ©" 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

2
2
5
0




����������,O� ��� ��������������
��;� ��� �W��������� ����#$�.7���������
 ����7��GB5��9 ���������
��������@���
.� 	����������������;� ���.�������N��������@���
��2L




©1 2 1 0

0 ©1 1 0

0 0 0 ©" 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

2
−3
5
0


 .

�8�  ���������� ��������@���
.�!	�������������������� ���������.�M1;	���������������������� %�" B5�
���Q���.����������������@���
.� 	���������������������� (−1) " B5��1R��������D������ ����������,O�




©1 0 −1 0

0 ©1 1 0

0 0 0 ©1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

8
−3
−5
0


 .
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����	�����������1 ���C35�������Q������������� )*��������	��X��������������� ��@�������������
����������




x1 −x3 = 8,
x2 +x3 = −3,

x4 = −5,

��������������,S��@����(�W����������� ����#$�.7���������
�� ����7���9$�8�635����������� x3
��,-
���"

����� 	���������������
W� ������:<����
�� 
��C35����)*�21���������D������T�������Y����0�����
���� B5��"
	����T������
���7���
.�ML

x1 = x3 + 8, x2 = −x3 − 3, x4 = −5.

%�Z




x2 −8x3 = −17,
x1 + x3 = 10,

x1 − x2 = 0.




0 1 −8
1 0 1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣

−17
10
0


 ∼



©1 0 1
0 1 −8
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣

10
−17
0


 ∼

∼



©1 0 1

0 ©1 −8
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣

10
−17
−10


 ∼



©1 0 1

0 ©1 −8

0 0 ©" 9

∣∣∣∣∣∣∣

10
−17
−27


 .

�������������Y�������������������?UV���=������� 0x1 +0x2 +0x3 = 1 ����7����P	���
��������."
����Z�1I��������� x1, x2, x3

��,-
������+�W�������������21 x3 = 3 1 x2 = 7 1 x1 = 7 9
�������������Q	���
.���CB5D������������21O��@���� ���;���������;���>������
���7���
�� (7, 7, 3) 9

'MZ





x1 + 2x2 − 3x3 = −2,

3x1 − x2 + 2x3 = 7,

5x1 + 3x2 − 4x3 = 2.




1 2 −3
3 −1 2
5 3 −4

∣∣∣∣∣∣

−2
7
2


 ∼



©1 2 −3
0 −7 11
5 3 −4

∣∣∣∣∣∣

−2
13
2


 ∼
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���������������� ����������������� �"�

∼



©1 2 −3
0 −7 11
0 −7 11

∣∣∣∣∣∣

−2
13
12


 ∼



©1 2 −3

0 ©" 7 11
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

−2
13
−1


 .

	��47�
���� 0x1 +0x2 +0x3 = 1 ����7���� 	���
������������21*����)*��������������1M�������������
�������������������������29

� � � ��	�� ��$ ��	�
�� � ������� $ 	�
�, 	�� !�� ��#�� ��� -/� � ������� $%���
�&� �����

� � � � �������;������1 (m×n) "A����������,-� UV��
 m×n , � � ��
 � ������� $ � Z K

�� � � ��������
 � � � ����� �G35���������




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




UV���������<��D�
���)*��
�� A = (aij)m×n
Z ,

����7����=�����;�������87�������
H,O7��������M1N������������,4)*�����������������TUV����� ����,-��"
����������� 	���
.��7�����������������Z ����������
���������� aij ∈ K (i = 1, . . . , n � j =
1, . . . , n) 95��������	�� ij ��
�����@.���&UV����������
������ 
�����������Z�������� �����������������M1
����� aij

����������
����Q������������������� A ����������,-��� i " ��� ��������@���
.)*�Q��� j "
���6��������)*�29*��������� (m×n) "A����������,-�������X��������������� K " B5�;��D���
���)*
��;�
Mm×n(K) �������������;���29
��� m × n B5������� A = (aij) ��� B = (bij) ����������,O� ����������535�����;� A = B 1$�8�=������� ��������� )*�.���������������?����������
��������?���������21

��9 �29��8� aij = bij 9���������CB5� ��#$��� ������
��������.���F��� ��
���)*��
�����������
����T��� )*���W�87��������21
����,-�<	���
���7���������� (m×n) "A����������,-���������������������GB5��1*����������)*��, 	���
."
���CB5D������������%����,O7����������H)*������������� ����
?���+	�������������������� ����
(�����������
����	������������ ������������������� ��7������ ����	������X)*�����������>��� 	������������������29
����@������ K ��	��������21 m,n, p ∈ N 9
���;���>���Q��	������<B5������� A = (aij)m×n

��� B = (bij)m×n
����������,-�."

����� � � � � �G35���������Q����������,O�

A+B = (aij + bij)m×n .
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A = (aij)m×n
����������,-��� �!� � � ������� c ∈ K 	���	 � 	 ��� , 	 U ������������"

B5� Z��G35���������>����������,O�

cA = (caij)m×n .

����������,I���P)*������������� 0�������������� �����������������2L
� Z A +B = B + A �()*������������� �����.������,-����������� �
%�Z (A +B) + C = A+ (B + C) �()*������������� ������,-����,-����������� �
'MZ Om×n

����������,-�21*������������, �.7�������� 
.��������������	���

)*����	������21M
.�R"
��������
��>����������
������2L A+Om×n = Om×n + A = A �

**Z 
������������������ A ∈ Mm×n(K) ����������,-�������������'���������������%�����W���
B ∈ Mm×n(K) ����������,-�21������ A +B = B + A = Om×n

UV������� ����

�8� A = (aij) 15����)*��
 B = (bij) 1 ��������, bij = −aij

Z�9
����������,I���P������������B5�X
����������������?0�������������� �����������������2L
� Z (c1 + c2)A = c1A+ c2A �

%�Z c(A +B) = cA+ cB �

'MZ c1(c2A) = (c1c2)A �

**Z 1A = A 9
A = (aij) m× n B5�������(����������,-��� �!� � � ������� B = (bjk) n × p

B5������������������,$B5�-�G35��������� m×p B5������������������,O�M1������������N����������
����."
���Q������,-�����P)*��������	��Q#$�����.�����������

cik = ai1b1k + ai2b2k + · · · + ainbnk

��������� i = 1, . . . , m ��� k = 1, . . . , p ���Q�C35���;� C = A ·B 9

� � � � � � � ������� $%��� �!� � � ��������
�� � � ��� ������
 � ��� ����� � 	�
����

� Z
(

1 a
0 1

)
·
(

1 b
0 1

)
=

(
1 a+ b
0 1

)
, a, b ∈ K 9

%�Z (x1, x2, . . . , xn) ∈M1×n(K) ����������,O�M1 ������������, )*����	��������.7���"
����� ���;��� ��������@���
�������	���
�1 ������������� ��������@���
�� �G35���������29
(y1, y2, . . . , yn)

t ∈ Mn×1(K) ����������,O�M1�������������, ���;���P��������������	���

)*����	������21����������N�G35���������29 ��������@���
������N���
�����������<
��������������M1�,O7��������
�CB5���(��@����H�.7�������� ���> ������������N18����,-�?��������@���
����TEA����	���0���K%�����."
����� EA��������D�������K'���������29$�����W� )*���W�87���������)*�?
�������������)*� ������D��������C"
��� ����	���� ������������������� ����������,-�(UV��������������, ��@���� ���;���X��������@���
��



�������QJ�J 9R35�;#$���Q	���
���������������� ����������������� � �

���Q���;���X����������Z�1���9 �29 ������������� ��������� ����������
����2L

(x1, x2, . . . , xn)
(1×n)




y1

y2999
yn




(n×1)

=(x1y1+x2y2 + · · ·+xnyn)
1×1

∈M1(K)=K.

m ��������D������+�����������H	������������������ n ����	���0����+��������@���
GB5�>����������"
������� )*�.����0��������������Q��� 
�������������)*�Q������D������ m× n B5�������>����������,-�2L




x1

x2999
xm




(m×1)

(y1, y2, . . . , yn)
(1×n)

=




x1y1 x1y2 . . . x1yn

x2y1 x2y2 . . . x2yn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xmy1 xmy2 . . . xmyn


 .

3)




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




(m×n)




x1

x2999
xn




(n×1)

=

=




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn




(m×1)

=




b1
b2999
bm


 ∈Mm×1(K).

4) (x1, x2, . . . , xm)
(1×m)




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




(m×n)

=

= (a11x1 + a21x2 + · · ·+ am1xm,

a12x1 + a22x2 + · · ·+ amnxm,
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. . . , a1nx1 + a2nx2 + · · · + amnxn) =

= (c1, c2, . . . , cn)
(1×n)

∈M1×n(K).

2�Z ∗ ����@������ A = (aij)m×n
1 B = (bjk)n×p

����������,-������� K ���������
���������;�N98�8� �������CB5��
������������&���+���������������������(7��CB5������� A ��� B
����������,-�����>������� �������;#$����� Aij

��� Bjk

��C35����������� UV�����T�535����������


)*�.���������������>����������,-������� +���	 � ������� $ 	�
�
 ��
N�5:<����������� Z�L

A =




n1︷︸︸︷
A11 . . .

nt︷︸︸︷
A1t

. . . . . . . . . . . . . . .

As1 . . . Ast




}m1999
}ms

, B =




p1︷︸︸︷
A11 . . .

pu︷︸︸︷
B1u

. . . . . . . . . . . . . . . .

Bt1 . . . BAtu




}n1999
}nt

A = (Aij)s×t B = (Bjk)t×u ,

����� ��������� i = 1, . . . , s � j = 1, . . . , t ��� k = 1, . . . , u " � �������
	���
.���CB5D������������ ����������,-�

Cij = Ai1Bij + Ai2B2j + · · ·+ AisBsj ,

����)*��
 AB = C = (Cij)s×n
9R��������������,-�W�N9

7��CB5�Y	������R������� �������M1*�����������Y����������,-���X
��������������X	���
.���CB5D������R"
�����>�.7�������� ����)*��
�1�����,-�Q�������QB5���������Q)*�W����
.7��������������215����7���������"
����1X����,-�  ������������S����������,-��� �������;���S����,O7���� ��������� ����������,-���
��������@���
W���Q����,O7������ ���������29
����������,I���Q	������������������ ��� ������� �����.������,-�������29�����	�������������1

A =

(
2 1 −1
0 3 5

)
, B =




1 2
1 −2
1 3




����������,-�����������������

AB =

(
2 −1
8 9

)
, BA =




2 7 9
2 −5 −11
2 10 14


 .

���������-
��������������M1 AB ��� BA " �M1���@-��@������CB5���21�����	������-��������
I	���
.��7�����"
�����������>����������,-�����29



�������QJ�J 9R35�;#$���Q	���
���������������� ����������������� ���

� � � � ����������,I����	��������������������N0��������������
�������������������N������������,-����������"
3�������������	���������������
��;�&)*�G:<�������������������
�������������<������� ����D�����������)*���."
����	��P�����������������29 a1 + a2 + · · ·an

����7����?�����������>:<�����Q)*�����������������
n∑

i=1

ai
"A��� ��@�
������?��D�
���)*
.�����29-��D���
���)*
��;� ∑ ���������������&����� ,O7������

�������������

c

( n∑

i=1

ai

)
=

n∑

i=1

cai,

n∑

i=1

ai +

n∑

i=1

bi =

n∑

i=1

(ai + bi).

�8����� 	���
���7���������� :<����� S 1
����������� aij
)*�.�����������������=�����/��
�����@.���

	����47�
������N1O������� ����
 i = 1, . . . , m � j = 1, . . . , n 1�����)*��
 S )*��������	�
�����"
����� 7����C35�����;�NL

S = a11 + a12 + · · ·a1n+

+ a21 + a22 + · · · + a2n+

. . . . . . . . . . . . . . . .

+ am1 + am2 + · · ·+ amn ,

��9 �29 aij
����������
��������P)*������	���
���
�����������,O�




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 . (∗)

����@������ bi ������� (∗) "A��� i " �����'��������@���
���� ���������!����������
������6:<�����21
��9 �29 bi =

n∑
j=1

aij
9�����)*��
�1�,O7��������21 S = b1 + b2 + · · · + bm =

m∑
i=1

bi =
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m∑
i=1

(∑n
j=1 aij

)
≡

m∑
i=1

n∑
j=1

aij
9M���������.�X�.7������21 �8� cj ������� (∗) ����������"

,-��� j " �����P����������� ���������Q����������
������ :<�����21�����)*��
 cj =
m∑

i=1

aij
���

S = c1 + c2 + · · · + cn =

n∑

j=1

cj =

n∑

j=1

( m∑

i=1

aij

)
≡

n∑

j=1

m∑

i=1

aij.

����	�����������1

S =
m∑

i=1

n∑

j=1

aij =
n∑

j=1

m∑

i=1

aij,

��9 �29*��������	Q:<���.)*�<)*�.����0��������������Y)*�G:<����������� ����	����Y)*��,-�����29 ���
	������."
����������� 	���������������35��
�������� m = n "A���=)*���W�87���������)*� 7�)*������� 35������


S =
n∑

i,j=1

aij
15��9 �295��� ������������������
<���Q����	����S35������������� �C:<�������29

� � � � ����������,I���Q
��������������>������,-����,-���������

(AB)C = A(BC), U:� Z
�8� A,B,C ����������,-������� B5���������Y)*�W����
.7�������������� ����	�����������1 ����������"
������������� 
������������������?��@���� �CB5���29
�����;������,�1�����@������ A = (aij)m×n

1 B = (bjk)n×p
1 C = (ckl)p×q���

(AB)C = (uil)m×q , A(BC) = (vil)m×q .
����)*��
�	�����@����ML

uil =

p∑

k=1

( n∑

j=1

aijbjk

)
ckl =

p∑

k=1

n∑

j=1

aijbjkckl,

vil =

n∑

j=1

aij

( p∑

k=1

bjkckl

)
=

n∑

j=1

p∑

k=1

aijbjkckl,

�����<������1 uil = vil
9

)*��������	��?�����������������?��������)*����������
Q����������,I��� 	��������������������+�� �������"
,-��������7������� �������,-����������
YUV����	�����,&������,-����,-�������������<)*���W�87���������)*�21



�������QJ�J 9R35�;#$���Q	���
���������������� ����������������� � �

��@Y��	 ��������7��������21$�����Y����������,-�������?B5��������� �������Q)*�W����
.7������������21O�����
���������Q�����������������4�� �������,-����� ��@���� �CB5����Z�L

��Z (A+B)C = AC +BC, A(B + C) = AB + AC, U %�Z
��Z (cA)B = A(cB) = c(AB) ∀c ∈ K. U 'MZ

��Z
����@������ A = (aij)m×n
1 B = (bij)m×n

1 C = (cjk)n×p
9 
��������������."

��� (i, k) ����	������������������ 	�����@�
������
n∑

j=1

(aij + bij)cjk =

n∑

j=1

aijcjk +

n∑

j=1

bijcjk,

n∑

j=1

aij(bij + cjk) =
n∑

j=1

aijbjk +
n∑

j=1

aijcjk,

����,=����������,-�����(7�����
.� �������������������M9
��ZP�8� A = (aij)m×n

1 B = (bij)n×p
1$����)*��
 
������������������ (i, k) ����"

	������������������?	�����@�
������
n∑

j=1

(caij)bjk =
n∑

j=1

aij(cbjk) = c
n∑

j=1

aijbjk .

����	�����, �������H����,-���N1 n × n B5������� ����������,O�=�G35��������� n " �����
����	����>������������������� ����������,-�295�����������������4����������,O�>�G35��������� #����
��� �&�!���(-/��� 1��8� ���������;�������;����������
����;�W�����������;������	���
��������N	������W�

.�������Y���������29M������	���
�������� ����������,-���CB5��	������������������<	����������.���������
	���
.������������������� ����������������L




a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an







b11 b12 . . . b1p

b21 b22 . . . b2p

. . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnp


 =

=




a1b11 a1b12 . . . a1b1p

a2b21 a2b22 . . . a2b2p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anbn1 anbn2 . . . anbnp






� � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

UV���������-����������,-���N��������������������@���
��
�����������������
 �����������������������,-���
)*�.������������� ������	���
�������� ����������
���B5� ZN���215��
�������	�����������1




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 ·




b1 0 . . . 0
0 b2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . bn


 =

=




a11b1 a12b2 . . . a1nbn
a21b1 a22b2 . . . a2nbn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1bn an2b2 . . . annbn




UV ������������<����������,-���Y�����������N���������<�����������������<��������������������,-���<)*�."
������������� ������	���
�������� ����������
���B5� Z�9
n " �����X����	���� ����������������� ����������,I���Y:<�����P���X
��������������P������	����

�������H	���
.���CB5D����������&���+��	����W�����>�������������������H����������,-�������298������"
����,I���X)*������������� 0�������������� �����������������>��� 	�������������������� � Z�1 %�ZN������"
�����������=	����47�����
������M1Y�����'������,-����,-������� K ��	�������� ���������;� ���������
n " �����X����	����Q����������������� ����������,I��� Mn×n(K) = Mn(K) ������������"
��������������� ���������;��������
����Q)*��������	��

� � � � � � � 	�����	 � � � ���������	� K � � � � � � � ��
 � � � � � � � �	� n ∈ N � � �� ��!
Mn(K) ����� � ���	� � � � � � ��� � �% �� � � ��� ��� � 
 � � � � � ���	� ��� ��� ��� � � � � � �
��� ��������� � � � � � � � � � � ��
 � � � � � � � ���

� � � � ������	���
�
��������������������������N��	�������,-���212��������������������� n " ����������"
	����!�����������������F����������,I���'��������������� K ���������=���������;� ��	����W�����
��	��������29���35������� ����������,I��� ��������������� K ���������+���������;� ��	����W�����
��	��������29���35������� �.� ��	������'��@�
������/
���	 ��������7�������� Mn(K) " � @����.)
��������������)*�29$)*����
���)*
��;�N1-����� Mn(K) ���;���.��������
��(��	��������29I���;���."
�����(35������������	���
.�+������	���
����������(����������,-� En = (eij) ∈ Mn(K) 1



�������QJ�J 9R35�;#$���Q	���
���������������� ����������������� � �

��������, eii = 1 ��������� i " � �������M1R7������ ����
����87���
�� eij = 0 L

En =




1
1

0

0

9 9 9
1


 .

35��
��
#$�����.��������������
�	�������������
������������M1 �����I
������������������ m×n B5�������
A ����������,-�������������

AEn = A, EmA = A, U **Z
��������,& ����������=)*���W�87���������)*� E ��D�
���)*
������ n " �����
����	����N���;���.����������

����������,O�M157������ ����������)*���W�87���������)*� � m ����	����?���;���.����������
X������"
����,O�M9
��D���
���)*
��;� Mn(K) ��	�������� B5��	������;���=EA���������;#$������K%�������������21

����,-� n ≥ 2 UV��	������ M1(K) ������� K ��������Z�9
� Z Mn(K) ��	������ ��� ������� �����.������,-�������29�����,-� n = 2 1�	���
�����"

7������;� )*��������	��Q����	����������2L
(

2 0
0 0

)(
0 3
0 0

)
=

(
0 6
0 0

)
,

(
0 3
0 0

)(
2 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

��
�������	��������>����	����������������?����������
��P)*����0��������>
������������������ n > 2 9
%�Z Mn(K) ��	������ 	����47�
����Y
.������� 	��������;#$�����29*������� 	����47�����
������XB5�."

���;� ����������
������ ���������%�����������21N��#$��� ��������,�1<����������������
'�����W���
������
.����������
�������������,-�����21 ���������<���;����������������
.�������N���������29 ����	���"
����������1

(
0 a
0 0

)2

=

(
0 a
0 0

)(
0 a
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
(a 6= 0).

'MZ Mn(K) ��	��������+����� ���������(������
.����������
��(����������
������ )*�������R"

����������295�.� 	�������������
������������?
.������� 	��������;#$������� ��������������������
X���Q���
#$��@���������
�12������
.�������Y	��������;#$�N���!)*����0����������������N)*��������
����������29������
����	�������������1 ����������,-�����

(
2 0
0 0

)
���
(

0 3
0 0

)
��� ��������
I)*��������
����������

M2(K) " )*�29
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� � � � � � � � �&$ ���!� � Eij
����������,O�M1N����������)*��, (i, j) ����	����NB5�%��	����

��1�7������ ����
����87���
&����	��������CB5� �T
.���������21N�G35��������� � ������� $ -/���
	���� 	�-/��� UV��� ��	��������;�=���;���.����������

����������,O)*��� Z�9*������35�����W�=������"
����,O����� ���;���.����������� 	�������������������� ,O7�������� (i, j = 1, . . . , n) 9R�47����."

��W�N1������-
������������������ A = (aij) ∈Mn(K) ���;���������;����	2B5���H35��������"
����	���
������ A =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijEij
����7����N9

� � � ��
 �!� � �8� i, j = 1, 2, . . . , n 12����)*��
87�����
���������D������ Eij
����7���� n2

����������,O�M1 ��������������,!����������,I���X	�������������������� #$�����.�������>����
���7������
)*��������	�
���������� ��������
<����������)*�������������2L

EijEkl = Eil, ����,-� j = k, ��� EijEkl = 0, ����,-� j 6= k.

�8� 	���������������
������%����������,I����:<���������;����������������B5�8	��������������������N�� ��."
����,-�������M1���������D���
W� 
������������������'�������������������/����������,-�������������/)*���."
����	?35����������	���
����

A =



a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann


 =

n∑

i=1

n∑

j=1

aijEij ,

������� ����
�1�,O7�������� 35����������	���
���� ���;���������;�������29 �

� � � � � � � � �&$ ���!� � cE (c ∈ K) ����7����?����������,-����� �G35��������� 
 ! ��� � �
� -/��� � ������� $ 	�
�� 9R,O7��������21������N����������������� cE ����������,-�>	�������"

���,-��������������� 
���������������� ��7���� ����������,I����
 Mn(K) "A����
�L (cE)A =
c(EA) = c(AE) = A(cE) 9I��������������,-�W� )*��������
����������+���������������2L
����������,-� Mn(K) "A����
�1 ������������,=	�������
���,-���������������Q��������� ����������,O"
����
 Mn(K) " )*�21 �������������������29� � � � � 	�
 � � 	�������������
��W� 35��
��>������,-��
��29
� � � � � � � � �&$ ���!� � ��������������,-�W�N1������ M2(R) ��	�����)*�

(
a −b
b a

)
, a, b ∈ R,

����7����%����������,-�����&@���
�����
 @������������M1�������������, ������ �����@.����� ����,O7������
��������� �CB5�������;#��������29



�������QJ�J 9R35�;#$���Q	���
���������������� ����������������� � �

� � � � �����������

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




����������,-������������� 	���
������CB5D������;� ������� ��� ����
 ���&������	�
�-/��� � ��� �
��� $ �

At =




a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn


 ,

��������, ������� ��������@���
������>�����43�������
N���������������?����	������?���������������X
����."
���������4���( �������@����N1���9 �29��8� A = (aij)m×n

1I����)*��
 At = (at
ij)n×m

1
��������, at

ij = aji
9

,O7��������21������ (At)t = A 95,O7��������Q��	����W������15�����

(A +B)t = At +Bt

(cA)t = cAt ∀c ∈ K.

����������������,-�;�N1������

(AB)t = BtAt.

�����;������,�1<����@������ A = (aij)m×n
1 B = (bjk)n×p

1 AB = C =
(cik)m×p

� ����)*��


ctik = cki =
n∑

j=1

akjbji =
n∑

j=1

at
jkb

t
ij =

n∑

j=1

btija
t
jk,

����������
���, 7���
.�M1������ Ct = BtAt 9
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� � � � ∗ 	���	 � 	 ��� ��� -/��� � ���&# ��+ � ��	�
���
 � ������� $ 	�
���� ����������,-�����M1
��������������,!������D���������
N���;���.����������
�� E ����������,-������	���
N���;���X����������
."
�����������>	���������@���
����N15���535�����;� 	���	 � 	 ��� ��� -/��� � ������� $ 	�
�� L

1) Tij(c) =




1 ·9 9 9 999
· · · · 1 · · · c · · · ·9 9 9 1999 9 9 9

· 1
j




i

= E + cEij (i 6= j);

2) Sij =




1 · ·9 9 9 999 999
· · · · 0 · · · 1 · · · ·999 9 9 9 999
· · · · 1 · · · 0 · · · ·999 999 9 9 9

· · 1
i j




i

j
=

= E − Eii − Ejj + Eij + Eji (i 6= j);

3) Di(c) =




1 ·9 9 9 999
· · · · c · · · ·999 9 9 9

· 1
i




i
= E + (c− 1)Eii (n 6= 0).



�������QJ�J 9R35�;#$���Q	���
���������������� ����������������� � �

����������
������������>����������,-������� ����	����������������2L

T23(c)=




1 0 0
0 1 c
0 0 1


 , S23(c)=




1 0 0
0 0 1
0 1 0


 , D2(c)=




1 0 0
0 c 0
0 0 1


 .

7����C35�����;� #$����������������� ����������
������������>����������,-�����2L
� Z Tij(c) = (tpq)n×n

1 ��������,

tpq =





1, �8� p = q,

c, �8� p = i, q = j,

0 ����
����87���
N)*���W�87�����������)*� .
%�Z Sij = (spq)n×n

1 ��������,

spq =





1, �8� p = q 6= i, j,

1, �8� p = i, q = j ��
 p = j, q = i,

0 ����
����87���
N)*���W�87�����������)*� .
'MZ Di(c) = (dpq)n×n

1 ��������,

dpq =





c, �8� p = q = i,

1, �8� p = q 6= i,

0, ����
����87���
N)*���W�87�����������)*� .

� � � � � � ��	 � � � A � � � � ��� ��� Tij(c) � � �
� ��� � � � � � � ���	� ����� � � � ����!�� �


 � ! � � � � 
 � !���
 � ! � i � 
 � � � � � � � ! � � � j � 
 � � ��� � � � � c � � � � � � � ���	� � �
� 
 � � j � 
 � � � � � � � � !���� � i � 
 � � � ��� � ��� � ����� � � ��� ��� � � � � � ��� ���
# � � �&!�� $ 	�
 � � �8� B

(m×n)
= Tij(c)

(m×m)

· A
(m×n)

1R����)*��


bpq =

m∑

k=1

tpkakp =

{
tiiaiq + tijajq = aiq + cajq, �8� p = i,

tppapq = apq, �8� p 6= i.

��
�������	���������� ��������,-�������Q���������������Q��������������� ���������;�N9 �



� � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

� � � � � � ��	 � � � A � � � � ��� ��� Sij � � �
� ��� � � � � � � ���	� ����� � � � ����!���
 � !

� � � � 
 � !���
 � ! � i � 
 � � 
 � j � 
 � � � � � � � � ! ��� ��� � i � 
 � � 
 � j � 
 � � � ��� �
� ��� ��� � � � 
 � ! � � �	� ��� ��� � � � � � ��� ���

# � � �&!�� $ 	�
 � � ����@������ B
(m×m)

= Sij

(m×m)

A
(m×n)

15����)*��
<	�����@�
������

bpq =
m∑

k=1

spkakq =





sijajq = ajq, �8� p = i,

sjiaiq = aiq, �8� p = j,

sppapq = apq, �8� p 6= i, j.

��
�������	���������� ��������,-�������Q���������������Q��������������� ���������;�N9 �

� � � � � � ��	 � � � A � � � � ��� ��� Di(c) � � �
� ��� � � � � � � ���	� ����� � � � ����!�� �


 � ! � � � � 
 � !���
 � ! � i � 
 � � � � � � � � !���� � j � 
 � � � ��� � � � c � � � � � � � ���	� � �
� ��� � � � � � ��� ���
# � � �&!�� $ 	�
 � �  ���
�@���� % 9 ' "A���Q�R)�������� 	�����������
������29 �
���������!����������
������������6����������,-�')*��������
������������21<����
���, �������/)*�."

������
����������
����������,-������,&��	����W�����8����������
������������
����������,-�������21 �����."
��������,6)*���.������������������
�)*��������
��������4����������
����������4	���������@���
������ML

T−1
ij (c) = (E + cEij)

−1 = E − cEij = Tij(−c),
S−1

ij = Sij, D1

i (c) = Di(c
−1).

� � � � � � 	���
�����7������;�T35�;#$���Q	���
����������������
{
ai1x1 + ai2x2 + · · · + ainxn = bi,

i = 1, . . . , m,

�������������29
�8� x = (x1, x2, . . . , xn) "A��� ��D���
���)*
������ ��,-
������������/��������@���
.�M1

7������ b = (b1, b2, . . . , bm)t "A��� � ������������#$�����T35������������� ���������M1
����)*��
?����,-���.�����+�������������&)*����0�������� 7����C35�������%)*��������	�� � ������� $ - �
��� � ��� � � � L

A · xt = b.
��D���
���)*
��;�N1 ����� x0 ∈ Kn ����)*��
����X�.7��������S����)*��
��������Q����,-���.�����
���������������P������
���7���
��21*����,-� A · (x0)t = b ��
�1�����,/��	��������21 x0 ·At = bt



�������QJ�J 9R35�;#$���Q	���
���������������� ����������������� � �

UV��@ t 
���)*
������ ������
.�� ���
������������M1O	������������������ · �%����������,I��� 	�����������"
��������� Z�18��9 �298����,-�!U m × n B5������� Z A ����������,-���%
��������������6U n × 1
B5������� Z (x0)t ����������,$B5� U m× 1 B5������� Z b ����������,-��� ���������29
	����R����� ���W��������� ����������,O����� ��
������� ���������,-���F����	����������������

Axt = b 	���
��������������Q������,O7�
�������
S����������
���������� ����������,-���CB5�N	����."
��������������)*�21 ���������������CB5��
��������-���������������<	���#$���;������������������������,-���
����#$�.7���������
�����7��GB5�<����������
��29
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� � � $ ����	���� � ��
 #�	���	�� � � �!������	�
��

	����R�����?����	������������������������(�����������������21������Y�W���������T��,-
�������������

����	������������W#$��,-����
��������<�������X
.����������	���

	���
.��7����������������29 ����	������������
��
���)*��
�����������
X
��������?35������������	���
.�?���M1������X�.� ���W�������Q����)��������������
��� 	�����0��������!���� ������;� ���������������!������
���7���
����=#$�����.���������21;���������."
����,S������� �����W#$��,-����
������������ ���?������������#$����� 35������������� ����)��������������
��@�
���������
�	�����������7������29*���������������;�.�Y��������,-������������������7�����������7����P���."
��������� ���������87�)*�21N������0�����1
	������������������ 	���������������������)*�29������������
���43��������/35�;#$���/	���
����������������/�������������������=�����������')*��������35�������;�
��7����21R��#$���TD������Q���W���������N9

� � � � ���������� �������������� 	���
�����7������;�/������,-
���������
��;�����635�;#$�����;	���
."
�������������>�������������

{
a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

U:� Z

��� )*������,-�����;�T���� ������;� ������� x0 = (x0
1, x

0
2)
������
���7���
���� x0

1
1 x0

2
����"

�� ���
���
�������������������� B5��	������>#$�����.���������29
U:� Z+��������������� ��,-
������������ �����W#$��,-����
��������=����	���
���
'���������%����	����

�����������������4����������,O�
(
a11 a12

a21 a22

)
. U %�Z

x0
1
"A���?	������;�������������������+ ������������?	���
������������ 	������������������;� a22

"
B5��1;���������(	���
������������ (−a12) " B5�(���H)*�������������;� ������
��29
��
�������	���"
��������1 x0

2
"A���?	������;�������������������&	������������������;�  ������������?	���
������������

(−a12) " B5��1����������8	���
������������ a11
" B5�8����)*�������������;� ������
�� U ���������������

����������
����������4	���������@���
������Q���<���;�����������������'UV��7M9�����������9 % 9 � Z
B5��"
	2:<��� ��,-
������������=�����W#$��,-����
��;��� 	����������������=���W������� �535����������
 Z�9

� '



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� � �

��������D������NL




a11x1+ a12x2 = b1
a21x1+ a22x2 = b2

(a11aaa − a12a21)x1+ 0 x2 = b1a22 − a12b2
0 x1+(a11a22−a12a21)x2 = a11b2 − b1a21

U:� ′ Z

�������R)*�����N1������ a11a22 − a12a21 6= 0 9R����)*��


x0
1 =

b1a22 − a12b2
a11a22 − a12a21

, x0
2 =

a11b2 − b1a21

a11a22 − a12a21

. U 'MZ

�8� ��,-
������������ ����D�������� ��
���)*��
���������������7������������W� U:� ′ Z����������������( ���"
������� ���=	���
�������������)*�21*��9 �29�U:� ZI��������������)*�21M������������� ��������35�.��
����."
�����N15�����>U 'MZ�35������������	���
.�HU:� Z "A���>���;���������;�T������
���7���
.�M9
x1
��� x2

��,-
������������ x0
1
��� x0

2
��
���)*��
����������������Y�������;���=��
���)*��
������

a11a22 − a12a21
0���������
P��������������� 	�������������7������%U %�Z<����������,-���?�����."

����
����������+����)��������������N9����%������D������21��8�S�W�����������&������	���
��������%�����."
����
����������%
��������������'	�������������������� ��������� ������	���
��������'����������
����������

��������������M98���>����������
����=U %�ZP����������,-��� � ��� � 
���, ������	���� UV��
.� #�	 �
��	�� � � �!������� Z��G35���������Q���Q��D���
���)*
������

d =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , ��
 d = det(aij)2×2, ��
 d = |aij|2×2 . U **Z

���;�87���� ��������� ��D���
���)*
��;�N1Y�����'���'�������M1<����,-�=����������,-� K
��������� ����������
�������������	���
�)*����	���
������>,O7����������21���������������
���
����>���������
����������
������ � ��������������
���
����+����������������� ����������,I����
 ������������� 	���
."
���CB5D�����������35�.��������������������)*�������������29 a11a22

��� a12a21

������������������

��������������	���� ��������������
���
������ � 	�����	�
�� �G35���������29

� � � � � �1
���� ��� � �����1� �47�����
��W�N15����������,-�

d =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = 0,

U:� Z��������������
��
I�������������������������212���I	���
.�R���CB5D���������� UV������������
��W�'����	���"
�����������>���������N)*���W�87�������������������� Z�9
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x0
1
��� x0

2
��
���)*��
���������������� ������,O7������������ ��	����W������)*��	�����0������ 	���
."

����7������;� ����	�����,
(
b1 a12

b2 a22

)
���

(
a11 b1
a21 b2

)

����������,-������� ��������������
���
��������29�����	�����������1

x0
1 =

∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
, x0

2 =

∣∣∣∣
a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
, U 2�Z

��9 �29 x0
1
"A���%	�����������7������������/������,O7��������H��� ����������,-���%��������������
���
����

35������������	���
.�M1�������������, ������D������6U %�ZQ����������,-������	���
 �������& ������������
�����������N)*��,-�������SU:� ZO���������������Y������������#$�����N35�������������N�����������N1 x0

2
"A���

	�����������7������������'������,O7��������H���+�������'��������������
���
����+��� ����������,-�����21
������������, ������D������TU %�Z(����������,-������	���
H�������!���������(�����������=�����W�������
)*��,-�������N9
U:� ZY���������������H������7���
����&�.�+35�.��� !�� � � 	�����
 � 	�
���# �������
35�������������21�����,-� n = 2 9

� � � � � �1
���� ��� � �����1� ����,-� n = 2 1 A = (aij) ∈M2(R) ����������,-���

|A| =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
��������������
���
���� ���!��������
����������������T ���������������	���������� #$���;���������
���������21<������������, ��	������������ ~a1 = (a11, a12) ��� ~a2 = (a21, a22)����@�������������� �������������.� ������������
����;��� R2 ��������������)*�29



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� � �

��������������
���������� ����@������;��� ~a1
1 ~a2

35��������� �G35��������� # ��#�	�
����
����# ������	 ��������	�
�-/��� 1��8� ~a1

"A����
 ~a2
"A�����P����������
������'U π " B5�P
�����"

�������Q�����87����;Z�7��������>���������������>���������;�8�����������N9
� � � � �����������������M1������ 	���������������
��;� �����W#$��,-����
��;���+	����������������%���."
������� �����.��,-
���������
 35�;#$���&	���
����������������+�������������������/������7���
��������8"
�����M1<���43�������� ����,-�����W� �����.��,-
���������
�� ����� 35�;#$����� 	���
��������������
���;��	�������������
��

{
a11x1 + a12x2 + a13x3 = 0,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = 0
U "MZ

���������������?������
���7���
��29 7�����
Y	�������
��������.�������?������������������� ������
.����������
��
������
���7���
��21���9 �29�����������)*����, ���;���&������
�, xi 6= 0 9�����@������N1�����	�������"
������1 x2 6= 0 9���������� 
��C35�����'	��������;� (−x3) " B5�?���+)*��������������
��;���D�
���)*��
������2L y1 = −x1

x3

��� y2 = −x2

x3

9O����)*��
 U "MZ��������������17����C35���������
��	������N����7����N1�����	�����, U:� Z;�������������2L

{
a11y1 + a12y2 = a13,

a21y1 + a22y2 = a23.

�8� ����	 ��������7��������N1������
∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0 1I����)*��
&U 2�ZQ#$�����.���������(��0."
�������

y0
1 = −x

0
1

x0
3

=

∣∣∣∣
a13 a12

a23 a22

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
, y0

2 = −x
0
2

x0
3

=

∣∣∣∣
a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
.

7�����
 ���� ������W� U "MZP������������������������� �����%����������
 x0
1
1 x0

2
1 x0

3
18�����������

������� )*�W#$���������������29-���������������&���;��	�����������
�����������
 ������������� 	��������."
����
������������M1������<�8� (x0

1, x
0
2, x

0
3)
������� ������
���7���
��>��� c "A��������� 
���������"

���������%����������
������21;����)*��
 (cx0
1, cx

0
2, cx

0
3)
��	����W����� ������
���7���
��'��@�
������29

�����������N)*��	�����0������>�����C35�����;�

x0
1 = −

∣∣∣∣
a13 a12

a23 a22

∣∣∣∣ , x0
2 = −

∣∣∣∣
a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣ , x0
3 =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , U 5�Z
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���<����@������N1*�����;
������������������X������
���7���
��X������D������Y����,-���.����������	���

�����."
��� x0

i
"A���>	��������������������T������������D���, c ∈ K ����������
���B5��9R ������R7�� �����

��#$��� �������������������Q����7��<������,-�W�N1 )*����
���)*
��;�N15���������������<�������
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
b a
d c

∣∣∣∣ ,
����,!�R)���������� ���������<����	���� ��������������
���
������ 	���
.���CB5D���������������
X	���"
����������
������������M9������������ U 5�Z;)*��������	��X����7���� 7����C35���������2L

x0
1 = −

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ , x0
2 = −

∣∣∣∣
a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣ , x0
3 =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ . U $MZ

�.� #$�����.���������=	�������������
�������� ���' ������������N1Y�����
∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0 9
����������� )*�.��������35�������������21<�����H������������,-���������=���������������!���������;�8"
������
����215�8� U $MZ;��������������
���
�������������
N���;�8"A���;���X	���
.��7������������������Q
.�R"
��������	���
�9O�8����� �����������X��������������
���
����>
.�������?���������21�����)*��
 U $MZ�#$��"
���.���������6��0��������=������
���7���
.� U ����7������������ 
.����������
.� Z�1�����	������ 7�����

��� )*��	�����0������Q������� ��������,-�����215���������������Q������
���7���
��>������D������Q������	���

���������&����������
������CB5�>	�������������������� UV	���
���7������W� �������������21-)*����	���
������
�����Q���;��
�������� x1 + x2 + x2 = 0 	���
�����������������	���
 Z�9
� � � � 	��������������W� ��7����6�����.��,-
���������
��=�������=35�;#$����� 	���
����������������
���������������>)*���W�87���������� 	���
.7��������CB5��L





a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.
�����������������M1 �����!���� ������;� x2

��� x3
��,-
������������T�����W#$��,-����
����������

	����������������������<�������������������21M ������������<	���
������������<	������������������;� c1 "B5��1R��������� � c2 " B5��15���.������� � c3 " B5�<���X)*�������������;� ������
��2L

(a11c1 + a21c2 + a31c3)x1 + (a12c1 + a22c2 + a32c2)x2+

+ (a13c1 + a23c2 + a33c3)x3 = b1c1 + b2c2 + b3c3.

7�����
��X���CB5��
���� c1, c2, c3 �����
)*�������87����;�N1 ����������D�������� 	���
�������������)*�
35����������� x2

"A���S��� x3
"A���S	���7���
���
�
.����������
��29��8�/	����������������T
.�����
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)*�.�������������Q�����W#$��,-����
��������M1 ����)*��
 c1, c2, c3 " � ������� 7�����
���������D������ )*���."����	 	���
���������������� ���������������ML
{
a12c1 + a22c2 + a32c3 = 0,

a13c1 + a23c2 + a33c3 = 0,

����	�������, ��	������P����7��������21�����, U "MZY�������������218�����������P)*����0��������+������"
D��;�

c1 =

∣∣∣∣
a22 a32

a23 a33

∣∣∣∣ , c2 = −
∣∣∣∣
a12 a32

a13 a33

∣∣∣∣ , c3 =

∣∣∣∣
a12 a22

a13 a23

∣∣∣∣ .

)*����
���)*
��;�N1-�����Q���������<�������
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a c
b d

∣∣∣∣ 9-�������&	���������������35��
��."
����� x0

1
" � ������� ��������D������S)*��������	 	�����������7������������

(
a11

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣
a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+ a31

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣
)
x1 =

= b1

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− b2

∣∣∣∣
a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+ b3

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ . U  MZ

x1
��,-
���������
<����	����������W#$��,-����
���� �G35���������



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




����������,-��� #�	���	�� � � �!������� ���Q��D���
���)*
������
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
.

����	�����������1����.�������<����	���� ��������������
���
������ 7�����
<����D������ 	�����������7������."
�����
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣
a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+
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+ a31

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ = a11a22a33 + a13a21a32+

+ a12a23a31 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31 , U:�!#MZ
������������,/���������;����	����P��������������
���
����������X����)�������������� ������D������29*����"
�������Q��������
���7����21������ U  MZ�������������� ������:<����
��Q�.7������<������D������ x1

"A���
�����W#$��,-����
���������	���
�1<�8� a11

" � )*����,-������� b1 "A���N1 a21
" � � b2 "A��� ���

a31
" � � b3 "A���N95������� 	������ U  MZ������������ )*����0��������Q����� 7����C35�������

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
x1 =

∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
,

��
 d · x1 = d1
9 ����	 ��������7����;�N15����� d 6= 0 9 ����)*��
 n = 2 "A��� ��
�������	���"

�������

x0
1 =

d1

d
, x0

2 =
d2

d
, x0

3 =
d3

d
U !�� � � 	�����
 � ��� � -/��	�
�� Z . U:��� Z

,O7��������21I�����Q�����W�������>�.��:<������������� )*����0��������(	���������������
��;� �;�87M1
7���� ��� �29 )�9X	���
����������������=�����������������������������M1Q���������<����, 	����47�
���"
��� �;�87��21$7������ ��� �29 )�9O��,-
����������29-�����������������&:<��� ���43��������+	�������"
����������
��;� U  MZ>#$�����.�����������%��
�������	��������%#$�����.���������(�������+	���
�����"
��������� �;�87���,-
���������
��Q���;��	�������������
��P������������������������� � )*��������	?�;�87��
	���
�������������� �;�87���,-
���������
��6�������������������������T���� ������;� c1, c2, c3, c4�������������������29 7�����
N������0�����
���� ci "A��� (i = 1, 2, 3, 4) ��
���)*��
�������������� �����
	���
���������������
��>���;��	�������������
�� ������������������
�9
�����W#$��,-����
����M1<������������, ������D������ x1

".����
%���=����	������=���.�������'����"
	����Q��������������
���
�������������	���
 U  MZ�#$�����.�����������>
����.�R)*���>����7����������N1 7�����

����������@�������� �����;�87��+����	����!��������������
���
����M9N�8� ��	������+�.��:<�������������
7������������������ x2, x3

��� x4
" � �������M1 7�����
H���� �������� x0

i
" � ������� U:��� Z "A���

��
�������	������ #$�����.���������M9 ������)*����0��������P	�������	���0������;� �R����������������9
��35����
����'������)*�21������17�����
?�������.��D���, ��������D�35����� ���CB5��
.�M1;	�����0��������
�����������������������>��
�����@�,-�����  �����
�,-�� ��29

� � � � � �1
���� ��� � �����1� ���.������� ����	����(��������������
���
������(35�������������&
���)�"

�������� 	���
.���CB5D��������?��
�������
�������� 35�.���2L �������>
��������������
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)*�������!E + K 
���)*
���� � �������Q
��������������

)*�������!E − K 
���)*
����N9
�� ������W� ��
�������	��������Q35�.���>�����;�87�������	���� ��������������
���
����������������M9

� � � � � �1
���� ��� � �����1� �47�����
��W�N1
�����+���.�������+����	����6��������������
���
������
���������Q��@������Q35�������Q���S)*����0��������>������� ���;��������������� ���������������29

� � � � � � )*��������35���W�N15�����
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣

0 a b
−a 0 c
−b −c 0

∣∣∣∣∣∣
= 0.

� � � � � �1
���� ��� � �����1� ����,-� n = 3 1 A = (aij) ∈M3(R) ����������,-���

|A| =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣

��������������
���
����%���?��������
����������������/ ��������������� ��� ��������6����,O�����������
���������21�������������,(��	������������ ~a1 = (a11, a12, a13) 1 ~a2 = (a21, a22, a23)��� ~a3 = (a31, a32, a33) ����@����������CB5� �������������.�/������������
����;��� R3

��������������)*�29
����@������;��� ~a1

1 ~a2
1 ~a3

������������ �����
�������� �������.�����X�G35��������� # ��#�	 �

�� ����# ������	 ��������	�
�-/��� 1M�8�%����������
������ ~a1

"A����
 ~a2
"A����� ~a3

"A��� �.7�"
��������
<����
���7������ 7��������>���������������>���������;�8�����������NL
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� � !�� ��#�� ����� -/� (n× n) �
� ������� $%��� #�	���	�� � � �!������	�
��

� � � � ��7���� )*��������������
��;� ,-
����������21-��������������, ����,-��������������� n " �����
����	����+����������,-���+��������������
���
������+	���
.���CB5D������������������M9I���C35�����&��������"
����� �����������������?��0�������� n = 2 ��� n = 3 "A���Q)*���W�87������������29
����	�����,H�������;����,-��� U �������<J 1M ���
�@���� ��9 % 9 � Z 1, 2, . . . , n ����,O7������

����������	������ i1, i2, . . . , in ��������	��������&���������������Q	���
.���CB5D����������(����"	����N1 ��������,/����������� ik ������� 1, 2, . . . , n ����,O7�������������
;���;���21�������� ����

����, ���;���(���4	���7����������(����:<����1 n ����������
��;��� UV��
 n �������������;����Z
� ��# ���!��$ ����	�
 � �G35���������29*������	���
 i1 " �<)*�.��0������Y������D���� n 	���
.��7�����"�����������<��
���)*��
����������21 i2 " �Y����,-���.��� i1 " � �������<)*�.��0������Y������D���� n−1
��
���)*��
����������21 i3 " �Y����,-���.����� i1 " � �������X��� i2 " � �������Y)*�.��0������Y������D����
n − 2 ��
���)*��
����������H���+�29 )�9 1������������>����� n ����������
���������	���
?	�����@����
n(n− 1)(n− 2) · · ·2 · 1 = n! 	�������
���,-���������29 1, 2, . . . , n 	�������
���,-��"
��������� �G35��������� ��������� ���(-/��� 9
����@������ i1, i2, . . . , in ������� 1, 2, . . . , n ����,O7����������X����,-���.�����N	�������"


���,-���������29��������������N1�����������,O7������ (ik, il) 1 k < l 1R35���������>@���
���� � � �
��	�� 
�� ��
 1��8� ik > il 92��7�����
�����������1 �������������N1 �����;����,-���.��� 	�������
���",-����������)*� i ��� j ����,O7���������@���
�����
���
��������������M1��8� i > j ���
	�������
���,-��"
��������)*� i 35��
H�R��35������� j " �M9�	�������
���,-�����������S�G35��������� �(-�� � U )*�."
����������������� !�	 ����� Z�1 �8�(������������������
��������N@���
�����
���
��������������������53 U )*�."
����������������� ����
��
Z�����,O7����M9 i1, i2, . . . , in 	�������
���,-����������)*�Y��
��������������������,O7���� I = I(i1, i2, . . . , in) �������������;��� ��D���
���)*
������29
� � � � � � � ��� ����� � 	�
����

� �
I(3, 5, 1, 4, 2, 6, 8, 7) = 7 UV��
���������������@���
�����
 (3, 1) 1 (3, 2) � (5, 1) 1

(5, 4) 1 (5, 2) � (4, 2) 1 (8, 7) 35��������������Z�9
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��Z 	������������;�!����,O7����������N���������������;�6��������,O7�����������������
���"
���21���������������,+35��
$�R��35��������
 �C" �
���;��������� �C" B5� � 	���������7��CB5�;�
����,O7���� ��9

��Z 	������������;� ����,O7���� % ���!���������������;� ���%	��������R7��CB5���=����"
,O7������ ����������
������21I��������������,T35��
P�R��35��������
 %�" �(��� ���������
%�" B5� � 	���������7��CB5�;� ����,O7���� % U �8�S����,O7�������� �&����%'@���
�����

��
��������������M18����)*��
 ���+�����������������+ ���������� 
������C:�B5� Z ��� �29 )�9
�����W��
���������� ����D����������=����,O7������6:<�����=����	���,-���.� ��
�����������"
����� I ����,O7����<����,-���.��� 	�������
���,-����������)*�29����������������;�6��
����."
�����������%����,O7���� 3, 4, 2, 1, 5, 6, 7 	�������
���,-����������)*�29;�����������
�������C35���;� ����,-�����.���P����,O7���������
�9R����,O7����(�P��
��������������>@���
����
�����<����,O7�������
�1��.� ����,O7���������� ' 1�* ��� % 95����,O7���� �Q	���������7���"
B5�;� ��� ������
���)*
��;� �����&������� )*��@���
������(��
������������������H����,O7�"
����' 95��7����>	�������
���,-����������)*�

3, 4, 2, 6 1, 5, 6, 7
% ��
��������������T@���
����T��� ����,O7�������
�9P�.�S����,O7���������� ' ���)*R9
	���������7��CB5�;� %6���/��������
���)*
��;� ����� ������� )*��@���
������/��
�������"
����������� ����,O7����>�����29

3, 4, 6 2, 6 1, 5, 6, 7.
���+	�������
���,-����������)*� ' ����, ���;� ����,O7�������
+��� @���
����!��
����."
���������M18��9 �29-����,O7���� ' "A���+������� )*��@���
������(��
������������������H����,O7�"
���?����,-���.��� 	�������
���,-����������)*� # "A��� ���������29-��������� �������������
��������35�.��
����������N15������	�������
���,-����������)*�P��7���� ����
����87���
��P����"
,O7���������� ������� )*��@���
������6��
������������������ ����,O7���� # "A���=���������29
����)*��������������1 I(3, 4, 2, 1, 5, 6, 7) = 5 9P��������	�����1 ����,-���.�����
	�������
���,-��������� ����
������29

� � ����������������� 	�������
���,-����������� ��� 	����47�
���� ��
����������������
I(1, 2, . . . , n) = 0 9* �������@����N1 n, n− 1, . . . , 2, 1 	�������
���,-����������)*�P����"
,O7������X
������������������X35���������P@���
����Q��
��������������M9 �����������N���
	�������
���,-�����."
����)*�Q��
���������������� ����,O7������ I(n, n− 1, . . . , 2, 1) = C2

n = n(n−1)
2

9
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 ��� , � $ � � �G35���������29
� � � � � ��� � �!��# ��#�	�
 � � � � ����� � � � � !�� � � ����� � � � �	� ��� � � 
 � ! � � �	� � �
� ��� � � � � � � 
 � ��� � �
# � � �&!�� $ 	�
 � � ���GB5���������(����������
����������&������
.�� ���B5��,-�����+)*������	����

��,-���������>�.7�������� ���<�����Q����������
������>���;�������;��	���
�����	������21������<�����
�C"A���6��,-���������X��
����������������X����,O7���� UV�CB5���������Y��

��,-������������Z � ����)*������"
��������1 ��,-���������P35������������������,�9 i ��� j ����������
���������� . . . , i, a1, . . . , as,
j, . . . 7→ . . . , a1, . . . , as, i, . . . ������
.�� ���B5��,-���21P��������������, ��7���� s
����������
����������/����)*�������������21;)*����0��������/	���
.7�����,-���������.� 2s + 1 ���."
B5���������Q����������
���������� ������
.�� ���B5��,-�����>)*������	�����L :<��� i " �>����
���,-�����."
��� ���������')�������������� ����������
��;����
&��� j " � ����
6U s + 1 ������
.�� ���B5��"
,-����Z�1�)*��������	>��� j " �P����
���,-��������� ���������<)�������������� ����������
��;����
PUV����"
����� s ������
.�� ���B5��,-����Z�92����	�����������1�7�����
8	�������
���,-�����������<35�����������������
(2s+1) " :<��� )*����,-�������W�N1M�����P	�������,'����D�������� 	�������
���,-����������� ��@����
���C35��
�����D�������	�� 35�����������������29 �
��	 #�	 � ��� ����,-� n > 1 ���53T	�������
���,-�������������%����,O7���� n ���������."


��;��� 	�������
���,-������������)*� ����
�� 	�������
���,-������������� ����,O7������ ���������29
# � � �&!�� $ 	�
 � � �������C35�����;� ���������!���535�!	�������
���,-���������6���!����"

����� ������	���
.)*�&��������7�����
��;�N1�����	�������������1� ������������H�����+����������
������
������
.�� ���B5��,-���29�����)*��
 7�����
-��������D������N1�������� ����
8��������:<����1����������;����
��
	�������
���,-�����������M9 �

� � � � 	���
������������;� ��7���� ���;���6��7������ ,-
������21�����7�������������1 n � -/���
��������
�����
 � ��
 � ��
 ,-
������29� ������������ n 
������������������ {1, 2, . . . , n}
����,O7������ ��������� ���;�������;��,-��������7�� a ������7������ ��������� �����CB5�Y�G35���������
n � -/������������
�����
 � ��
 � � 9 ��D�
���)*��
��2L

a =

(
i1 i2 . . . in
j1 j2 . . . jn

)
��
 a =

(
i1 i2 . . . in
αi1 αi2 . . . αin

)
, U:� Z

��������, j1 = i1a = αi1
1 j2 = i2a = αi2 , . . . , jn = ina = αin

������"
��
 {i1, i2, . . . , in} = {1, 2, . . . , n} ����������
����������?��
�������7������ a ������7������
�������M9;,O7��������21;�����(�����W���/,O7��������H)*����,-�����/������� ��
W#$��������,-�����
a ������7������?)*�.����7����21$������	���
X��� 	���
.���CB5D���������� {1, 2, . . . , n} ������������"
�����'�����������&����������
������'��
�������7��M9 a 7����������'��@���� U:� Z ����7����'�������������



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� ��� �

��7�����������7���� 7���
��C35�����29 a 7����������%���;��� 7���
��C35����������
?���������GB5� 	�������"
�������=)*����0��������=�������;��� ����������
������/������
.�� ���B5��,-����� ����)��������������N9
������� ����
<)*�.����0��������������'U:� Z�����7���� �����W��� 7���
��C35������� ����D������21������������
B5����� UV��@�@���������Z$��������@���
.)*�N��	���� n ����������
��;���
35��
�����35���=����,-���.�����
	�������
���,-���������29 ������0�����1������������ n " ����������	���� a 7���������)*�.����0��������������
7����C35�������Q)*��������	�� ! �����&��� !�-/��� 
������ � L

a =

(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)
, U:� ′ Z

α1 = 1a, α2 = 2a, . . . , αn = na,

��9 �29�B5�����>��������@���
.)*� ����,O7������ 
������������������ 	���
�����	��������N9$�����W��
���"
����� 7��C35������� �������6��7�����������7���� 7������������6	���
.��7�����������������
/���;������
��."
��������	���
H@��������/��������@�������� 	�������
���,-���������������N1����!����������� n � -/���
��������
�����
 � ��
 � 	�
���
 ��� $ ����� ������� � n 	���	 � 	 ������
���� ��� ��	 #&� 	 �
������� � ��# ���!��$ ����	�
�	�
���
 ��� $ ������
���� 	�� ��� ������� � n! � ��
�� 9
n " �����<7���������7���� 7����������Q����	��������8� 35������������	���
.� � � ����-/��� � ��
 � �

e =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
,

����������� ����������, ����	����NB5�Y�87������Q���������>����������
����29
������D��;� n " �����P7���������7���� a 7���������� 
�������������������7���
��C35�����

a =

(
i1 i2 . . . in
j1 j2 . . . jn

)
.

a 7����������P�G35��������� �(-�� � 1M�8�&�������Y
������������������ 7��C35�������X�������X���������
��������@���
����(��
���������������� �������;��� ����,O7����?���535���?��� !�	 ����� �H���C35��"

�����D�������	�� )*���W�87���������)*�29���7�����
���������� �����%����@������N1 7��������=���535���21
�8�S�����&��������@���
������'��@����'���;��
��������+35�����������������%���&����
������ � �8�
���C35��
�����D�������	�� 35�����������������29

� � � � � �1��	 ������� �!� � 35��
�������������� % 9 ��9 %�"A����0�������� a 7�����������35��������������"
��� ���4�������&�����������������������&�������(����
�������������� 7���
��C35����������	���
 �����
��������@���
����?����7����N1$��9 �29O���;��� ��� ��	�������7����������(���������(7���
��C35�����(��@����
���;��
�������� 35�����������������29



��� � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

�8� a 7���������7��C35����������� U:� ′ ZP����7����N1�����)*��
 a 7����������%35�����������������
	���
������CB5D����������
@�����������������@���
.)*������	������ α1, α2, . . . , αn

	�������,-�����."
������35�������������������N9 ��@�������
8	�������������
������������M1 ����� n � -/������������
�����

�(-�� � � ��
 � 	�
���
���� $ ����� ������� �&!�	 ����� � ��
 � 	�
���
���� $ ������
 ��	�� ���
������� � 1

2
n! � ��
�� 9

� � � � ��������������� 35������������������� 	���������������� ��7���� ���W�������21X������������,
B5�����;�4����������
��������/��@�������������
����������29���� ���CB5
��������������/	���
������������;�
� ��
 � � ��� �!� � � ������� 1O������������, ��������� ������������, ����� ��
��������.���+�C3 "
�������M9������ n " �����
7���������7���� 7����������X����
����������������������!)*�.���������������Y����"
�����������;�T��������������� 	���
.���CB5D�������� ���.������� n " ����� 7���������7���� 7�������������
�1
��������������,%�G35��������������,-���.����� 7�������������	���
; �������������� �!� � � ������� ���."
�����GB5�&UV����7����������H�����������4 ���������������1�������������, ������,O7�
�������� 7��C35�."
��������Z�95����	�������������1O�8�/����,-���.�������>������@������N7���������7����17������������

a =

(
1 2 3 4 5 6
5 2 1 6 4 3

)
, b =

(
1 2 3 4 5 6
6 1 2 4 3 5

)
,

����)*��


ab =

(
1 2 3 4 5 6
3 1 6 5 4 2

)
.

�����;������,�1 a 7��������������/������������� �%	������������ 2�" )*�21�����	������ b " )*�&����"
��������� 2%	������������ ' " )*�21I����������� ab " )*�?������������� �+	������������ ' " )*�21
���%�29 )�9;������@������ ,O7��������21;�����17������������/
��������������'������,-����,-���������29
��	����W�����X,O7��������21O�����X��	����������17��������?��������)*����� ���;���.����������
P�����."
����
������ ������� �����W���>	�������������������� �������M95�����������Q����
���7��������21������

a =

(
i1 i2 . . . in
j1 j2 . . . jn

)

7�������������������� )*��������
�����������7��������Q�������

a−1 =

(
j1 j2 . . . jn
i1 i2 . . . in

)
,



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� ��� �

������������, ������D������ a " ����	���
YB5����� ��� @��������Q��������@���
��������(	�������
���,-��"
���������N9 n " �����?7���������7���� 7������������+
��������������218����,-� n ≥ 3 1-����������"
�.������,-���������29������;������,�1

a =

(
1 2 3 . . . n
2 1 3 . . . n

)
��� b =

(
1 2 3 . . . n
3 2 1 . . . n

)

7������������������������?	�����@����

ab =

(
1 2 3 . . . n
2 3 1 . . . n

)
6=
(

1 2 3 . . . n
3 1 2 . . . n

)
= ba.

����	�����������1 n " �����'7���������7���� 7������������/���������������%�.�������� ���������,-��"
�����Y�������������������(UV����,-� n ≥ 3 Z�:<	 ��#$���X���Y����� n � -/��� ��������
�����


�� � 	�������-/��� � � - � � �G35���������Q��� Sn

�������������;���>��D���
���)*
������29
$ � !��(-/��� � ��
 � � ��
 $ � !���� �G35��������� ����������
������/����,O7������S����"

�����������������M1N����������)*��, ����,-���.����� 7����������=�������= ������������6����,O7����
	������������>���������.)*�21R��������� �+���.�������.)*�Q���P�29 )�9 1 ������
�������
������ �& ��������."
��)*�29 ,-�������P��D���
���)*
������ �������P����,O7����������Q�������;���S����	������ #$�87.7������."
��)*��7���������� ���>����	����N1I����	�����������, ������
��(���;�������������.)*�(	�������������

����,-���.������7����������H�������M9I�8� ����,O7����+���������H������)*�(	������������M18����)*��

���<���;����@���
����<,-�������M9�,-�����������<�G35��������� # � � � - !�� #�	�
�	���� 1��8�(�����
��� 	����47�
������ �������;��� ����,O7����29O�����������(7��������>)*����0�������� ���;���������;���
����7���� ������)*�������6�������������������������!,-�������������=
�����������������9�����	�������"
������1

(
1 2 3 4 5 6
6 5 1 4 2 3

)
= (163)(25)(4).

7���������� #�	 !���	 � 	 ����� d �G35��������� n− s ��7������������M15��������, n ���������
�������N����������
�����������,O7������21 7������ s �>�����������������������T,-�����<���N����,O7����
�����?����)*����)*�2L d = n − s 9 7����������?35����������������� ����
.7����������?��� 7����������
��������������
������/35�������������������M9N����,-���.��� ����	��������8)*� n = 6 1 s = 3 1
d = 3 1R��9 �29�7��������Q����
������29



��� � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

�8�������?������
.�� ���B5��,-�������%����,-�����.���%����,O7����21�������������, ����,-�����."
���������
����� n ����������
��;���;���;��� i1, i2, . . . , in 	�������
���,-��������������
�	�������"�������W�T���������<����������
��;��� j1, j2, . . . , jn 	�������
���,-���������CB5�

(
i1 i2 . . . in
j1 j2 . . . jn

)

7���������� ��������������
������ ���������29X����	�����������1 n ����������
��;��� 
������������������
	�������
���,-���������������������Q����������������
;���������
����������
��;���<	�������
���,-�������������21
��������������, ��� )*����0��������H	�����������������
��;� ����,-���.��� 	�������
���,-����������)*�
(n− 1) " B5�N
������������ ������
.�� ���B5��,-����� ����)��������������N9

� � � � ����@������

A =



a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann


 ∈Mn(K)

� n " �����>����	���� ������������������� ����������,-���21 aij ∈ K 1R��������, K 
���������"
���������Q���������&UV����	�������������1 K = R,C ��
 Zp

Z�9
����,-� n = 1 : |a| = a ∈ K 9
����,-� n = 2 15	�����@����

|A| =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

����,-� n = 3 1

|A| =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

n = 2 ��� n = 3 )*���W�87�������������� EG������
���7�����KH����#���0������NB5� 	�����������"
���W� ��������������
���
������ 	���
.���CB5D������������S	���
GB5��	������������CB5�'
������������������
n " ����� ����	���� ������������������� ����������,-�������������M9



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� ��� �
� � � � � � � ����
���, ������	�
 � � � A ����������,-���H)*�.��������������� n � -/��� ��� � ��

#�	���	�� � � �!������� �G35��������� n! 35�����;���Q����	���������� :<���.�

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)I(α1,α2,...,αn)a1α1
a2α2

· · ·anαn
, U %�Z

��������, (α1, α2, . . . , αn) 	�����������
.�X ������������ n 
������������������Y����,O7������
��������� n! 	�������
���,-����������� ���N)*����	���
��������N)*��������	�
�����������LM�����Y35�������."
���<35������������	���
.�Y�����������N��������@���
�������
;������������������������������

��������"
��������� ��D���������� n ����������
������?����������	�������� 
��������������21�������� ����
Y35�."
����� ��D������������SE + K%
���)*
����N18�8� �������(��
�����@.�������(@���
�����
>���53)7����������
��� E − K'
���)*
���� �!35��
�����D�������	%)*���W�87���������)*�298��������������
��������H���������
)*�.������������)*�Q
������������������(7�����
 7����C35���;� ��������@���
W���Q������������� ����	����N9
7�)*������� ������
�������
<��	����W����� detA 1 det(aij) 1 |aij|n×n

1 d 1 ∆ ��D�
���)*��
��."
���M9

� � � � � � #�	���	�� � � �!��������
�� ����
�	�
�	�
���� 
���
 ��, � � � � � ����
�	�
�	�
����
� ����
�	�
 � � � � 


E = En =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 1 . . . 1


 ,

� �� ��! |E| = 1 �
# � � �&!�� $ 	�
 � � ���47�����
��;�N1������

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · ·ann.
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�������� ����������
��;���&
��������������()*������� E + K/
���)*
���� 
������������������
����������,-��� ��������������
���
������ 	�����������7�����������)*�21O������	���
<�����>)*���.�����������."
��� ��	����������(7��������29�B5�����Q�����������87��?����������,-��� )*���W�87���������)*� ���X	�������"
����7�����������)*�(���������(����
����87���
��?35������� 
.�������&���������29I�����;������,�1I�8�
a1α1

a2α2
· · ·anαn

6= 0 1$����)*��
 1 ≤ α1
1 2 ≤ α2, . . . , n ≤ αn

9$����	������
α1 +α2 + · · ·+αn = 1 + 2 + · · ·+n 9 �.�Q���Y)*�.����0�������������� �.7��������
����)*��
�15����,-� α1 = 1 1 α2 = 2, . . . , αn = n 95������0�����1 |E| = 1 9 �
��	 #�	 � ���

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

� �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � � � � � � ����� � aii 6= 0 � 0 ≤ i ≤ n �
� � � � � � � � �&$ ���!� � �������>���������Q��������������
���
����

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,n−1 a1n

a21 . . . a2,n−1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
UV��9 �29-���&��������������
���
����21I����������)*��, ���������+����������
���� 	��������������(����"
��	���
�������� @��������;�S
.������� ����������Z�9
����@������ A ∈Mm×n(K) L

A =

â1 â2 . . . ân


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




a1

a2999
am

a1, a2, . . . , am
"A��� ��D���
���)*
��;� A ����������,-��� ��������@���
������215��������������,

Kn " ������������
�����
�1�7������ â1, â2, . . . , ân
"A��� A ����������,-�����������������21 ����"

����������, K̂m " �Q����������
�����
�1 ��9 �29 ai =(ai1, ai2, . . . , ain) 1 i=1, 2, . . . , m
��� âj = (a1j , a2j , . . . , amj)

t 1 j = 1, 2, . . . , n 9
� ����
�	�
 � � � A � � � � ��� ��� ! ��� ������� � � � �

� � ai 
 � aj
� i 6= j �

� � 
 � ! � � �	� ��� � � ��� �	� ��� � � � � � 
 !��  � !�� � |A′| = −|A| � � � 
 � � A′
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� � � � ��� � �	� � � � ��� ��� ��� � ��� 
 � � � A � � � � ��� ��� � � � ! � � � � � � � � � !����
� � 
 � ! � � �	� ��� � � ���

# � � �&!�� $ 	�
 � � ����@������

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
aj1 . . . ajn

. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
���

|A′| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . .
aj1 . . . ajn

. . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain

. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . .
bi1 . . . bin
. . . . . . . . . . . .
bj1 . . . bjn
. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, i < j.

 ������������?����
���7������




bik = ajk, k = 1, . . . , n,

bjk = aik, k = 1, . . . , n,

bpk = apk, k = 1, . . . , n; p 6= i, j.

������D��;� |A′| "A���>B5��	������ 35�������P��
���)*
�����L

b1α1
· · · biαi

· · · bjαj
· · · bnαn

= a1α1
· · ·ajαi

· · ·aiαj
· · ·anαn

.

�������P)*�.��������������� 7����������
(

1 . . . i . . . j . . . n
α1 . . . αi . . . αj . . . αn

)
.

�8�=������
�������
������+35���������H����
���������������������� 7����C35���;� ��������@���
W���(����"
��������� ����	����N15��������D������ |A| ��������������
���
������ 35�������

a1α1
. . . aiαj

. . . ajαi
. . . anαn

,

����������� 7����������
(

1 . . . i . . . j . . . n
α1 . . . αj . . . αi . . . αn

)
.
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����D���������� 7������������Q���C35��
�����D�������	�� 35�����������������������29$����	�����������1 |A′|
��� |A| )*����	������P���;���P��� ��	�������35����������������	���
�15��������������,=	���
.��7�������"
�������Q�.7�������� 
���)*
��;�N15��9 �29 |A′| = |A| 9 �
� ����
�	�
 � � � � 
 a′i = cai

� ��� � � A � � � � ��� ��� i � 
 � � � � � � � � !��
� � � � ���	� ��� 
 � � � c ��� � � � !	� � � � � � �� ��! |A′| = c|A| �

# � � �&!�� $ 	�
 � � |A′| " )*�<)*����������� ���������P
�������������)*� i " �����Y��������@���"

�������
N)*������� �.7�������� ���;���>����
������������������ caiαi

95����	�����������1
∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . . . .
cai1 . . . cain

. . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣
= c ·

∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain

. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣
. �

��	 #�	 � ��� � 
 ai = (0, . . . , 0) � � �� ��! |A| = 0 � � � 
 � � ! ai = 0 · ai
�

� �� ��! |A| = 0 · |A| = 0 �
� ����
�	�
 � � U 35�;#$�����������?��������������Z�9�� 

ai = (ai1, . . . , ain) = (bi1, . . . , bin) + (ci1, . . . , cin) = bi + ci

� ��� � � A � � � � ��� ��� i � 
 � � � � � � � � !�� � � � ��� 
 � � !�� � � � � � � � � � � � � !����

 � � � 
 � � � �� ��! |A| � � � |A′| + |A′′| 
 � � � � ����! � !	� ��� 
 � ����� � � � � �	��
� � � ���� ��� A ��� i � 
 � � ai � � � � � � !���� ! � � �	� � 
 
 � � ! � !  �� � ����� ����� � 


bi 
 � ci � � � � � � ! ��� ���
∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bi1 + ci1 . . . bin + cin
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . .
bi1 . . . bin
. . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . .
ci1 . . . cin
. . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣
.

# � � �&!�� $ 	�
 � �

|A| =
∑

(α1,...,αn)

(−1)I(αi ,...,αn)a1α1
· · · (biαi

+ ciαi
) · · ·anαn

=

=
∑

(α1,...,αn)

(−1)I(αi ,...,αn)a1α1
· · · biαi

· · ·anαn
+

+
∑

(α1 ,...,αn)

(−1)I(αi ,...,αn)a1α1
· · · ciαi

· · ·anαn
=

= |A′| + |A′′|. �

����
����87���
�� �����������������>	�����������������
��;� �C" * EA�������CB5��K+������������������
�9
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� ����
�	�
 � � � � 
 i 6= j 
 � ai = aj
� � �� ��! |A| = 0 �

# � � �&!�� $ 	�
 � � 	���
�����7������;� |A| " �Q
������������������>35�������

b = (−1)I1a1α1
· · ·aiαi

· · ·ajαj
· · ·anαn

, i < j,

I1 = I(α1, . . . , αi, . . . , αj, . . . αn).

������	���
 aik = ajk
1 k = 1, 2, . . . , n 1R��������D������T35�������

c = (−1)I1a1α1
· · ·ajαi

· · ·aiαj
· · ·anαn

.

�8� c " �>����
���������������������� 7����C35���;� ��������@���
W���P�������������>����	����N1R	����."
@�
������

c = (−1)I2a1α1
· · ·aiαj

· · ·ajαi
· · ·anαn

,

��������,
I2 = I(α1, . . . , αj, . . . , αi, . . . αn).

,O7��������21������ (−1)I1 = −(−1)I2 9��8� �����W� 	���������@���
����/	��������������."

������ |A| " �/���������%35�������������������M1 7�����
(��������D������N1
�����(������
��/�����;#$�
35����������������1O���������<��� :<����� 
.������� ��������� ��� �����������P������� �������."
������
���
����Q
.������� ���������29 �
� ����
�	�
 � � � � 
 � ��� 
 � � � 
 � � A � � � � ��� ��
 � ! � � 
 ��� 
 � ��� � � A′

� � � � ��� � �	� � � 
 � � a′i = ai + caj
� i 6= j � c ∈ K � � �� ��! |A′| = |A| �

# � � �&!�� $ 	�
 � � �����;������,�1$�8� |A′| ��������������
���
����(������)*����� �����
��������������
���
�������:<�������TU i " ��������������@���
���������7����������;Z�1�7�����
8��������D������
|A| " �Y���Y
.����������
���������������
���
����M1*����������)*��, i " �����N��������@���
�������
 c
����������
������&	�������
����+)*������	����4	�����@����H�����(���;��
�������� ��������@���
�� U aj

i " �����X��������@���
���� ����	����NB5�Y��� aj
��������� j " ���T����	����NB5� Z�9 �

������������,-���������(������������� ����)��������������+	�����0��������(
���������������� ��������)*�
���������Q����������
����215	��������Q���;�������21�
.����������� ����@�,-���;�N9
�������������N1X����� A ∈ Mn(K) ����������,-��� i " �����6��������@���
�� �������

����
����87���
�����������@���
�������� � ��� ����� !�� � 
�� �!��$ � � 1M�8�&����������������
������."
��� l1, . . . , li−1, li+1, . . . , ln ∈ K 1
����� ai = l1a1 + · · · li−1ai−1 +
li+1ai+1 + · · · + lnan

9 lj �����W#$��,-����
�������������
�1 j = 1, . . . , i − 1, i +
1, . . . , n 1�)*����0���������B5��	������;���N
.�������<�������N�������M1 ��9 �29 ����
��������������.)*�
i " ����� ��������@���
��+��@�
������+35�;#$�����+����������
���,-���&�����&���������+����
����87���
��
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��������@���
������215����������� ������� 
��C35���������29�������0�����15�8� lj �����W#$��,-����
����."��������
P�.7�������� ���;��� 	���
.��7�������������� 
.����������	���
�1O��������D������ �����Q����"
����@���
����H ����� �����,-�������������H)*���W�87����������M9��������������M1��8� ��������@���
��
)*����	������Y
.��������������	���
�1R����)*��
���� ���������<�������>��@�
������X����
����87���
��Y��������"
@���
�������� 35�;#$�����/����������
���,-���21 �S�.�!���/)*���W�87����������21�����,-�/��������� li
.������� ���������29
� ����
�	�
 � � UV��������������
���
������P
.���<����

�������������Y�����������������P �������"

����Z�9�� 
 � ��� 
 � � � 
 � A � � � � ��� �� � ��� ��� ��� ! ����� � � � � � � !�� ai
� � � �

� ��� ��� � � � ��� � 
 � � !�� 
 � ! � � � � !�� � � � � � � ! ��� ��� � � ��� � � � � � ��! � � � � � �
� �� ��! |A| = 0 �
# � � �&!�� $ 	�
 � � �����;������,�1��8�

ai =

n∑

j=1
j 6=i

ljaj = l1a1 + · · ·+ li−1ai−1 + li+1ai+1 + · · ·+ lnan =

=

(
n∑

j=1
j 6=i

ljaj1,
n∑

j=1
j 6=i

ljaj2, . . . ,
n∑

j=1
j 6=i

ljajn

)
,

����)*��
N	�����)*�����;� |A| ��������������
���
���� (n− 1) ��������������
���
������Q:<�������
������������� j " ���'��������������
���
���" )*�.��������������� i " ��������������@���
�������
8	�������"
��������
��;� lj ����������
����29Q)*������	���� ��������D������ ��������������
���
�������� �����
���;��
��������Q��������@���
���� U i " �����Q��������@���
����(����	�������� ��	���� aj

��������"
@���
��21 j " �����P��������@���
���� ����	�������� ��	���� aj

��������@���
���Z�9
� ����
�	�
 � � UV
���)*
�������� 	���
.���CB5D��������?B5��	������>35�.����Z�9 !��  � !�� � � � � �

� � � � � � ��� � � aα1β1
aα2β2

· · ·aαnβn
 �� 
 ��� |A| 
 � � � � ����! � !	�  � � � ���

(−1)I(α1 ,α2,...,αn)+I(β1,β2,...,βn) �
# � � �&!�� $ 	�
 � � �����;������,�1 �8� aα1β1

aα2β2
· · ·aαnβn

35������� 7����C35���;�
��������@���
W���X������������� ����	����N1 ��������D������N1 ����� aα1β1

aα2β2
· · ·aαnβn

=
a1γ1

a2γ2
· · ·anγn

95����	�������15����	�����,=����,-���N1

(−1)I(α1 ,α2,...,αn)+I(β1,β2,...,βn) = (−1)I(1,2,...,n)+I(γ1,γ2,...,γn).

�.�X���<��� ± 
���)*��
����21*��������������, 7�����
W�������Y������
��������.��� aα1β1
aα2β2

· · ·
aαnβn

35������� )*������� ��������������
���
������Q)*��������	���
���������)*�29 �
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� ����
�	�
 � � � |At| = |A| � � � � !�� � � !�� � ��� 
 � � 
 � � � � ����! � !	� ��� � � � �
� � � ���

# � � �&!�� $ 	�
 � � 	���
�����7������;� |At| " �QB5��	������ 35�������2L

(−1)I(α1 ,α2,...,αn)at
1α1
at

2α2
· · ·at

nαn
=

= (−1)I(α1 ,α2,...,αn)aα11aα22 · · ·aαnn =

= (−1)I(α1 ,α2,...,αn)a1β1
a2β2

· · ·anβn
=

= (−1)I(β1,β2,...,βn)a1β1
a2β2

· · ·anβn
,

������	���
 (−1)I(α1 ,α2,...,αn) = (−1)I(β1,β2,...,βn) 9
��������D��W�N18����� |At| " �+�����������(35�������+�����������&
���)*
���� )*������� |A| " �

)*��������	���
���������)*�215��9 �29 |At| = A 9 �
��	 #�	 � ��� ��� ��� ������� � " � � � � � �	����� � � 
 � 
 ����� A � ��� 
 � � � 
 � � (n×

n) � � � � � ��� ��� |A| 
 � � � � ����! � !	� ��� � ��� � ��� ��� �	��� ��� � � � ��� � � 
 � � � � ��� �
! � !	�  � � � � � � ��� ��� ��
 � !�� � !���� ��������� � � � � � � � � � ! ��� � 
 � � ��� � ��� � � � �
! � � � � � 
�� � ��� � � !�� ���

� � #�	���	�� � � �!��������� � � � ��� ��� �
� � � � ��������������
���
���������������������	������;�������
��������	���
.���CB5D������������N����"
#���0������NB5��1*����	�����, n! )*�.������������"A
���������������� :<�����Y	���0�
����������������P���
)*���W�87���������)*��, ���215����,-� n 0���������
<�������>��� �������M9
� � � � � � � 	�����	 � � � ���������	� A = (aij)n×n � � � � ��� � � � � � � � ! � � "��

 � $�� � � ����� ��� � � � !	� � � 
 � � � � � 
 ��� ��! ��� � � ��$�� � � ����� t � � � 
 ��� ��! � �
��� � ��� !�� � � � � � 
 � � � � ��
 � � � � � � � � � � ! ��� ������� � � � � ��� 
 � � � 
 � � � � � � �
��
 � � � !��%� � � � ��� � � ��� � 
 � �	� � � 
 � � � � ��
 � � ��� �

A′ =




a′11
0 a′22 ∗��� � � �
0 . . . . . . . . a′nn


 ,

� �� ��!
|A| = (−1)ta′11 · · ·a′nn.
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# � � �&!�� $ 	�
 � � ������	���
 |A′|=(−1)t|A| 1 ����������� |A|=(−1)t|A′|=
(−1)ta′11 · · ·a′nn

9 �

� � � � � ������� $ ��
 #�	���	�� � � �!��������

�8- ��+ $ ����
 
���
 ��, � � ����
�	 �

�	�
�� � # ������
�� � � 	�
 � �

� � � � � � � 	�����	 � � UV��������������
���
������T#���
�@�,-����� ����*S�������CB5�F���������."
��������� ����,-�������X���;���������;���������Y)*�.����7�����Z�9 ���������	� ��
�! � � � � d � � �����
A ∈Mn(K) � ��� 
 � � � 
 � � � � � ��� � 
 � � ! � 
 ��� � d(A) ∈ K ��� � � � !	� �

 � � ��� � � ����� � ��� � 
 � � � � ����! � !	� ��� ��
�! � � ����� " �

� � ����� � � ��� ��� ������� � �
� �� ��! d(A) = |A| � ��� � � 
 � � � � ����! � !	� ������
�! � � � � |A| � ��� � � � � 
 � � !�� �
� � � � � � �����#" �

� ��� ��� ������� � � �
# � � �&!�� $ 	�
 � � ��������������
��;� A ����������,-�;��������@���
�������� � Z$��� %�Z$����"

 ����N����������
������������N	���������@���
��������SU�%�Z$���� ���� t 	���������@���
���ZO�����������87��
����7��GB5�

A′ =




a′11
0 a′22 ∗999 9 9 9
0 . . . . . . . . a′nn


 .

����)*��
 d(A′) = (−1)td(A) ���215����)*��������������1 d(A) = (−1)td(A′) 9
�8�S������� ��������@���
�������
 	�����������
W� a′nn

����������
����H���(�����&B5�����;�
# "A�����Q35����������@���
����N1���������D������

d(A′) = a′nnd




a′11 0∗999 999
0 . . . a′n−1,n−1 0
0 . . . . . . 1


 = a′11 · · ·a′nn.

�����W���Q�.��:<����������� )*������	����T��������D������N1������

d(A′) = a′11 · · ·a′nnd

(
1 09 9 9
0 1

)

����	�����������1 d(A) = (−1)td(A′) = (−1)ta′11 · · ·a′nn = |A| 9 �
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�������� � � �
� � � � #�	���	�� � � �!��������
 � � � ��� ������
 # � ��� ���!� - � ��� # ��
 �����
��� � ��
 #�	���	�� � � �!������	�
���
 � � � ��� ��� ��, 	�� ��������#$��@.�������;� A =
(aij)n×n

�������������������Q����������,-��� aij
����������
����29 	���
�����7������;� n " �����

����	���� ��������������
���
����

Aij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(j)

(i),

�����������/����������,-�'������D������&���C35�������/��������������
���
������ ����������,-������	���

aij

����������
������ �C"A��� )*��,-�������N1O7������ i " ����� ��������@���
������(��� j " �����
�����������X������������7����<����������
������Y
.�����������!)*��,-�������N9�����	���������� ��	��������
��������������
���
������G35��������� aij

����������
������ ����� 	�
�� -/���&# � � ����	�
 � 9�����"
� �������N����D������������ Aij

��D�
���)*��
��29�)*����
���)*
��;�N1������ Aij
��� �������N��������"

���������������S���C35�������T��������������
���
������ i " ����� ��������@���
������ ��� j " �����
�����������&����������
������CB5��18������	���
 |A| ��������������
���
������H��������� )*�.������������"

��������������21I������������,S)*����,-����� i " ����� ��������@���
������(��� j " ����� �����������
����������
��������M18	�������� aij

" ���218
.�������%���������2187������ ���Q)*�.������������"A
����."
�������������M1���������������, )*����,-������
 aij = 1 " �M1;��	����W�����+�����������N1������
������B5�<��� ��������
<�����������������������29

� � � � � � � 	�����	 � � � ���������	� A = (aij) ∈ Mn(K) 
 � Â = (Aij)n×n

� � � � � ��� � �	� � � � � ��� ��� � � � !	� ��� � � � � ��� � 
 � � ! � ! A � � � � ��� ��� ��� � �
� � !	� ��� ��� ��� � ��� � 
 � � 
 � � � � ������� � � � �� ��! A · Ât = Ât · A = |A|E �
� � 
 � � E �

� � ��� 
 � � ��� !�� � � � � ��� � ��� ��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � �
� !�� � � � � � ����� ���

1)
n∑

j=1

aijAij = |A|, i = 1, 2, . . . , n ��� ��� ���

� 
 � � � � ����! � !	� ��� i � 
 � � � � � � � � !���� ����� � 
 � � � � �� � � � �
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2)

n∑

j=1

aijAkj = 0, i, k = 1, 2, . . . , n ��� ��� ��� , i 6= k

� 
 � � � � ����! � !	� ��� i � 
 � � � � � � � � !���� ����� � 
 � � � � ��� � ��� �� � � � �

3)
n∑

i=1

aijAij = |A|, j = 1, 2, . . . , n ��� ��� ���

� 
 � � � � ����! � !	� ��� j � 
 � � � ��� � ��� ����� � 
 � � � � �� � � � �

4)
n∑

i=1

aijAik = 0, j, k = 1, 2, . . . , n ��� ��� ��� , j 6= k

� 
 � � � � ����! � !	� ��� j � 
 � � � ��� � ��� ����� � 
 � � � � ��� � ��� �� � � ���

# � � �&!�� $ 	�
 � � � Z�������	���


(ai1, . . . , aij, . . . , ain) = (ai1, 0, . . . , 0) + · · · + (0, . . . , aij, . . . , 0)+

+ · · · + (0, . . . , 0, ain),

����)*��
���������������
���
������1' 1�*R1R����" ������������������� ����
���7������ ��D��������������

|A| =
n∑

j=1

aij

∣∣∣∣∣∣

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 . . . 0 1 0 . . . 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∣∣∣∣∣∣
=

=
n∑

j=1

aij

∣∣∣∣∣∣

∗ ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗
0 . . . 0 1 0 . . . 0
∗ ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗

∣∣∣∣∣∣
=

n∑

j=1

aijAij.

��	 #�	 � ��� � ZY����@������ |A| ��������������
���
���)*� �������87��.������� i " �����>����"
����@���
��Q���Q����,-���.������� K ��������� 
������������������ n ����������
���� b1, . . . , bn 9���P����������
���������� i " �����>��������@���
����+����������
����������(����	���������� �����������."
�����CB5�8
������������<����:<�����
������������������������
���
��������212����������������������,O)*�
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�������� � � �

ai1, . . . , ain
����������
���������� 
���,-������� ��	���
���
 b1, . . . , bn ����������
��������

n∑

j=1

bjAij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
b1 . . . bn
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

�����;������,�1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .
b1 . . . bn
. . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= b1A
′
i1 + · · ·+ bnA

′
in,

��������, A′
i1, . . . , A

′
in
��������
�������������������
���
������ i " �����;��������@���
����<�����."

����
����������&����	������������+�������������������298����	������Q����	������������+�������������������
���4��������
 ����������������������� i " �����?��������@���
����H����������
������CB5��18�����>�����
������
������W�87�������� Ai1, . . . , Ain

���C35�������N��������������
���
������<����	����������S����"
���������������M9
%�Z

n∑

j=1

aijAkj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∗
ai1 . . . ain

∗
ai1 . . . ain

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i

k
= 0

U )*������	���� ����
���7������ ���<��������������
���
������ k " �����P��������@���
���� ����7����������
	���)*���21 ������������, ����D������������S���C35�������T��������������
���
���������	���
 k " �����
��������@���
���� i " �����?��������@���
���� )*��,-�������()*������	����4���(������������, 
.�R"
����� ���������21�������	���
<����� 	���� 7�
����Q�����Q���;��
�������� ��������@���
���Z�9
'MZX���1**Z �/�.� � ZY��� %�ZY�����������������(������
.�� ���
�������������� At ������"

����,-������������� UV������	���
 |A| = |At| 1������������ |At| " � j " �����'��������@���"

����!����7���������� 	���)*���'35������������	���
.� |A| " � j " �����%�����������=����7����������
	���)*����� Z�9 �
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� � � � � � ������������
�� �������������!�.7������ ����	������������!��������������������� 	�������"
���������M1O������������, ��	����W�����X��0��������>����)��������������(��������������
���
������?	���"
���;�������!��������������
��;� ��#$��� �����������6����	���� ��������������
���
����������=	���"
���;�������CB5��9
��������#$��@.�������;� A = (aij)n×n

�������������������%����������,-��� aij
�����."

����
����29O�8�=���X����������,O)*� ��������)*����� i " ��� ��������@���
.� ��� j " ��� ���������
UV��������������,(	���������
 aij

" B5� Z�1���������D������ n−1 ����	���������������,O�M1������������
n− 1 ����	����?��������������
���
����?�G35��������� ����,-���.����� ����������,-���?����������"
����
���
������ aij

����������
������(U # � � ����	�
�� � � Z � � ������� ��� Mij
��������������"

���&��D���
���)*
������29�B5��	2:<��� ����
������&�535����������
?������� ��� n − 1 ����	����
����������������� @���������������,O�M9 )*����
���)*
��;�N1 ����������,-���.����� A = (aij)n×n����������,-�������������?	�����@���� n2 ������������������� Mij

����
������29

� � � � � � � 	�����	 � � � ��� � ��� � 
 � � 
 � � � � ����� Aij ���  �� � ����� ������� Mij ��� �
!�� � ��� � � � ! � � ! � ����� 
 ����� � � � � � 
 (−1)i+j � � � � ���	� � � � Aij =
(−1)i+jMij

� ��� � � Aij = Mij
� ! Aij = −Mij ������� 
 � ����� � 
 � � � �

� 
 ��� � � 
 � � !	� � � ����� � � i + j ���
# � � �&!�� $ 	�
 � � ������������,-����������������� 	���
�����7������;� �����P)*���W�87��������29
� Z i = j = 1 L

A11 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0
0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . .
0 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . .
an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
= M11 = (−1)1+1M11.

A11 =
∑

(α1 ,α2,...,αn)

(−1)I(α1,α2,...,αn)a1α1
a2α2

· · ·anαn
=

=
∑

(α2 ,...,αn)

(−1)I(α2,...,αn)a2α2
· · ·anαn

=

∣∣∣∣∣∣

a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . .
an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
= M11,

������	���
 I(1, α2, . . . , αn) = I(α2, . . . , αn) ��� M11
��������������
���
���)*�

����������
����������  ������������X���X���������;��
�����@.�������X���;����� ������������������@���
��."
����� ���P��������������� 
����������CB5��95����	�����������1 A11 = (−1)1+1M11
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%�Z�����@������ ��7���� i ��� j 
��������������������2L

Aij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

	���������������
��;� �C"A����
�� (aij = 1) ������,O7���
��+B5�����&�����87��.)*�H������1������
)*������
����87.��
��;�6����
����87���
�����������@���
����������<�������������������<���;�������;��	���
."
����	������292�.�N���43��������������������������M1M����� n−1 ����	���� Mij

����
������N��� )*�."
��,-���������M9R���N���CB5
����S��������7�����
��;� i " �����Y��������@���
����>�����������������������
UV���GB5����������Z�������
.�� ���B5��,-���Y@�������������
�B5�����;�6���<���������;��������@�,-�W�!)*�."
������	 j " �����X����������� ���������;�T������:<��
�������
X������,O7�
����295��������D������

Aij = (−1)(i−1)+(j−1)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

0 ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=(−1)i+jMij

B5�����;�S	���
.7���������� i = j = 1 )*���W�87���������� 0��������N9 �

� � � � � � � ��� ����� � ��� 	������������������;� ��������������
���
����

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
2 3 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣
.

��ZN	���
.���CB5D������������ ����
���7�������1
∆ = 1 · 3 · 2 +2 · 3 · 1 + 2 · 2 · 3− 3 · 3 · 3− 1 · 1 · 1− 2 · 2 · 2 = −18.

��ZN ������������ ��������@���
���� ����7���������� 	���)*�����>)*������	����T��D��������������

∆ = 1 ·
∣∣∣∣
3 1
1 2

∣∣∣∣ + 2 · (−1)1+2 ·
∣∣∣∣
2 1
3 2

∣∣∣∣+ 3 ·
∣∣∣∣
2 3
3 1

∣∣∣∣ = −18.
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	*Z���������@���
W���Q����������
������������ 	���������@���
�������� 	�����������
��������S	�����@����



1 2 3
2 3 1
3 1 2


→




1 2 3
0 −1 −5
3 1 2


→




1 2 3
0 −1 −5
0 −5 −7


→

→




1 2 3
0 −1 −5
0 0 18


 ,

����7�����
 ������������� ������,-����� B5�����&�����������87��H����7���������9���@�7�����
 	�������"
��������
��W� �.7��������0� Z;���� ���� ����������
������������ 	���������@���
������21R��������������,
��� ,-������� ��������������
���
����M9�����	�����������1 ∆ = 1 · (−1) · 18 = −18 9

� � � � � � � ��� ����� � ��� 	������������������;� ��������������
���
����

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 5 −3 −2
−2 −3 2 −5

1 3 −2 2
−1 −6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

���.����������������@���
��Q�������������;� ��,-����������� ��� 	���������������
��;� ��������@���"

W��� ����������
������������ 	���������@���
������

∆ →

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1 −6
−2 −3 2 −5

1 3 −2 2
−1 −6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
→

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1 −6
0 3 −2 −1
1 3 −2 2

−1 −6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
→

→

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1 −6
0 3 −2 −1
1 3 −2 2
0 −3 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

7�����
?	���������������
��W� �.7�������� � Z ���� ���� ����������
������������'	���������@���
������21
��������������,(���',-��������
I��������������
���
����M9 �8� ������
�������
���� ��������������
���
����



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� ��� �

	�����)*�����T ������������Q��������� ����7����������N1�	�����@�
������

∆ = 1 · (−1)3+1

∣∣∣∣∣∣

−1 1 −6
3 −2 −1

−3 2 5

∣∣∣∣∣∣
= −4.

� � � � � � � ��� ����� � � U n " �����!����	���� ��������������
���
������ 	������;�������6���."
��������
��������'����
���#$�������������'����)��������������;Z�9X	������������������;� ����������"
����
���
����

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9 5 0 0 . . . 0 0
4 9 5 0 . . . 0 0
0 4 9 5 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

	�����)*�����;�T��������������
���
����> ������������ ��������@���
���� ����7����������NL

∆n = 9 · ∆n−1 + (−1) · 5 · ∆ = 9 · ∆n−1 + (−5) · 4 · ∆n−2

U )*�.������������� ∆ ����
�����)*�<	���������������
��W�  ������������<�����������P����7���������� 	���)�"
����Z�9 �8�'	�������������������35��
������N15����� ∆1 = 9 ��� ∆2 = 61 1 ����)*��
�����D��."
�������;������������
��������
#$�����.������	�����0��������;����)��������������N	������������������;�
∆n


������������������ n " � �������M9P�����������T����������35�.��
������������21Q����� ∆n =
5n+1 − 4n+1 UV�������%������������,-����� )*����0��������21�����	�������������1���
�����@�,-�����
n "A��� ���������;�;Z�9

� � � � � � � � �&$ ���!� � 	������;���������W� n " �����Q����	���� ��������������
���
��������2L
��Z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
UV	��������������<������	���
��������Q	������W�=���������Y����������
����<
.������� ���������21�7���"
��� 	��������������Q������	���
��������?���������Q����������
������C"A��� ����������Z�9
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��Z
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

� � � � � � � ��� ����� � ��� 	������������������;�T��	����W� 35������������� � ��� #�	�� � � �
� #���
 #�	���	�� � � �!�������

V (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 . . . xn−1

1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
, x1, . . . , xn ∈ K.

�8�!	���������������
������ ��������������� x̂n − x1x̂n−1
1 x̂n−1 − x1x̂n−2, . . . , x̂2 −

x1x̂1
����������
���������� 	���������@���
������+��� ����D���������� ��������������
���
������+ ���"

���������P��������@���
���� ����7���������� ����)*�����M1���������D������NL

V (x1,x2, . . . , xn) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
1 x2 − x1 x2(x2 − x1) . . . xn−2

2 (x2 − x1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn − x1 xn(xn − x1) . . . xn−2

n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (x2 − x1) · · · (xn − x1)V (x2, . . . , xn).

�8�/�����Y	�������	���0����������N1 ��������������� ��������D������NL

V (x1, x2, . . . , xn) =
∏

1≤j<i≤n

(xi − xj).

)*����
���)*
��;�N15����� V (x1, x2, . . . , xn) 6= 0 ����)*��
<���>�.7�������� ����)*��
�1
����,-� xi 6= xj

1 i 6= j UV��9 �29;����,-�'��������� x1, x2, . . . , xn
����������
����

	���
.��7�������������������Z�9
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���
�������� ��� �
� � � � � � � � �&$ ���!� � �47�����
��W�TUV�������!�����������Y����7����������6����)*�����;Z�1������

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 . . . 0 a0

−1 x 0 . . . 0 a1

0 −1 x . . . 0 a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x an−1

0 0 0 . . . −1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a0 + a1x + · · ·+ anx
n.

� � � � ��� � � � �&$ ���!� � ����@������ f(x) = (c1 − x)(c2 − x) · · · (cn − x) 1
a 6= b 95����)*��


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 a a . . . a
b c2 a . . . a
b b c3 . . . a
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
b b b . . . cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
af(b) − bf(a)

a− b
.

� � � � � � � � � �&$ ���!� � 	������;���������W� n " �����Q����	���� ��������������
���
����
∣∣∣∣∣∣∣∣

n 1 . . . 1
1 n . . . 1
. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣
UV�W�����������H������	���
��������/����������
�������� n "A���'���������21����������H����
����87���
��
����������
�������� � �C"A��� Z�9 ����
�-&����� (2n− 1)(n− 1)n−1 9
� � � � � � � � � �&$ ���!� � ��������������,-�W� U ��������@���
���������7����������'����)*�����%���
������������
�������� ����
���#$������������� ����D��������>����)��������������;Z�1������

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 . . . 0 b
0 a . . . b 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 b . . . a 0
b 0 . . . 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a2 − b2)k,

��������, n = 2k �&����������,-��� B5�������29
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� � � � �8� M ����
��������PUV��9 �29 k " �����
����	���������������,-���N��������������
���
�����Z�1
������������, ���;������������������� n " �����>����	���� ����������,-��� i1, . . . , ik 
���������"��
P��������@���
�����)*� ��� j1, . . . , jk 
�����������
P������������)*�21 1 ≤ k ≤ n − 1 1
����)*��
I������� M # � � ����	�
�� � � � � ������� 	���
������CB5D���������������	�����, n−k
����	����<����������,-���Y��������������
���
����21�������������,%������D������ i1, . . . , ik ��������"@���
����������Q��� j1, . . . , jk ��������������� ������)*�����>)*������	�����95����@������

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

k = 2 1 i1 = 1 1 i2 = 3 1 j1 = 1 1 j2 = 4 95����)*��


M =

∣∣∣∣
a11 a14

a31 a34

∣∣∣∣ , M =

∣∣∣∣
a22 a23

a42 a43

∣∣∣∣ .

������0�����1 aij
����������
����Y��� n−1 ����	���� ����
������21*������������, ����������,-���

i " ����� ��������@���
������ ��� j " ����� ����������� ������)*��������� ����D����������21�����"
�������;������������������� ����
������������ 35��������� 35������������	���
���
�9 M ����
��������
A(M) ����� 	�
�� -/��� # � � ����	�
 � )*��������	�
���������� 	���
������CB5D����������2L

A(M) = (−1)(i1+···+ik)+(j1+···+jk)M = (−1)sM

��������, s = (i1 + · · ·+ ik) + (j1 + · · ·+ jk) 9

� � � � � ��� � �!��# ��#�	�
 � � ! ��� ������� � � � k � 
 � � � ������� M ����!�� � ��� ! � � � ��� �
� � ����� A(M) = (−1)sM ��� � ��� � 
 � 
 � � � � ����� � � 
 � � � � ����! � !	� ���
k!(n − k)! ��� ��� 
 � ��� ��� � ��� � ��� ��� 
 � ��� � � � ��� � 
 � � !�� ����� ��� !��  !�� � ��
� � � � � � � � ������!�� 
 � � � � ����! � !	� ���  �� � � 
 � � ! � � ���� �  �� 
 � � ! �
# � � �&!�� $ 	�
 � � A = (aij) ∈ Mn(K) ����������,-��� k " �����?����	���� ����"


������?)*����,-����� k! 35�������M1-7������4�������+����	������������&��������������� A(M)
)*����,-����� (n − k)! 35�������M9�:<��� 	���
�����7������;� )*���W�87��������21�����,-� M
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���
�������� ��� �

����
������Q����������,-��� ������,O7���
�� B5�����Q�����87��.)*���>���;�����������������

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k

999 a1,k+1 . . . a1n

. . . M . . .
999 . . . . . .

ak1 . . . akk

999 ak,k+1 . . . akn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak+1,1 . . . ak+1,k

999 ak+1,k+1 . . . ak+1,n

. . . . . .
999 . . . M . . .

an1 . . . ank

999 an,k+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

��9 �29 i1 = 1, . . . , ik = k ��� j1 = 1, . . . , jk = k 9
����)*��
 M ����
���"
���Y������:<����
��X@��������Y�����87��.� �����������������M9 M "A���P����	���������� �����������������
������� M ����
������<35������������	���
.�M1*������	���
;����,O7���� s = (1+ · · ·+k)+
(1+· · ·+k) = 2(1+· · ·+k) ���535���29 M ����
���������B5��	����!35�������Y��@����
����7�� (−1)I1a1α1

· · ·akαk

1 I1 = I(α1, . . . , αk) 1$7������ M "A���+B5��	����
35������� � (−1)I2ak+1,βk+1

· · ·anβn
1 I1 = I(βk+1, . . . , βn) 1M����)*��
 MM


���������������� B5��	����T35������� ��@�
������P����7���L

(−1)I1+I2a1α1
· · ·akαk

ak+1,βk+1
· · ·anβn

, (∗)

������������, �������H�����W� n ����������
��;���(
��������������218������������, ����������,-���
��7�����������7���� ��������@���
�����)*� ���Q��7�����������7���� ������������)*� ��������
P	���
�����	��."
�������29�����)*��������������1���� |A| ��������������
���
������%35���������29����47�����
��;�N1������
I1 + I2 = I(α1, . . . , αk, βk+1, . . . , βn) 9<�����;������,�1<������	���
'���������
αi ≤ k ���/��������� βj ≥ k + 1 1
�����������&����, ���;� αi

" �!��� )*�.��0."
�����P)*��@���
����>��
������������>����,=���;� βj

" � ����
�9 (∗) ����7���� 35�����;���Q����,O7����
k!(n− k)! "A���>���������295�������T�����������������������>35��
����������������?����������0��
)*���W�87���������� ������������,-�����29
��7����+	��������������W� B5��	������ )*���W�87����������H	���
.7��������CB5��1���9 �29I����	 ������"

��7����;�N1������ M ����
������ i1 < · · · < ik 
�����������
?��������@���
�����)*�'���
j1 < · · · < jk 
�����������
;������������)*�P������� 	���
�����	����������29 ��������@���
�������������?���������������'������
.�� ���B5��,-����� M ����
������+������,O7���
��(B5�����+�����87��.)*�
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	���������������	������;�N1�������� ����
<������1R������������������������� M ����
������Q��� )*�."
��,-���������M9������������������?�W��������
����T���43��������

(i1 − 1) + (i2 − 2) · · ·+ (ik − k) + (j1 − 1) + (j2 − 2)+

+ · · ·+ (jk − k) = (i1 + i2 + · · ·+ ik) + (j1 + j2 + · · ·+ jk)−
−2(1 + 2 + · · ·+ k) = s− 2(1 + 2 + · · ·+ k)

��������@���
W���X���<�������;���P���GB5���������P������
.�� ���B5��,-���29R���������X����	���������"
@���
���� )*������	���� ��7���� |A′| ��������������
���
����(��������D������N1-����������)*����, M
����
������
������,O7���
���B5�����;�����87��$�����������
���;�����������������������'����
�������� M
����
������Q�87������29 MM 
��������������21�����	�����,6B5�����;�����>������������,-���������21
35������������	���
.�Y:<���.� |A′| ��������������
���
������ k!(n−k)! 35�����;���21M���������."
����, ����������
���)*
���� ��������
���D����������21R����	�����������, ������
�� |A′| " )*��)*������"
��
�9*����	������ |A′| = (−1)s|A| UV������	���

����,O7���� 2(1+2+ · · ·+k) ���R"
35����Z�9-��@�������
Q	�������������
������������M1I����� (−1)sMM = M 9 (−1)sM =
M ·A(M) 
�������������� |A| ��������������
���
������ k!(n−k)! ����������
��������<35�."
��������������	���
<)*����	������21���������������, �����W�������X
���)*
�������� ��������
Y��D����������21
����	�������,=����� |A| ��������������
���
���)*�Q��@����N9 �

� � � � � �1��	 ������� �!� � �8� M ��� M ���;�������;��������������������� ����
������������21
����)*��
 s ��� s ����,O7��������(���;���?��� ��	������P35����������������� ��@����N1$������	���

s+s :<�����
���������
����������,-���N������������������@���
������
���������������N
��������������
�������;���T:<���������21���9 �295��������� 2(1 + 2 + · · ·+ k) ���535�Q����,O7��������29
� � � � � � � 	�����	 � � UV���� ����������&��������������Z�9 � 
 A = (aij) ∈ Mn(K) �
1 ≤ k ≤ n − 1 � i1, . . . , ik � k � � � � � � !���� ��� � ��� � ��� 
 � � !�� � � � �
� � �	� � �� ��! |A| 
 � � � � ����! � !	� � � ����� � MA(M) ! � � � ���	� ��� ��� 
 � �����
� � � � �	� � � 
 � � M � � � � ��� !�� � ����� � Ck

n ����!�� � � � � � � ��� ��� ��� � ��� � � �
� 
 � � � i1, . . . , ik !�� � � � � ! � � � � � � ! ���� � �
����@������

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

i1 = 1 1 i2 = 2 9R����)*��
<���� ����������(��������������� ����
���7������
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���
�������� ��� �

|A| =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a33 a34

a43 a44

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a32 a34

a42 a44

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣
a11 a14

a21 a24

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a32 a33

a42 a43

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
a31 a34

a41 a44

∣∣∣∣−

−
∣∣∣∣
a12 a14

a22 a24

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a31 a33

a41 a43

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a43 a44

a23 a24

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a31 a32

a41 a42

∣∣∣∣ .
# � � �&!�� $ 	�
 � � n " �����
����	���� A ����������,O)*�
�������87����;� k ��������@���
��29

�������87��.��� k ��������@���
.)*� ���;������������������� t = Ck
n = n!

k!(n−k)!
���������."


�������� k " �����Q����	���� ����
������29����47�����
��;�N15�����

|A| = M1A(M1) +M2A(M2) + · · · +MtA(Mt).

�����;������,�1 Mi
)*����,-����� k! 35�������M1 A(Mi) )*����,-����� (n − k)! 35�������M1

k!(n − k)! · t = k!(n − k)! · Ck
n = n! 1O��9 �29O������:<����
��?�.7������.)*� �������

n! 35�������29��8� 	���������������
������ 35��
�������������� ' 9 ' 9 �C" �M1��.�/35����������� |A| "
� 35������������, ��������
�1-������� ����
������P��7�����������7����!UV��9 �29-���P:<���.)*� ��� �������
|A| " �+�������;��� 35�������������/	���������������������Z�9��.�'�����;������, �������21�������	���

Mi

��� Mj
����
����������Q���;���P����������� ������
�, 	���
.��7�����������������
�9 �

��	 #�	 � � � UV
.����������
Y�����87�����
��>��������������
���
������>)*�.����7�����Z�9

|C| =

∣∣∣∣
A X
O B

∣∣∣∣ = |A| · |B|,

��������, A ∈ Mn(K) 1 X ∈ Mn×m(K) 1 O ∈ Mm×n(K) �'
.����������
��
(m× n) ����������,-���21 B ∈Mm(K) 9
��	 #�	 � � � � ����@������ Ai

1 1 ≤ i ≤ r 1��������������������'����������,-�������29
����)*��
 ∣∣∣∣∣∣∣∣

A1
<

A1 9 9 9<
Ar

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A1| |A2| · · · |Ar|.

� � � � � �1��	 ������� �!� � ���� ����������<���������������
	�����������
������;���CB5��
.)*�G35��
��������
�.7��������!���I)*���W�87���������)*�212����,-�
����������,O)*� k ��������@���
���� UV��
I����������� Z
���87��������������N)*�.����0������������21M������������������@���
�����)*�<���;����������������� k ����"
	���� ����
���������������
<���������>
.������� �������Q��@�
������29



� � � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

� � � � � �1
���� ��� � �����1� 	������;���������W�

|C| =

∣∣∣∣
0 A
B X

∣∣∣∣ ,

��������, 0 ∈ Mn×m(K) 
.����������
�� (n×m) ����������,-���21 A ∈ Mn(K) 1
B ∈ Mm(K) 1 X ∈Mm×n(K) 9

� � � � � ������� $%��� �!� � � ��������
 #�	���	�� � � �!��������� ����������������,-�;�
#���
���������
���������� ��
���)*��
�����������
���������������������������,I���

����������������Y���."
����������
���
������Q)*�.����7����29

� � � � � � � 	�����	 � � � ! ��� ������� � � � A.B ∈ Mn(K) � ��� 
 � � � 
 � � � � � �� ��� ��� ��� ��� ��� � ������� �

|AB| = |A| · |B|.
��������	���� # � � �&!�� $ 	�
 � � ����@������ A = (aik) 1 B = (bkj) 1 C =

AB = (cij) 1���������, cij = ai1b1j + ai1b2j + · · · + ainbnj (i, j =
1, 2, . . . , n) 9 �8� |C| ��������������
���
������  ������������ ��������@���
���� ���������
����������
����(	���
�����7���������� ����	�����, n )*�.���������������(:<���.�M1 7�����
X)*����0����."
��� ����� ����)*����� n ����������
������ n " �����Y����	����Q��������������
���
������ :<��������9
���������(�.7������21I�8�=�����������?�����W��� n ��������������
���
������+���������Y��������@���"

����6��������� ����������
����!	���
�����7����������N1�����	�����, n )*�.���������������6:<���.�M1
7�����

��������D������N1 ����� |C| ������)*������� n2 ����������
������ n " �����Y����	���� ���."
����������
���
����������?:<������� ��� �29 )�9�����������������1 |C| 35������������	���
������ nn

����������
������P)*��������	�� n " �����Q����	���� ��������������
���
���������� :<��������L

∆s =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1α1
· bα11, a1α1

· bα12, . . . , a1α1
· bα1n

a2α2
· bα21, a2α2

· bα22, . . . , a2α2
· bα2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anαn

· bαn1, anαn
· bαn2, . . . , anαn

· bαnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

	�����������
��;� ∆s
��������������
���
������Y ������������N��������@���
�������
��������;���6�����."

��������� a1α1

1-���������P��������@���
�������
Q�������;���4��������������� a2α2

���(�29 )�9 1
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n " �����X��������@���
�������
��������;��� ��������������� anαn
L

∆s = a1α1
a2α2

· · ·anαn

∣∣∣∣∣∣∣∣

bα11 bα12 . . . bα1n

bα21 bα22 . . . bα2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bαn1 bαn2 . . . bαnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (∗)

�8� α1, α2, . . . , αn
����,O7��������<����������
��Y	���
.��7����������������P���=�������M1*����)*��


(∗) ��������������
���
������ ������:<����
�� 
��C35�����?��@�
������>�����Q���;��
��������Q��������"
@���
��>������
�, ��� �����������P
.�������?������� ��@�
������ ���21�����)*��������������1 ∆s

"A��,

.�������N�������;��@�
������29 ����	�����������1 �87������;������������������
���
�������� ∆s

1��������."
�<��������������,H��������� α1, α2, . . . , αn

���;������
��W������	���
8	���
.��7����������������N��@."

������21M��9 �29*����,-��������
��X@���
�����
 1, 2, . . . , n ����,O7����������P���������
	�������
���,-��"
���������M9 (∗) ��������������
���
������+������:<����
��?
��C35����)*�?35��������" 35����������� 	���"
��������
���,-�����;�/��������@���
������N������1 ������ ���������������������@���
����<����������
����."
��� ��@���
����.����
�����@.���
����� α1

1������������ ��1����������O��������@���
����N����������
��������
����� α2

1*����������� % 1 n " ���=��������@���
����Q����������
��������Q����� αn
1*����������� n 9

���� �����,-�����������>)*������	����T��������D������NL

∆s = (−1)ta1α1
a2α2

· · ·anαn

∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (∗∗)

��������, t �������Y����������
.�� ���B5��,-�������Y����,O7����21�������������,'����,-���������������
α1, α2, . . . , αn

	�������
���,-��������������
 1, 2, . . . , n 	�������
���,-���������CB5��	�������"
�������������������M9 I(α1, α2, . . . , αn) ����,O7����H��� t " �&��@����4���;���(���(��	���"
���&35����������������� UV��������� � Z�9 7�����
%��7����������N1<����� (∗∗) "A���=������:<����
��

��C35����)*� 	��47�
���� |B| ��������������
���
����29P����	�����������1 |C| ������� ∆s =

(−1)I(α1,α2,...,αn)a1α1
a2α2

· · ·anαn
|B| U α1, α2, . . . , αn

������� 1, 2,
. . . , n ����,O7���������� 
������������������T	�������
���,-����������Z/����7����T)*�.�������������������
:<�����P�������;��� |B| �����������������NL

|C|=
( ∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)I(α1,α2,...,αn)a1α1
a2α2

· · ·anαn

)
·|B|= |A|·|B|.



� � � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

� 	�����	
# � � �&!�� $ 	�
 � � 	���
�����7������;� �����.7�������� (2n × 2n) " B5�������
��������������
���
����2L

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A
999 On

. . . . . . . . . . . . . . .
−1

09 9 9
0 −1

999 B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A| · |B|

UV���� ���������� �������������Q ������������ n ��������@���
���� ���������;�;Z�9
���������.�
�.7������21 �8� B ����������,$B5�I	������������ ���������6�����������������������������

A ����������,$B5�<	������������ )*�.������������� �������;��� 35�;#$���Q����������
���,-�����M1���9 �29



0999
0

�

bij999
bnj




+ b1j




a11999
an1

�

−1999
0




+ · · ·+ bnj




a1n999
ann

�

0999
−1




=




c11999
cn1

�

0999
0




,

j = n+ 1, . . . , 2n,

��������D������N1������

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A
999 On

. . . . . . . . . . . . . . .
−1

09 9 9
0 −1

999 B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A
999 C = AB

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

09 9 9
0 −1

999 On

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)s|C| · (−1)n = (−1)sn|C|
��������, s = 1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) + (n+ 2) + · · ·+ 2n = 2n2 +
n UV���� ���������� ������������� �S����)*���'������
�������
������ n �����������!���������;�;Z�9
����	�����������1 ∆ = |A| · |B| = (−1)2(n2+n)|C| = |C| 9 �
��	 #�	 � ��� � ZP�8� A,B ∈ Mn(K) 1-����)*��
 |AB| = |A| |B| = |BA|

UV��9 �29��8����,-� AB ��� BA ����������,-������)*����0���������������
���
�	���
.��7����������������21
����	������<�������Q��������������
���
��������Q��������Z�9
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%�Z>�8� A1, . . . , Ak ∈ Mn(K) 1�����)*��
 |A1 · · ·Ak| = |A1| · · · |Ak| 9
������0�����1 |Ak| = |A|k 1 k ∈ N 9

� � #�	���	�� � � �!����������, �&� ��	���� � � � � � ��	 ��	�
 �
� � � � !�� � � 	�����
 � 	�
����
� � � � � � � 	�����	 � � UV���������������H35�.����Z�9 � ��� 
 � � � 
 � (aij | bi) � � ��� �
� � !	� � � �����	� � ����� � � ����� �	��� ��� A = (aij)n×n � � � � ��� � � � ������� ���
"�� ����� � � � � � � !�� � � � � � 
 � � � � �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � �

� � �
|A| 6= 0 

$�� � �  �� � � � �������� � � ��� � ��� 
 |A| 6= 0� (x0

1, . . . , x
0
n) � � � � 
 � � �

� ��� ! � ����!�� � � � � � j = 1, . . . , n ������� �  �� � 
 � ��� � � � �

x0
j =

|Aj|
|A|

� � 
 � �

|Aj| =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . .���
an1 . . .

b1

bn

. . . a1n���

. . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
j


 � � � � ����! � !	� � �	� � � � ��� ��� ��� � ��� 
 � � � |A| 
 � � � � ����! � !	� ��� � � � ! j �


 � � � ��� � ���



b1���
bn


 � ��� ����
�� ��� � � ��� � ��� ��� � ��� � � �  �� � �	� ���  �� 
 � �

� � 
 �
# � � �&!�� $ 	�
 � � � Z-�8�?����������
�������������	���������@���
��������/��������������
W�'����"

�����������H����#$�.7���������
 (a′ij | b′i) ����7��GB5� ����#$�.7���������
�� A′ = (a′ij | b′i)����������,-���N1�����)*��
 �������������������%��������������� 	���
.���CB5D����������������6������"
������������������
+	�����@����ML;������������� (aij | bi) 	���
.���CB5D������������!����)*��
+����.7�������� ����)*��
�15����,-�

A′ =




a′11 a′12 . . . a′1n

0 a′22 . . . a′2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . a′nn



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����#$�.7���������
�� ����������,-� ������,-����� �����������87����21?��9 �29 a′11 6= 0, . . . ,
a′nn 6= 0 1R����� 	�������,

|A| = (−1)t|A′| = (−1)ta′11 · · ·a′nn 6= 0.

%�Z��8� (x0
1, . . . , x

0
n) �>����,-���.�����
���������������X���;���������;���N������
���7���
����




a11x

0
1 + · · ·aijx

0
j + · · ·a1nx

0
n = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x

0
1 + · · ·anjx

0
j + · · ·annx

0
n = bn,

����)*��
�1 �8�H	���������������������� �C"A��� 	���
�������������� A1j
" B5��1 i " ��� 	���
��������."

����� � Aij
" B5��1 n " ��� 	���
�������������� Anj

" B5� ���?���Q	���
���������������� )*������"
�������N15��������D������

0 · x0
1 + · · ·+ |A|x0

j + · · ·+ 0 · x0
n = b1A1j + · · · bnAnj = |Aj|.

����	�����������1 |A|x0
j = |Aj| 15����������� x0

j =
|Aj |

|A|
9

%�Z #�	�
�-/��	�
���
 � 	�����	�# � � �&!�� $ 	�
 � � ���47�����
��;�N1������ (x0
1, . . . , x

0
n) 1

��������, x0
j =

|Aj |

|A|
������� ����,-���.�����P��������������� ������
���7���
��29

�����;������,�1 7������������ (x0
1, . . . , x

0
n) ��������@���
�� i " ���

n∑
j=1

aijxj = bi

	���
�������������)*�2L

n∑

j=1

aijx
0
j =

n∑

j=1

aij|Aj|
|A| =

n∑
j=1

aij

n∑
k=1

bkAkj

|A| =

=

n∑
k=1

bk

( n∑
j=1

aijAkj

)

|A| =
bi|A|
|A| = bi .

��@17�����
?	���������������
��W� |Aj| ��������������
���
������ j " �����+����������� ����7����������

|Aj| =
n∑

k=1

bkAkj
	���)*���21O��	����W������1�����,-� k = i �

n∑
j=1

aijAij = |A|

	���)*���Q���Q����,-� k 6= i �
n∑

j=1

aijAkj = 0 ���������>	���)*���29 �



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� � � �

��	 #�	 � � � � � 
 � !�� � � � � �	� � � � � ��� 
 � � � 
 � � � � ��� � � � !	� � � � �
���	� � ����� � � � � � � �	� ��� � ����� 
 � �	� � �� ��! ������� 
 � � � � ����! � !	� � !�
 � ��� � � �
� � ���
��	 #�	 � � � � � 
 � ��� 
 � � � 
 � � � ��� � � � !	� � � �����	� � ����� � � � � � � ����� �

!�� � � � � � � � � � � � ��� ! � ����!�� � � �� ��! � � ����� � � ����� � � � ����� � � !	� � � � � � �� ��� ��� 
 � � � � ����! � !	� � !�
 � ��� � � � � ���
��	 #�	 � � � � � � � � ��� � � ��� ! � � ��� � � � !	� � � �����	� � � ��� 
 � � � 
 � ��� �

� � � � � � � �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � ����� !�� � � � � !�
 � � ��� !�� � ��� ! � ����!�� ��
� � � � � ����� � � ����� � � � ����� � � !	� � � � � � � ��� ��� 
 � � � � ����! � !	� � !�
 � ���

� � � � ���

� � � � � � � � �&$ ���!� � ��������������,-�W�N1������<�8� |A| = 0 15����	������ |Aj| 6= 0
������������D���, j " � �������M15����)*��
N�������������>�������������������������29

� � � � � � � � �&$ ���!� � �47�����
��W�N15�����Y�8�

|A| = |A1| = · · · = |An| = 0,

����)*��
6�������������������S������������� )*����0��������S������� ����	�����, ���������������."
�������21 ������	���
.�R���CB5D���������� UV������������
��W� ����	��������������21 ��������������,!	�����"
7�����
�������
�����������)*�.����0����������������?���������CB5��,-����� Z�9

� � � �1��	�
�� - ��	�
�-/��� � ������� $ ��� �8� A = (aij) ∈ Mn(K) ������"
����,-�������������%���������������%�����W��� X ∈ Mn(K) ����������,-�218����� AX =
XA = E 1R����)*��
 A ����������,O� �G35��������� ��	�
�� - ��	�
 ��#�� UV��
 � ��# ��- � �
� ����	�
�	���� Z�957������ X " ��� A ����������,-��� ��	�
�� - ��	�
�-/��� UV��D�
���)*��
��
X = A−1 Z�9

� � � � � � � 	�����	 � � � � � � � ��� � A ∈ Mn(K)  ���� � 
�! ����� 
 � � � �� ��! 
 �
� � � � � 
 � �� ��! � � � � � |A| 6= 0 � � 
 |A| 6= 0 � � �� ��! A−1 = (xij)n×n

�
� � 
 � � xij =

Aji

|A|
� � 
 � � 
 � ����� ��� ��� � � �	� ��! 
 ��� � ��� ��� � � 
 � ! � � �	� ����� �

� � � � � � ���� � ���
��7���� �����������������N1 A−1 = |A|−1Ât 9
# � � �&!�� $ 	�
 � �

AX = E ⇒ |A| · |X| = |E| = 1 ⇒ |A| 6= 0.
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�8� |A| 6= 0 1I����)*��
�1�����	�����, ��������������' 9 % 9 �C"A����
>	�������������
������."
�����M1 |A|−1Ât � A ����������,-���>)*��������
����������>����������,-���29O�8� X ��� Y
� A " �?�����>)*��������
���������� ����������,-���21$����)*��
 X = XE = X(AY ) =
(XA)Y = EY = Y 9 �

� � � � � �1
���� ��� � ����� U )*��������
��������S����������,I���YB5��	������;���P��������������Z�9

� Z (A−1)−1 = A 1
%�Z (AB)−1 = B−1A−1 1
'MZ |A−1| = |A|−1 1
**Z (At)−1 = (A−1)t 9

� � � � � �1
���� ��� � �����1� ����@������

A =

(
a b
c d

)
∈M2(K), |A| = ad− bc 6= 0.

����)*��


A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

����������	����������>������������7����������;� �.�>������������� #$�����.�����29

� � � � � �1
���� ��� � �����1� ����@������

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1999
0 0 . . . 1


 .

����)*��


A−1 =




1 −1 <
9 9 9 9 9 9

9 9 9 −1<
1



.



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� � � �
� � � � � �1
���� ��� � �����1� �� ������W�




0 1 . . . 1
1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 0




−1

∈Mn(Q)

U n×n B5�������X����������,-�21������������X�W��������� ������	���
����NB5�;��	����X
.���������21
7������ ���������>����
����87���
��Q����������
������C"A���>����������Z�9

� � � �1��	�
�� - ��	�
�-/��� A−1 � ������� $ ��
 ����� �!� � ����@������ ����,-���.�������
�����W���Q������������������� ����������,-� A ∈Mn(K) 1R����� |A| 6= 0 9
��������	���� ��,/� � A−1 = B = (bij)n×n

1 bij =
Aji

|A|
UV�������87������."

��� n2 ����������
������ (n − 1) × (n − 1) B5������� Aji
��������������
���
����������

	������;��������Z�9
� 	�����	 ��,/� � ���� ������;� �����W��� X = (xij) ∈ Mn(K) ����������,-�21

����� AX = E UV����)*��
 XA = E 1 X = A−1 Z�95�.� ���Q�����W��� x̂1, . . . , x̂n���������������  �����
���� �����<#$�������21������

Ax̂1 = ê1, . . . , Ax̂n = ên,

��9 �29 n ����������
������+35�;#$���&	���
����������������+�������������������'������
���7���
��������M1
���������<��������������,-��� A ���;������������#$�����;35�������������;��������������� ê1, . . . , ênUV���;���.����������
��&����������,-���+��������������Z�9�������	���
 |A| 6= 0 18�����������Q����"
����@���
W��� � Z�1 %�ZP��� 'MZ ���� ����H����������
������������+	���������@���
�������� )*�.����0."
������������� A ����������,-�P��������������
��;�T���;���.����������
 E ����������,$B5��9R�8�'���
	���������@���
������N	���������������
������/���;��������������� 7�����
�� n ���������������N���������;�N1
��������D������

(A | E) 7→ · · · 7→ (E | B).

����	������N����)*��
 B ����������,-���Q������������� � 7�����
�� n ��������������� ���;���������;���
������
���7���
��������21 AB = E 1 B = A−1 9
� � � � � �1��	 ������� ��	�
���� � Z-)*����0�����������������	��������������<��7�����	��������Y��������"
�����������29 ������0�����
������(� Z�1�%�Z;��� 'MZ;���� ���� Ti

����������
������������P����������,-�."
���21-����� Ts · · ·T1A = E 1$��9 �29 TA = E 1O��������, T = Ts · · ·T1

1-���21
����)*��������������1 T = A−1 95����	������<����)*��
 B = TE = T = A−1 9
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%�Z ���(����	��������������!	�����������
������&)*�.����0�������������� ������� 	������������������."
��������,�12���������������X�8�(�����
)*��������
���������������������,-�212������	���
��8� |A| =
0 1N����)*��
 7�����
%����� )*����0�������� A ����������,-��� E "A�����H����������
���� ���������."

������������X	���������@���
�������� U A ����������,-���X����#$�.7���������
��Y����7�����@�
������YB5�."
���N�����������87��P����������,-�Y���;���Y
.������� ������
�, ������	���
����NB5� Z�9 ���P���Y�������

���)*
������M1������8)*����0������������=	������������������;� A ����������,-���Y��������������
���
."
���Q����	�������������� 	�����������
�������� ���C35��������������9
� � � � � � � ��� ����� � ���

A =

(
1 a
0 1

)
, |A| = 1 6= 0,

(
1 a
0 1

∣∣∣∣
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

∣∣∣∣
1 −a
0 1

)
,

��9 �29

A−1 =

(
1 −a
0 1

)
.

� � � � � � � ��� ����� � ��� ���� ������;�S)*��������
����������>����������,-�



5 2 0
2 1 1
3 3 8




����������,-�������������M1O�8�/��� ���������������M9
� � � ��
 �!� �



5 2 0
2 1 1
3 3 8

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


→




5 2 0
2 1 1
1 2 7

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 −1 1


→

→




1 2 7
2 1 1
5 2 0

∣∣∣∣∣∣

0 −1 1
0 1 0
1 0 0


→




1 2 7
0 −3 −13
0 −8 −35

∣∣∣∣∣∣

0 −1 1
0 3 −2
1 5 −5


→

→




1 2 7
0 −3 −13
0 1 4

∣∣∣∣∣∣

0 −1 1
0 3 −2
1 −4 1


→



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� � � �

→




1 2 7
0 1 4
0 −3 −13

∣∣∣∣∣∣

0 −1 1
1 −4 1
0 3 −2


→

→




1 2 7
0 1 4
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

0 −1 1
1 −4 1
3 −9 1


→




1 2 7
0 1 4
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0 −1 1
1 −4 1

−3 9 −1


→

→




1 2 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

21 −64 8
13 −40 5
−3 9 −1


→

→




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

−5 16 −2
13 −40 5
−3 9 −1


 .

����	�����������1



5 2 0
2 1 1
3 3 8




−1

=




−5 16 −2
13 −40 5
−3 9 −1




� � � � � � � � �&$ ���!� � ����@������ A �&)*��������
���������� �W����������,O7�������
��%UV��9 �29
�W�������Y����,O7�������������	���
;)*����	���
�������Z��������������������P����������,-���29 ����������"
����,-�W�N15����� A−1 ����������,-�>�W����������,O7�������
���� ����)*��
Y���>�.7�������� ����"
)*��
�1R����,-� |A| = ±1 9

� � � � � ������� $ -/��� AX = B � ����������	�
 � � ��	 � � ����	�� � Y A = B
# ��� ��� ����	�
 � � � �!��, 	 � AtY t = Bt � �
��	 � � ����	�� � � � A ∈ Mn(K) 1 |A| 6= 0 9I����)*��
>��������������� A−1 )*�."

������
����������+����������,-�(���(����������� ��������������� AX = B 	���
��������������
���;���������;����������
���7���
�� X = A−1B U Y A = B 	���
��������������<���;�������."
�;���+������
���7���
�� Y = BA−1 Z�9-)*��������
���������� A−1 ����������,-���%,-�������
	������;�������>��� �������?����,-�������������21O�8�!	���������������
������ 7�����
.� ����	�������"
���.�M1*��9 �29 A ����������,O� �������535���;� B ����������,O�M1 (A | B) 1 ���Y�����X��������"
@���
�������� ����������
������������ 	���������@���
�������� ����������������
W� (E | A−1B) "A������9
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� � � � � � ����@������

A =




1 3 2
−2 −1 1
1 2 2


 , B =




8 −16 9
−6 7 −3
7 −13 7


 , AX = B.

���� ������;� X = A−1B 9
� � � ��
 �!� �



1 3 2
−2 −1 1

1 2 2

∣∣∣∣∣∣

8 −16 9
−6 7 −3

7 −13 7


→

→




0 1 0
−2 −1 1

1 2 2

∣∣∣∣∣∣

1 −3 2
−6 7 −3

7 −13 7


→

→




0 1 0
0 3 5
1 2 2

∣∣∣∣∣∣

1 −3 2
8 −19 11
7 −13 7


→




0 1 0
0 0 5
1 2 2

∣∣∣∣∣∣

1 −3 2
5 −10 5
7 −13 7


→

→




0 1 0
0 0 1
1 2 2

∣∣∣∣∣∣

1 −3 2
1 −2 1
7 −13 7


→




0 1 0
0 0 1
1 0 2

∣∣∣∣∣∣

1 −3 2
1 −2 1
5 −7 3


→

→




0 1 0
0 0 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣

1 −3 2
1 −2 1
3 −3 1


→




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

3 −3 1
1 −3 2
1 −2 1


 .

����	�����������1

A−1B =




3 −3 1
1 −3 2
1 −2 1


 .

� ������� $ -/��� � ����������	�
���
 , �&� ��#��0��	 � � ����	�� � AX = B 1
A ∈ Mm×n(K) 1 X ∈ Mn×s(K) 1 B ∈ Mm×s(K) 1 s 35�;#$���&	���
."
���������������N���������������P	���
.7����������P�����<#$�������21M���������<���<����������,-��� A 1
7������4������������#$�����(35�������������(��������������� b̂1, . . . , b̂s 9 A ����������,-��� A′

����#$�.7���������
+����7��GB5�H����������
����M1 (A | B) → (A′ | B′) 1
�.�=������,-��
��



�������QJ�J�J 95����������������� ����������,I���Q��������������
���
�������� � ' �

����������� s ����#$�.7���������
��Y��������������� ��
������CBRB5��1 ���������<���Y����������,-��� A′ 1
7������ ������������#$�����>35�������������>��������������� b̂1, . . . , b̂s 9
� � � � � �1��	 ������� �!� � Y = BA−1 ����������,-��� 	������;������� )*����0�������� �����."
��������� ����������
������������>	���������@���
�������� 	�����������
��������NL

(
A

B

)
→
(

E

BA−1

)
.
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� � � ����
���, ������	�
 � # � � ��� ����� � 	�
��
� � � � ����@������������21;��������������,4	���
���7���������� ��
������CB ��� 	�����������������)*�21
)*����0��������?����� ��������� )*�������������;�N1-����������� )*����0��������?������� 
������������
����,O7������CB5�?	�������������������,�9���� �����H�� �������,-�����/�������������������/��
������CB �
���������������;� ����@������������ ��������,-��� ,-
�������������9
��������� 7�����
 ��������������
����W� 	���
.���CB5D������������M1I����,-���������������(��D���
���)�"


��;�N1 ����� 7�����
N	��������������;� ���������������GB5�<�� �������,-�����>���N	���	�������� 7�����"
7�������������
�1 ������������,&��@���������	�����	����������29 ����@���������������,O7��CB5��	�����������"
�����������=�������X�� �������,-���<���;����������	������������������������P����������
������CB5��9M�.�
�� �������,-�����21 ������������,6��������� 35���������&UV����,O7����21 ����@���������Z�������
������."
���&����@��������M98����@������������(��������,-���&B5��	���� 	���
.���CB5D�����������)*�(����@������
���������������+��	��������21I����	������>
��������������(����,O7��������+��,-���������+
������������������
UV����	������<#$��@.����������������Z<��������� ����������
����������N9
� � � � � � V ���������������.�?)*��������������� ��� K ��������� ����������
������CB5�P	�����������"
���������'�� �������,-���������/���������;� �G35��������� ��	�+������ -/��� UV��
 � ��� ����� Z

������&$ 	 K ��	�����
 � � � ����� 1R�8�

� Z )*������������� ���������;� V ������� �������������Q:<	 ��#$� �
%�Z a(u+ v) = au+ av 
������������������ a ∈ K � u, v ∈ V �

'MZ (a+ b)u = au+ bu 
������������������ a, b ∈ K 1 u ∈ V �

**Z (ab)u = a(bu) 
������������������ a, b ∈ K 1 u ∈ V �

2�Z 1u = u 
������������������ u ∈ V 1 1 ∈ K 9
����@������������'��������,-���!����������
��������!�G35��������� ��	�+�������	�
�� 1I7������

��������� ����������
�������� � 
 ! ��� ����	�
�� 9
� � � � � � ����@������������ ����������
������������ 	������������������ �CB5����� ���535�����;�
� 	�� � 	�������-/��� ��	�+�������	�
�� 9�������B5� �� �������,-������� �����������;#$����������

����@������������ ��������,-���&��������� ��@.�����������M18����,T	���7���� ����@������������?����"
����,-��� B5�����;� ����,-���.����� 	���
.���CB5D����������������?����#���0��������29$�����������������
��������������� U )*�.����������������� ������	���
GB5����������������
��6�����������������/��������,-��� Z

� ' �
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	��������������������Q����@��������������Q���������������Y��D���
���)*
��;� E2 "A��� U )*�.������������"
����� E3 "A���;Z�9�7��CB5� 	������R�������N1-����� E2 ��� E3 ����@������������ ��������,-�."
������� R ��������� ���������;�N9
� � � � � � � ��� ����� � � 9 K ���������P����������
���������� n ����	���0����<��������@���
��������
Kn U )*�.����������������� n ��������D���������������������� K̂n ZO��������������������@������������
��������,-��� K ���������>���������;� )*��������	�
����������S	���
.���CB5D����������Q�� �������,-��"
�������NL

(a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn),

c(a1, a2, . . . , an) = (ca1, ca2, . . . , can).

� � � � � � � ��� ����� � � 9�,O7��������21*����� K ��������� ����������
����������P���������Y�����."
���������������QU �R�������������/����	���0����
��������@���
�������� Z Kω ���������������8����@�����"
�������X��������,-��� K ���������>���������;� )*���������������Q��� K ���������Q������������B5�
	��������������������H�� �������,-���������N18��������������, ���������>	���
������CB5D����������21�����"
	�����,6�������������>����	���0���� ��������@���
�������� �������M9$���������������������?�G35���������
� � ����� -/��� 1I�8� �������(35�������������H�.7�������� �������������&����,O7������+
.������"
����	���
+	���
.��7����������������29<#$��
���������� ����������������������� @���
�����
+����@����������
��������,-�.� K ��������� ���������;�N95��D���
���)*
��;�T��� K∞ "A���N9
� � � � � � ���������H#���
�@�,-����� F (X,K) = {f : X → K} ��������������� X
��������������������
 K ������)*� ����@������������X��������,-��� K ���������>���������;� )*���."
����	�� �� �������,-���������NL

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(af)(x) = af(x).

� � � � � � ��������� (m × n) "A����������,I��� Mm×n(K) ��������������� ����������,I���
)*��������������� ��� ����������,-��� K ���������T����������
���B5� 	�������������������� �� ��."
����,-��������� ���������;�N9
� � � � � � ����@������ K � L "A��� @��������������2L K ≤ L 9<����)*��
 L �������6)*�."
��0��������!	���
�����7������;�N1�����	�����, ����@������������ ��������,-� K ���������=����"
�����;�N1
�8� L ���������6����������
���������� 
�������������� K ���������6����������
������CB5�
	���
������CB5D����������N1-����	�����,S	�������������������� L " )*�29O������0�����1 C �������?���
	���	��������T����@������������ ��������,-��� R "A��� ���������;�N9



� ' ' ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

� � � � ���������������;� ����@������������Y��������,-���>��@.������������������
N	�������������
������
B5��	������;�!)*������	2B5��1M��������������, ��� ��������

�������������Y:<	 ��#$���P��@.���������."
�����+)*������	������298���������&������
��&��	��������%��@.���������������&)*������	��������H��
�������"
	���������� ��������,-������� (0 ∈ K 1 θ ∈ V ) L

� Z aθ = θ 
������������������ a ∈ K �

%�Z a(−u) = −au 
������������������ a ∈ K 1 u ∈ V �

'MZ a(u− v) = au− av 
������������������ a ∈ K 1 u, v ∈ V �

**Z 0u = θ 
������������������ u ∈ V �

2�Z (−1)u = −u 
������������������ u ∈ V �

"MZ (a− b)u = au− bu 
������������������ a, b ∈ K 1 u ∈ V 9

� � ��	�+���������� � ��� ������!�� � 
�� �!��$ ��	�
��
� � � � ������	���
8)*�.��35���������P��������@���������@������������N��������,-���������21�7�����
�����"
������	���
W� ����� ����������
�������� )*�������?���X�������������������������������M1$��������������,
7�����
W������� ��@�
������ ������
��������.����9
V ��������,-��� u ����@�������� �G35��������� v ����@���������� ����� �����&$ ��-/��� 1

�8�H���������������Q�����W��� a ∈ K �������������21R����� u = av 9*������0�����1 θ = 0v

������������������ v ∈ V " � �������M9 �8�H��� u = av ��� u 6= 0 1�����������
���, a 6= 0 1
����)*��
 v = a−1u 1���9 �29;������
.����������
��/����@�������������� �������6 ����� �����,-��"
�����������>������������������������� �������������>��@����M9
,-
����������21Y����������������, ��7����=)*��������������
W�N1X�.7������ ����������������� �����

,-�������.��� ����@������������M1 ����������� ����@��������������Q���;�������������������M1 ��
�1 ����"
	�����,=������������
�1 ��	�+���������� 
���
���	 � 	�
�
 9

� � � ����	�+���������� 
���
���	 � � V ����@���������� ��������,-�.)*�+�G35��������� V " �

���������������� ����@������;��� �����������4���������������������M9
)*�.����0��������������6������� ����
������%�������� ����������;� ���;���������;� ����@������;���

,-��������� ���������������CB5��1I��9 �29-�����W� �������������CB5��1I������������, ����,T���;� ����@."
������� ��� )*����,-�����M9

� � � � � �1��	 ������� �!� 9N����@������;�������������������P,-
�������	���
.��7��������������X����@�����"
�;���+����������������� ,-
�����������
?�������N1�������18:<��� ���;���21�����@������;���&������"
���������&����@������������+��	 ��������7��������21������>	�������
��������������21�����������,�1I�����
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)*�������')*����0��������/������� �������29
����	�����������1 n ����@�������������	���
 )*����	��."

������Q������������� ����������������� ������� {1, 2, . . . , n} �����������������(����,-���.�����
������7���� V ��������,-�.)*�29
����@������;�������������������Q����,-�����N7�)*������� ��@�
������X����
.7������������P�������<35�."

�����������&
.����������,-����� �C"A����
Q���������������Q�W����� n "A������1 n ≥ 1 1-�����������."
�������Y����	�������� 
����������<)*�.������������������9 ����	������;����@������;�����������������Y��	 "
���W�����;)*����0�������� ������,-�.� �������P35�������������>������,O7�
�������
N������:<��
�����7��C35�."
����� ������� ����	������������ ����7���������� ��������������������)*�29 7�����
 ���������<�������
��������,-����� )*��������	S35�.���ML<����@������;���!��������������)*�635������������� �������������
����	��6������,-�����!�������=������,O7�
�������
%������:<��
���� 7��C35������� ���6��� �������
����,-����������������D�
���)*��
�����)*�N����
��C35������
���������������
������W�87��������29�����	�������"
������1O��������������)*� u4

1 v2
1 v3

1 v4
 ������������ 35��������� u4

9-����@������;��� ����"
�����������Q����	���0����G35���������Q������)*�X)*�������������Q35������������� ����,O7����M95����	�������"
������1 u2

1 u3
1 u6

1 u2
1 u4

1 u2
����@������;���<���������������P����	���0����X��@������29�7�����


�������� �������������� ��
�������	�������� �CB5����� �����������;���6���������������CB5� K " )*�21
����@������;���P����������������������� ���������������CB5� V " )*� ���Q�29 )�9

� � � � � � ����@������;���X���������������HU �����������;��� ��������������� Z +���	�
���
���	 � � UV��

�!� � ����� Z(�G35���������!��
'������� ���+���������������M1<��
H
���������������� ���������������M1
������������,+������	���
�������D������
�������
B5��	������;���;35����������������)*�����
)*������	�����9

� � � � ����@������;���& ����� �����,-������������� ,-
��������%	���
GB5��	��������������%35������"
����	���
.�?)*��������	��?	���
.���CB5D����������21I��������������, ����������,-��� ��������@���
�������"
�����������(7�����
N�������N)*����7��������N9

� � � � � � ����������	������

a1v1 + a2v2 + · · ·+ asvs (a1, a2, . . . , as ∈ K)

����7�����	�����������7��������������G35��������� v1, v2, . . . , vs
����@�������������� UV��
 {v1, v2,

. . . , vs} ����@������;��� ��������������� Z � ��� ����� !�� � 
�� �!��$ � � a1, a2, . . . , as�����W#$��,-����
����������N1 7������

u = a1v1 + a2v2 + · · · + asvs

����@�������� �G35���������Q����35�;#$�����Q����������
���,-����� � ������� ��	�����
 � 9
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���;���>���Q��	������Y����@�������� )*����0��������>�������>��7�����������7���� 35�;#$�����>����"
������
���,-��������� ��
���)*��
����������29� �����
�,-�� �)*�>������� 	������ ���S)*����0��������>	�������"
��	��������;� 35�;#$�����6����������
���,-�������=����� ��
���)*��
�����������������
�9<����������,-��"
�������������TB5��	2:<��� 7�����
<������� ������
�,=	����������W�������N9

� � � � � �1��	 ������� �!� 9N����� a1v1 + · · ·+asvs
��� b1u1+ · · ·+btut

35�;#$��"
��� ����������
���,-���?����
�������������� ���Q����������	�����������7��������������;� ����	�����,
���;��
��������21I�8� s = t 1 ai = bi ��� vi = ui

1$����,-� i = 1, . . . , s 9-�8�
���(35�;#$���&����������
���,-�������'	���������	���������� �����4��
���)*��
�����������������
�1�����)*��

7�����
P��
���� 7��������������;�N18����	�������������18����� 1u + (−1)u ��� 0x + 0y
��������
>���;���+���(��	������Q35�;#$�����+����������
���,-�������29�������0�����1I����)*��
>�CB5���
����������	������S������������������� 35�;#$����� ����������
���,-���21X	��47�
��������6����0�
������."
�����=UV��
?�����CB5������
�����������Z?����@������;���+���������������/35�;#$������� ��������������"
��������������� 	���
.���CB5D������������M9

� � � � � � � ��� ����� � � 9�����@������ V = Kn 1

v1 = (1, 0, 0, . . . , 0),

v2 = (0, 1, 0, . . . , 0),

v3 = (0, 0, 1, . . . , 0),

. . . . . . . . . . . . .

vn = (0, 0, 0, . . . , 1).

����)*��
 a1v1 + a2v2 + a3v3 + · · ·+ anvn = (a1, a2, a3, . . . , an) 9

� � � � � � 35�;#$��� a1v1 +a2v2 + · · ·+asvs
����������
���,-����� �G35��������� �������

��� ���(-/��� 35�;#$�����/����������
���,-���21N�8� ���������/������� a1, a2, . . . , as
����"

�W#$��,-����
���� 
.�������>���������29
����@�������������� �������������������Y35�;#$�����Y����������
���,-����� ��
���)*��
����������X����"

�����<������� θ " � ���������29
35�;#$��� a1v1+a2v2+· · ·+asvs

����������
���,-�����<�G35��������� ��� �������������
���(-/��� 35�;#$����� ����������
���,-���21$�8�6����� a1, a2, . . . , as

�����W#$��,-����
��������
)*�������=������0�����
������6���;���!������
�, 
.����������	���
'	���
.��7����������������21Y��9 �29N�.�
����������
���,-���>��� ������� �������������������29
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� � � � � � ����������	����������>)*��������	��P)*�W��
.7������������2L����������������?,-�����������Q����"
�����������<���;���������;���N��������������������35�;#$����������������
���,-���21�������	���
��������
�����W#$��,-����
����������Y�������������X,-�������������21�7������ ���;35�;#$�����Y����������
���,-�����
��
���)*��
����������>������� 
.����������
��>����@�������� θ 9

� � � � ���������������.� L(v1, v2, . . . , vs) = {a1v1 + a2v2 + · · · + asvs |
ai ∈ K} 1 �����������>����������
�������� ��������
 v1, v2, . . . , vs

����@��������������>�����."
����35�;#$�����<����������
���,-���21 �G35��������� v1, v2, . . . , vs

����@�������������� � ��� ���
��� � ��� 
�� ��
 {v1, v2, . . . , vs} ����@������;���&���������������/35�;#$�����%	��������
U )*����
���)*
��;�N1R������)*������������� �����.������,-������������� 	������T	��������Q���T�������
����������������������� ����@������;���Q
.����������,-���CB5�N��������������)*��Z�9

� � � � � � �8� ������D������'����@�����������������	���������� % 9 ' 9 %�"A����
�1�����)*��
-��������35��"
#$�����Q	��������Q���W�87��������>�W����� ��������,-�.� L(v1, v2, . . . , vn) = Kn 9

� � � � � � 7��������������;�N1 �����$,-�����������;����@������;�������������������N	������������W�87�"
������� {θ} ���������������.�M1������������=���;���������;��� ����������
����!
.����������
�� θ
����@����������29

� � � � �������������N1X�����'����@�������� u � ��� ��� ��# � � � ����
�����	�
 � v1, v2,
. . . , vs

����@�������������� UV��
 {v1, v2, . . . , vs} ���������������;Z�1*�8�+���Y�������<����"��������D���,F35�;#$����� ����������
���,-����� ��
���)*��
������������ ���������21(��9 �29 u ∈
L(v1, v2, . . . , vs) 9 �������������N9 �����8����@������;����������������� UV����������@������ ����� ���������������������������ZO35�;#$�������/	�������������7���������7�������������������� UV����������@������
����� ������������������������Z�1 �8�% ������������Y���������������Q�����������X����@��������Y35�;#$��"
����� 	�������������7������ �������������������������>����)��������������N9

� � � � � � � ��� ����� � � 9�����@�������� (a, b, 0, 0, . . . , 0) ∈ Kn 35�;#$������� 	���"
����������7������ v1 = (1, 0, . . . , 0), v2 = (0, 1, . . . , 0) ����@�������������� 
���������"
��������� a, b ∈ K " � �������M1�7������ (1, 1, 1, . . . , 1) ����@��������!��� 	�������"
������7������&��� ����@��������������N1��8� n > 2 9I���������.�H�.7������21 Kn " �&
�������������"
����� ����@�������� 35�;#$������� 	�������������7������ v1 = (1, 0, . . . , 0) 1 . . . 1 vn =
(0, 0, . . . , 1) ����@��������������N9
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� � � � � � ,O7��������21������ 
.����������
�� θ ����@��������+35�;#$������� 	�������������7������

��������.��������� ������,-����������� ����@������;���Q��������������� ����)��������������N9O�.�?������"
�������/�����+	�����7������;� ��
��������������������21 7��������������;�N1������+
.����������
��
θ ����@��������=35�;#$������� 	�������������7������S,-����������� ����@������;���6���������������
����)�����������������,�1�������	���
8��������)*��������
.7��������N12���������;���������;���N,-������"
�����P��������������� 35�;#$�����Q	��������>���W�87�������� {θ} ���������������.�M9

� � � � �������������N1%����� ����@������;��� v1, v2, . . . , vs
1 s ≥ 1 1+�������������

� ��� ��� ��# # � � �&!�� #�	�
�-/��� � 1N�8� θ ������� ���H��������������� ������������"
�������������=35�;#$�����=����������
���,-��� ��� � ��� ��� ��# # � � � - !�� #�	�
�	���� �
35��
�����D�������	%)*���W�87���������)*�298����	�����������1 v1, v2, . . . , vs

����@������������ 35��"
#$������� ���������������������������21��8� a1v1 + a2v2 + · · ·+ asvs = θ �����������
���������������>�.7�������� ����)*��
�15����,-� a1 = a2 = · · · = as = 0 9

� � � � � � � ��� ����� � � 9�����@������������ v1 = (−2,−3, 0) 1 v2 = (2, 0, 0) 1
v3 = (0,−2, 0) Q3 "A����
 35�;#$������� �������������������������21�7������ ����@�����"
������� v1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , vn = (0, 0, . . . , 1) Kn "A����
?35�;#$�������
�������������������������29

� � � � � �1��	 ������� �!� 9N����������
�� E.35�;#$�����&����������
���,-����K ����
��������������.)*�
	�������������
������ �����?�CB5�����NLI����	�����,T����@������������������+���������������21I�������."
����,=35������������� ����,-���.��� ����@����������CB5��1�����, a1, a2, . . . , as

�������������."
����������,-�������
�����<#$�������21���������	�����,(���-����@������������������;)*������	��29�	�������"

�����@������.)*�4EG����,-���.�����6����@�������������� ������������������������� 35�;#$�����=����"
������
���,-���?
.����������
�� ����@����������(����������K%�����������������������������(	�����	��."
���  ������������?�CB5�����N1�7������ 
.����������
P����@������;����
P����������� �'���������
�CB5�����N9

� � � � � � �������������N1������<����@������;���>����� ������������� 	�+������ ����	 ��� -/��� � 1
�8�/�������Q35�;#$�����Q	������������>���W�87��������29

� � � � ���  �������	�����#�)*�()*����������
���� ���������&,-
��������&)*�������+��7�����������7����
������)*����� ���������������Q)*��������	��>�������������29
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 L �

� � ��� � � � � ����� � � � � � ����� � � ������� � � �
��� �	� u, v ∈ L 
 � a ∈ K � � �� ��! au ∈ L 
 � u+ v ∈ L �
� � U ����� � � � � � ����� � � � � � �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � � ��� ��� � � �����

� � ��� ��� 
 V ����� � � ��� � � � 
 U ����� � � �����#� � � ���  �� 
 ��� V ����� � � �����
� � � �  � � U 
 � V ����� � ����� � !	� 
 � � � � �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � � � � �
U � � ��� ��� � � ����� V � � � � � � � � V ��� U � � � � � 
 U � � ��� ��� � � ����� V � � � �
� �� ��! U 
 � V ��� � � � 
 � � 
 � 
 � � � ��� � � � � ! �����	����� � � U ∨ V ����� � � � �	�
 �� 
 � � !�� � � U ��� � ����� � ����� � � � ��� � � � ! 
 � V ��� � ����� � ����� � � � ��� � � � ! �
����� � ����� � !	� 
 � � � V ����� �
� � � 
 v1, v2, . . . , vs

����� � � � ��� � � � ��� ��� 
 
 � ��� 
 ����
 ������� � �	� � �� ��!
� �	� � � � � � � ��� � ��� � � � ��! � � ����� � � � � ��� !��  ! ��� � � � � � ��� � ��� � �
� � ��! � � � ��� ��� � � � ����� � � !	� ��� ��� � � � � ��� ���

a1v1 + a2v2 + · · ·+ asvs = b1v1 + b2v2 + · · ·+ bsvs ⇒
⇒ (a1, a2, . . . , as) = (b1, b2, . . . , bs),

��� � � a1 = b1 � a2 = b2, . . . , as = bs �

 � � � � � ��� � ����� � � � � � ����� � � � � � � ��� ��� 
 
 � ��� 
 ����
 ������� � ��� � � �

� � u ����� � � � ��� � � !  �� 
 � � !�� � � ����� � � � � � � ��� ��� 
 
 � ��� ����
 ��� 
 � � �
� �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � � � � � u = θ � ����� � � � �	� � � � � ��� ����� � � �� � � ! � ��� � � � � ��� ��� 
 
 � ��� ����
 ��� 
 � � �	����� � � � ! � � ��� ��� 
 
 � ��� �
����
 ��� 
 � � ��� � � � ��� 
 � ����� � � � �	� � � � ��� ���  �� ��� ��� � θ ��� � � � ����� ��� ���
� � ��� ��� 
 
 � ��� ����
 ��� 
 � � ���
� � ����� � � � ��� � u1, u2, . . . , us � �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � � � � ! � � ��� �

��� 
 
 � ��� ����
 ��� 
 � � � � � � � � � � ��� � � � ��� �	� � r ∈ N � r ≤ s � � ����� � � ��
� � ur � � ��� ��� 
 � � ��� ��� � � ����� {ui | i < r} ����� � � ��� � �
��� � 
 {u1, u2, . . . , us} ����� � � � � � ����� � � � � � � ��� ��� 
 
 � ��� 
 ����
 � �

����� � � 
 � � � ��� ��� 
 � � ��� ��� � � ����� v1, v2, . . . , vm
����� � � � ��� � � � � �� ��!

s ≤ m � ����� � ����� � !	� 
 � � � � ��� ��� 
 
 � ��� 
 ����
 ������� � ����� � � � ��� �  �� �
��� ����� ! ����� � � � � � � � � � � � 
 � !�� ��� � �
# � � �&!�� $ 	�
 � � ��Z&����@������ L = L(v1, v2, . . . , vs) 1 u = a1v1 +

a2v2 + · · ·+asvs
1 v = b1v1 +b2v2 + · · ·+bsvs

9�����)*��
 au = (aa1)v1 +
(aa2)v2 + · · · + (aas)vs ∈ L 1 u+ v = (a1 + b1)v1 + (a2 + b2)v2 +
· · ·+ (as + bs)vs ∈ L 9
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��Z?����@������ U = {u1, u2, . . . , us} 1 V = {v1, v2, . . . , vs} 1;��D���
���")*
��;� L(u1, u2, . . . , us) � L(U) ".���21 L(v1, v2, . . . , vs) � L(V) ".���29
����������������,-�;�  ������������ ����������������� ����,-���������������S��
�����@�,-����� s "
���T���������;�N9Q�8� s = 1 1P����)*��
! ������������ 0�������� u1 ∈ L(V) 1P��Z "
� ����
���7������ 
������������������ a ∈ K " � ������� 35�;#$�����'����������
���,-��� au1 ∈
L(V) 1O����,S����������,-����� L(U) ⊆ L(V) 7����;�������M9-�8� ��7���� s > 1 ���
c = c1u1 + · · · + cs−1us−1 + csus ∈ L(U) 1I����)*��
Q��
�����@�,-�����&����)�"
��������� a = c1u1 + · · · + cs−1us−1 ∈ L(V) ��� b = csus ∈ L(V) 1
����������
���, ��Z " �+0�������� c = a + b ∈ L(V) 9-�.�+���(�������+
���)*
������M1I�����
L(U) ⊆ L(V) 9
����������������,-�;�/ ����������������������������������������������������29 ����@������ L(U)⊆

L(V) 9N���47�����
��;�N1N����� U ��������������� ����������� ui
����@��������!����������
����

L(U) " �M1 ����������
���, 	����������21������<��� ����������
���� L(V) " �M1���9 �29R35�;#$�������
	�������������7������ V ".���295	�����@����

ui = 0u1 + · · ·+ 0ui−1 + 1ui + 0ui+1 + · · · + 0uus
∈ L(U).

��Z� ���
�@������P ������������X���������������X������������,-�����������29 ���
 ���
�@������P����
�����"
7���
�� �������������������  �������������� ���Q��ZN ���
�@������>�R)��������S)*������	��������29
	*Z a1v1 + a2v2 + · · ·+ asvs = b1v1 + b2v2 + · · ·+ bsvs ⇒ a1v1 +

a2v2 + · · ·+ asvs − (b1v1 + b2v2 + · · ·+ bsvs) = θ ⇒ (a1 − b1)v1 +
(a2−b2)v2 + · · ·+(as−bs)vs = θ ⇒ U 35�;#$������� �����������������������������
	���
.���CB5D���������������
 Z a1 − b1 = a2 − b2 = · · · = as − bs = 0 9
�
Z?)*�W����
.7�������� % 9 ' 9 * "A���=����
���7������ ,-�����������!����@������;���/�������������

35�;#$������� ���������������������������29
�8� au ������� u ����@����������+������������������������� 35�;#$�����?����������
���,-���21

������������, θ " �X���������21*����)*��
 a 6= 0 ��� u = 1u = (a−1)(au) = θ 9*�8�
u = θ 1 ����)*��
 1u � u ����@�������������������������������������35�;#$�����
����������
���,-��"
���21O������������, θ " �?���������29$ ���
�@������( ������������?��� ���������X�������������������
������������,-�����������29
���.�������������������������Q���������;��������
������>	�������������
������������ ��@�������
�1R�����

�8�'���������������?35�;#$������� ����������������������� 
��C35������� θ " � �����4������������"
����������� ����������
���,-�����<)*���������������=�W�����������������������Y35�;#$��������������
���,-��"
�������!
.����������
��S�����W#$��,-����
����������N1 ��������D������ �W������� ��������������� θ " �
����� ����������������������� 35�;#$���Q����������
���,-�����M9
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� Z(����@������ u1, u2, . . . , us
����@������������/35�;#$������� �������������������������

��� a1u1 + a2u2 + · · · + asus
������� θ " �T������� �������������������������

35�;#$�����+����������
���,-����� � r "A��� ��D���
���)*
��;� ���>����������
���,-�����H������
�������
��."
���X������
.����������
��Q�����W#$��,-����
������Q
����������29 ����)*��
 a1u1 + a2u2 + · · ·+
arur = θ ���21�����)*��������������1 ur = (−a1

a2
)u1 + · · · + (−ar−1

ar
)ur−1 ∈

L(u1, u2, . . . , ur−1) 9� �������@����N1 �8� ur =a1u1+a2u2+· · ·+ar−1ur−1∈
L(u1, . . . , ur−1) 1M����)*��
 a1u1 +a2u2 + · · ·+ar−1ur−1 +(−1)ur

� θ " �
������� {ui | i ≤ r} ���������������(�������������������������?35�;#$����� ����������
���,-��"
���29535��
��> ���
�@������?����
���7������ �W������� {ui | i ≤ s} ��������������, 35�;#$�������
�������������������������29
��ZP����@������ u1, u2, . . . , us

35�;#$������� �������������������������+����@��������������
���Q����������� ui ∈ L(v1, v2, . . . , vm) 15��9 �29

u1 = b11v1 + b12v2 + · · ·+ b1mvm,

u2 = b21v1 + b22v2 + · · ·+ b2mvm,

. . . . . . . . . . . . . . . .

us = bs1v1 + bs2v2 + · · ·+ bsmvm.

��@�������
<
������������������ a1, a2, . . . , as ∈ K " � ������� ��D��������������
a1u1 + a2u2 + · · · + asus = (a1b11 + a2b21 + · · ·+ asbs1)v1+

+ (a1b12 + a2b22 + · · ·+ asbs2)v2+

. . . . . . . . . . . . . .

+ (a1b1m + a2b2m + · · · + asbsm)vm.

	���
�����7������;� m ���;��	�������������
 s ��,-
���������
��Q35�;#$���Q	���
����������������




b11x1 + b21x2 + · · ·+ bs1xs = 0,

b12x1 + b22x2 + · · ·+ bs2xs = 0,

. . . . . . . . . . . . . .

b1mx1 + b2mx2 + · · · + bsmxs = 0

�������������29Q�8� (a1, a2, . . . , as) ���/��������������� 
������������������S������
���7���
����21
����)*��
 a1u1 + a2u2 + · · · + asus = θ 98 ������������%0�������� a1 = a2 =
· · ·+ a3 = 0 9R����)*��������������1 s ≤ m 9
���������<��������������� �R)���������� 	�������������
������������  �����������������
�9 �
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� � � � � �1
���� ��� � ����� 9���������������,-�W�N15�����

{u1, . . . , ui−1, ui, ui+1, . . . , un}
�������������Q��@�������������
����������>)*��������	�� �����P���������������ML

{u1, . . . , ui−1, aui, ui+1, . . . , un},
��������, a ∈ K 1 a 6= 0 �

{u1, . . . , ui−1, ui + buj, ui+1, . . . , un},
��������, b ∈ K 1 b 6= 0 9
)*������	����.)*�%����@������;���H�������������������!�����W� 	���������@���
������ ���535�����;�

	���	 � 	 ��� ��� -/��� � ���&# ��+ � ��	�
�� 98������� ����
+�������������N1;�����  ������������
	���������@���
����')*���W�87���������)*� ��+�����-/� �����(
 ��������)*����� ui

����@��������21
7������ ���������H	���������@���
����!)*���W�87���������)*� � uj

����@��������29�����
����87������
����@������������>��������)*������
 ����
���-/� �����(
 9
� � � � � � � � �&$ ����	�
�� 9 � � ��������������,-�W�N1������-����������
������������;	���������@��."

�������� 
������������������'�������������')*����0��������/	�����������@�,-���;� �����!��@�������������
."
����� {v1, . . . , vr, θ, . . . , θ} ����������������1-��������, v1, . . . , vr

����@������������
35�;#$������� ���������������������������29

� � ��������������,-�W�N1$�����X
������������������ 35�;#$������� ������������������������� ������"
�������
����������
������������N	���������@���
��������')*����0���������	�����������@�,-���;� 
�������������"
��� 35��
�����35���S����,-���.��� ����� ��@�������������
������S35�;#$�������S�����������������������
����������������9
� � � � ����@������ U ����@������������+��������,-���%�������������'����@������;���+���������."
�����29 U 
���
���	 � ��
 
 ��, ��
�� �G35���������=���=�����W� 35�;#$������� ��������������"
��������� 
��C35�����M1
������������,4��@�������������
���������� �W������� U " ���29����������������
���CB5������� ����@������;���>����,O7���� �G35���������>������������������� � ��� � � 9
� � � � � �1��	 ������� �!� 9N����@������;���Q35�;#$������� �����������������������

v1, v2, . . . , vr (∗)
��������������� ���535�����;� � ��+�
�� � ���(-/��� 35�;#$������� �������������������������Q������"
�������21 �8� ����� 
������������������ u ����@���������� ��������������� 	���������@�,-�����
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35�;#$������� ��������������������� ����������������9�������	���
 v1, v2, . . . , vr, u ����@�����"�;��� ��������� 35�;#$���!����������������������������)*� u " � ����
&����	������ �����W#$��,-��"
��
���� ��
����6	���
.��7������������������.�S
.��������	���
 U 35��
�����D�������	S)*���W�87���������)*�
(∗) �������������Q��@�
����������P35�;#$������� ������������������������Z�1������������ u ����@�����"
���N35�;#$������� 	�������������7������ (∗) ����@��������������Y����)��������������N1*����,'	�������,
(∗) ����@������;�����������������<����)*��
����N�.7�������� ����)*��
���@�
�����������@.���������������
35�;#$�������!�������������������������
�������������21 ����,-� (∗) ����@���������������������
835��"
#$������� �������������������������2187������ 
������������������ u ����@��������&�����435�;#$���
����������
���,-����� 35������������	���
.�M9

� � � � � � � 	�����	 � � 9 � �# �� � 
 � ��� 
 ��� 
 � ������� � ����� � ����� � !	� 
 � � � �
"�� A � U ��� ������� �	�
$�� A � U ��� � ��� ����� ��� 
 � � � � ��� ��� 
 
 � ��� 
 ����
 ������� � ! � ��� � � �	�
� � A � U ��������!���� ��� 
 � � ! � ��� � � �	� � � � � ��� ��� ��� � � L(A) = L(U) �
� � ����� � � ����� � � ����� � � � ��� ��� 
 
 � ��� 
 ����
 ������� � ! � ��� � �  �� 
 ��� � �

����� � � ����� � � � ��� � � � � ��� �����  � � � � � � ����� � � ����� � ����� � ��� ������� ����� � �
����� � !	� 
 � � ��� ����� � � ����� � � ! ��� � � � � ��� 
 � ��� ����
 ��� 
 � � � � ! � � � � 
 � �
��� ��������� � � � ����� � ���
# � � �&!�� $ 	�
 � � ������������� % 9 5 9 �C"A���>�������������>	�����������
������29 �
��	 #�	 � ��� ����� � � � � � ����� � � ����� � � ! ��� ��! ��� � � � !	� 
 � � � � 
 � �	� ��� � � �

����� � � � � � ��� � � � !	� � � 
 � ��� � � 
 ��� ��! ��� ��� ����� � � � �

� � � � K �������������������;� V 
������&$ ��
 +���	�
������&$ 	 �G35��������� V ������������"
�����'
���������������� ������,-��������� S @����.���������������.�M1;������������,07����������������
V ����@������������ ��������,-��� �� �������,-���������?���������;�NL5
������������������ u, v ∈ S
����@�������������� �������H���?
������������������ a ∈ K ��������������� �������%����@������������
u + v ��� au ����������
�����
 S " �!U ��7����?�����������������N1 S "A���+����@������;���(
��."
�������������?������������� ���������������H	��������?)*������� S " )*��ZP���?35������
 S ≤ V 9
�8� S ≤ V ��� S 6= V 1R����)*��
�35������
 S < V 9

� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 � ZQ����@������;���+���������������%35�;#$�����H	��������&@����."
��������,-���29
%�Z {θ} ��� V � V ��������,-��� @�����,-������,-��������� UV����� V ��������,-��� ��� � �


���!�- � ������� +���	�
������&$ 	�	�
�� �G35���������21;7������ ��������� ����
����87���
.� �

���!�- � ������� Z�9
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'MZ E3 " )*�+��� ����@������;���(����������������1�����������
���, ����,-���.�����+35�;#$���
��
���������,-���  ��������������������21O������� E3 "A��� @����.��������,-��9
**Z>����,O7��������%D�����0����'����,-���.��� X )�����������B5�?���������'#���
�@�,-�������

F (X,R) ��������,-�.)*�P�535������� #���
�@�,-�������P���������������Y@����.��������,-���29
2�ZN����@������ S = {(a1, a2, . . . , an) ∈ Kn | a1 = 0} 95����)*��
 S � Kn

��������,-��� @����.��������,-���29
"MZ ����@������ S = {(a1, a2, . . . , an) ∈ Kn | a1 = 1} 98����)*��
 S ���

������� Kn " � @����.��������,-��9
5�Z Kn < K∞ < Kω 9
��D���
���)*
��;�N1*����� V ��������,-���P
������������������Y@����.��������,-�
����������
;�������

��������,-� V " )*� 	���
.���CB5D���������� �� �������,-���������?���������;�N9

� �1
���
�� -/��� ���4, � � ����	�
�� ����� 
������&$ 	�	�
��
� � � � V ��������,-�.�X�G35��������� 
���
�� -/��� ���4, � � ����	�
�� ����� 1 �8� V ��������"
��� �������������(����@������;��� ���������������+35�;#$�����(	����������29O��������,-�.�M1I�������."
����, ��� �������>������������	���
GB5����������������
��21-�G35��������� -&
���
�� -/��� � ��� �
, � � ����	�
�� ����� 9
� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 � Z Kn ������������	���
GB5����������������
��F��������,-���29
%�ZY���������(#$��
�������� ����������������������� K∞ ��������,-�X�R�������������4	���
GB5��"
��������������
����29
� � � � V ��������,-��� 
 ��, ��
�� �G35���������Q�����W�

V = {v1, v2, . . . , vn}
����@������;���
��������������� V "A����
�12������������,H�����������;#$���������<)*��������	X���6 ���"
���������ML
� Z V 35�;#$������� ���������������������������21
%�Z L(V) = V 9
�8� V = {v1, v2, . . . , vn} � V " �&���CB5�������21�����)*��
 dimV = n ����"

,O7����+�G35��������� V " � � ���4, � � ����	�
 � U�
�� � 
 � � �	���TUV�����N9 Z � 	���
GB5������"
��������Z�9��8� u ∈ V ��� u = a1v1 + · · · + anvn

1
��������, ai ∈ K 1
����)*��
 [u] = [u]V = (a1, . . . , an) ��������@���
.�/�G35��������� u ����@����������

���!������&#�� �!����� 
�������+��&��� UV��
 !������&#�� �!������� 
�������+��&��� Z
V ���CB5����)*�29



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �
� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 ��9 ��
������CB ����� 	���������������������
 ,-
������������21
�����-
������������������������;��������������
������������ v1, v2

����@���������)*������	���
.� E2

��������,-���(���CB5�����M9-��
�������	�����������1-
������������������ �������?������������ �����
������R"
���Q����@��������P)*������	���
.� E3 ��������,-��� ���CB5�����M9
% 9 ������ �����@.�����S����,O7������P�������M1R����	�����, ����@���������� ��������,-�.� R "

���+���������;�N1-��@����+	���
GB5������������� % 9-���CB5�������+����7���� )*����0��������(������D��;�
v1 = 1 1 v2 = i 9 α = a+bi ������ �����@.������������,O7������Y������������
��������������
���CB5����)*� ��������
 α " �(
��������������(��� 35������������7��������+
��C35���������2L [α]V =
(a, b) 9
' 9 �������������

v1 = (1, 0, 0, . . . , 0),

v2 = (0, 1, 0, . . . , 0),

v3 = (0, 0, 1, . . . , 0),

. . . . . . . . .

vn = (0, 0, 0, . . . , 1)

35������������	���
.� Kn "A���+���CB5�����=UV��� ���CB5�����H�G35��������� 
�� ��� # ����� -/���

 ��, ��
�� ���
�����;7�)*������� {e1, e2, . . . , en} "A���'��D�
���)*
�������
 Z�9 u∈Kn ����@."
���������<����������������
������ ��������@���
���������
������������ ���CB5����)*� u " �Y���W�87�"
�������2L u = (a1, a2, a3, . . . , an) = a1e1+a2e2+a3e3+· · ·+anen =[u]e 9

� � � � � � � 	�����	 � � 9����������	� V � � � � 
 � � � ! � � ��� � ��� � � !�� ����� � � � 
 � �
��� � � � ���	� V = {v1, v2, . . . , vn} ����� � � � � � ����� � � � ��� V ��
 � ! �
� �# �� � 
 � ��� 
 ��� 
 � ������� � ����� � �	� � !	� � � 
 � �
"�� V � V ��� ��� ������� ��

$�� V � ��� ����� ��� 
 � � 
 � � ��� ��� 
 
 � ��� 
 ����
 ������� � ����� � � � � � ����� � � �

� ��� V ��
 � ! 

� � V ����!���� ��� 
 � � ����� � � � � � ����� � � � ��� V ��
 � ! � � � � � ��� ��� ��� � �

L(V) = V �
� � V ����� ����� !�� ��� � � ��� ������� � � ��! � � 
�� � � � � � ��� � ! ��� ������� � � � � � �

��� ��� 
 
 � ��� 
 ����
 ������� � ����� � � � � � ����� � � � � V ��
 � !  �� 
 ��� V ��� � � � � �
� � � � � ��� �����  � � � � � ��� 
 � V ��� ! ��� ������� � � � ����� ��� � � � ��� ��� �������  �� 
 ���
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V ��� � � � ��� � � � � ��� �����  � ����� � � � ��� � � � ��� � ����� � ��� ������� ����� � ����� � ! �
� 
 � � ��� ��� � � � ����� � ! � � ��� � ����� � � � � ��� 
 � ��� ����
 ��� 
 � � � � ! � � � � 
 �
� � ��� ��������� � � � ����� � ���
� � � 
 n = dim V � � �� ��! V ��� ! ��� ������� � � � n + 1 ����� � � � � � � ��� �

��� 
 
 � ��� ����
 ��� 
 � � �	� V ��� � � � ��� ! ��� ������� � � � n � � ��� ��� 
 
 � ��� 
 ��� �

 ������� � ����� � � � � V ��� ��� ������� �	� V ��� � � � ��� ! ��� ������� � � � ����� ��� � � � ���
� � ! � � ��� � �����%� � � � � � � � ����� n ��� �


 � � 
 V = {v1, v2, . . . , vn} � V ��� ��� ������� �	� � �� ��! � � � � ��� u →
[u] � � � � ��� ��� ����� � � � �  �� 
 � ����� � ��� � ����� � � � � � � 
 ��! � � � � � � � � � !��
V ��� �����  � � � � � ��� � 
 � � !�� V n ���%��� � ��� � ��������� Kn � � �	����� � � � ����� !�� �
��� ��� ������� ���
[u+ v] = [u] + [v], [au] = a[u] ! ��� ������� � � � u, v ∈ V, a ∈ K,

� ! � � � � ����� � ����� � !	� 
 � � � ��� ��� ��� ���
[a1u1 + a2u2 + · · ·+ atut] = a1[u1] + a2[u2] + · · · + at[ut]

! ��� ������� � � � ui ∈ V � ai ∈ K � � � � � � � ! u1, u2, . . . , ut
����� � � � ��� � � � �

��� ��� 
 
 � ��� ����
 ��� 
 � � � � V n �  � � � �� ��! 
 � � � � � � 
 � �� ��! � � � � � � � �
��� ��� 
 
 � ��� ����
 ��� 
 � � � [u1] � [u2], . . . , [ut] � Kn �  � ���
# � � �&!�� $ 	�
 � � § %�"A��� ������������� % 9 5 9 �C"A���X�������������X	�����������
������29 �

� � � � � � � ��� ����� � � 9<�8� X � n ����������
�������
��;�����������������21 ����)*��
 X ����"
����������������
 K ������)*�����������<#���
�@�,-������� F (X,K) ��������,-���Y	���
GB5������"
��������� n 9�	���
�����7������;� ��9 3-9 δ ".#���
�@�,-������� δa(x) (a ∈ X) 15��������������,
	���
.���CB5D������������ #$�����.�����������

δa(x) =

{
1, ����,-� x = a,

0, ����,-� x 6= a.

,O7��������21 ������
������������������ f ∈ F (X,K) #���
�@�,-���Y���;���������;���Y����7����
35������������	���
������ δ ".#���
�@�,-��������� ����)��������������N95����7�������������1

f(x) =
∑

a∈X

f(a)δa(x).

����)*��������������1 δa 1 a ∈ X 1�#���
�@�,-�������N@���
�����
 F (X,K) ��������,-���Y���CB5�����M1
������� ����
N#���
�@�,-����� ������������
����������P���
���CB5����)*�P�������X��
���)*��
����������������29



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �

�8� X ���������������Q�R���������������21�����)*��
>
������������������ n " � ������� F (X,K)
��������,-�.)*�6	�����@���� n 35�;#$������� ������������������������� ����@��������21�����	�������"
������1 δa1

, δa2
, . . . , δan

1M��������, a1, a2, . . . , an ∈ X ��� ai 6= aj
1 i 6= j 9

����)*��������������1 F (X,K) ��������,-�
�R��������������	���
GB5����������������
����HUV��9 �29 �����
��@�	����47�
���� ������������� ���CB5������Z�9
� � � � � � � ��� ����� � � 9<#$��
��������4����������������������� K∞ ��������,-�.)*�?��������"
B5����� ����@��������������T)*����0��������Q������D��;�S)*��������	��X����7���� �����������������������

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , ) (i = 1, 2, . . . )

UV���;���.�����&��	���� i " ��� ����	�������� Z�9�����	�����������1 K∞ ��������,-�>�R���������R"
����	���
GB5����������������
���� UV��9 �292�����<���6	����47�
��������CB5�����21M������������,&)*����	������
����@������;���P�������������>����,O7���������	���
 Z�9
� � � � � � � ��� ����� � � 9 R �������21M����	�����,'����@���������������������,-� Q " �Y����"
�����;�N1R�R��������������	���
GB5����������������
����29I�����;������,�1����?������������������	���
."
B5����������������
��H�������M1�����)*��
 
������������������&
��������������H����,O7����&	���
.���CB5D���"
������� ��@�
����������!����,-����
�������� ����,O7������/�������������6���;�����������������
�=�������&������������
������������ ���Q��������,-���'������������D���, ���CB5����)*�29�����	������
����)*��
 ���������H
������������ ����,O7������(��������������� ��@�
����������H�����������21�����,
��������35�������29
� � � � � � � � �&$ ���!� 9��� ������W�!����������� q ����������
�������
��Y���������X���������;� n "
	���
��CB5����������������
�� ����@������������ ��������,-��� ����������
��;���Q����,O7����29
� � � � � � � � �&$ ���!� 9���������������,-�W�N18�����Q����,O7��������&D�����0����&
����������������
)�����������B5� 	���
.���CB5D���������� �535���������S#���
�@�,-��������� C(X,R) ��������,-�
�R������������� 	���
GB5����������������
����29
� � � � � 	�����	 � � � � ������� $ ��
 � ����� ����� 
�� � 	���-/��� ������
�������
 	�� �
����#�	���� ��
 ��� � ���������	� A,B,C ∈Mm×n(K) � B 
 � C � � � � ��
 � � �
� !�� � � � � ��� ��� � �	� � � � � ��� ��� ��� � ��� 
 � � � � � � !�
 � � ��� !�� A � � � � ��� � �
� � � � ! � � � � � � ! � � "�� � $�� 
 � � � � � ����� ��� � � � !	� � � 
 � � � � � 
 ��� ��! ��� � � �
� �� ��!��
"�� B � � � � ��� ��� � � � � � � ! � � {b1, . . . , bm} 
 � C � � � � ��� ��� � � � � �

� � ! � � {c1, . . . , cm} ����� � � � ��� � ����� � ����� � !	� 
 � � � Kn �  ���
L(a1, . . . , am) = L(b1, . . . , bm) = L(c1, . . . , cm);



� � � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

$�� � � � � ��
 � � � !�� B 
 � C � � � � ��� ��� ��� � � � !�
 � � ��� ! � � � � � � ! � �� ����� ����� � r1 
 � r2 � � � � � (r = r1 = r2 = dim(a1, . . . , am) �
r = r(A)

� ����� � ��� ��� ��� ��!	� � � � � � � � � � ��� � ��� � � ��
 � � � � ! ��������� �

��� � � � � �� � � � � � ��� ��� � � ! �����  �� � � � ��� � 

� � � � � � ��
 � � � !�� B 
 � C � � � � ��� ��� ��� � � � � � � ! ��� ��� � ��
 � � ��� �

� � ! � � � ��� 
 � � ��� � � � 
 � ����� ��� � ��� �  � 

� � � 
 B 
 � C � � � !�
 � � ��� !�� A � � � � ��� ��� � � ����� � � � � � � ��
 � � � !��

� � � ����� � �	� � �� ��! B = C �
# � � �&!�� $ 	�
 � � � Z A ����������,-��� ��������@���
W��� {a1, . . . , am} ���������."�����T������
���
������������S	���������@���
������21 ����������������, ��� ����������� B ����#$�."

7���������
/����7��GB5��1P�������T�����<#$�������21 �����'��������@���
W��� Kn ��������,-�.)*�
L(a1, . . . , am) = L(b1, . . . , bm) UV��7M98����������:<��)*� % 9 5 9 %�Z�9���
�������	���"
��������1 L(a1, . . . , am) = L(c1, . . . , cm) 95����	�����������1

L(a1, . . . , am) = L(b1, . . . , bm) = L(c1, . . . , cm).

%�Z�������	���
�����#$�.7���������
��Y����������,-���X������
.����������
��<��������@���
������N)*�."
����	���
���
>��������@���
W���&��������������� ���CB5����� U ����������:<��)*� *R9 ��9 � Z�1������������
� Z "A����
�	�������������
������������M1������ r1 = r2 15������� ����


r = r1 = r2 = dim(b1, . . . , bm) = dim(c1, . . . , cm) =

= dim(a1, . . . , am).

'MZ�����@������S����#$�.7���������
�� B ����������,-��� r ������
.����������
�� b1, . . . , bm��������@���
��������/���������������%	���
�����	������������ s1 < s2 < · · · < sr

����."

������
?������������)*�21�7������ ����#$�.7���������
�� C ����������,-��� r ������
.����������
��
c1, . . . , cm ��������@���
�������� ���������������?	���
�����	������������ t1 < t2 < · · · <
tr 
�����������
/������������)*�29 �����������!J�J 9 ��9 % 9  ��������� ����
���7������ s1 = t1U s1 ≥ min{ti} = t1 � t1 ≥ min{si} = s1

Z�9
�8�

b2 =

r∑

j=1

λ2jcj, c2 =

r∑

j=1

µ2jbj,

����)*��
 λ21 = 0 = µ21
9O�8�6���P�.��:<�����������(	���������������
������ {b2, . . . , br}��� {c2, . . . , cr} �����������������������������M1���������������, 35�;#$������� 	�������������7��."

������
N���;��� �����������P����)��������������N15��������D������N1R����� s2 = t2 9 ���N �����,-�."����� 	���	���0������������ ��������35�.��
����������N1������ s3 = t3, . . . , sr = tr 9
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**Z; ���
�@�������)*��%�Z;��� 'MZ�������������,-�����������21R������������
.����������
���������"
@���
W���>����,O7���� r ��� �������;��� 1 ≤ s1 < s2 < · · · < sr ≤ n 
������������21
������������)*��,'	���
�����	������������Y�W�����������N����#��R7���������
�� B ��� C ����7����������
�W�����������X��,-
����������21 	���
.���CB5D������������>,-��������7�����9R����	�����������1R�W���������
���Q������������#$��� ��,-
������������ �������;#$�215��������������, 	���
.���CB5D������������ B
��� C ����#$�.7���������
��N����7����������N1����;�������N��	��������29�������	���
��W�����������N��,O"

����������X,-��������7����T	�������������7���������
<������������#$�����X��,-
������������X����)��������."
����� UV��@�������������
������ 35�;#$���
���;��	�������������
8	���
����������������;����������������)*�
�W����������� ����#$�.7���������
�� B ��� C ����������,-�������;Z�1-����������� ��� 	�����������7�"
�����T�W����������� ����#$�.7���������
�� ����7��Y,-��������7���� 	���
������CB5D����������29 �

� � ��	�+���������� 
���
���	 � ��
 � ������� $ ��� 
 ��, ��
�� # ���1
 ��, ��
 , 	
� ��# ��
�������
 � ������� $ ���&+���	�
������&$ 	 ��� �����!��!���	 ��� # � � � � �

� � � � A ∈Mm×n(K) ����������,O�

A =




[u1]V
[u2]V999
[um]V


 ,

������������,+)*����	������ K ���������Y���������;�!������������D���, u1, u2, . . . , um
����@."

������������� ����������������
������ ��������@���
�����������	���
 ������������D���, V =
{v1, v2, . . . , vn} ���CB5����)*�21��G35��������� U = {u1, u2, . . . , um} 
���
���	 �
� ��
 � ������� $ � V 
 ��, ��
���� 1���
 V = {v1, v2, . . . , vn} 
 ��, ��
�� # ���
U = {u1, u2, . . . , um} 
���
���	

� ��, 	 � ��# ��
�������
 � ������� $ ���
� � � � � �1
���� ��� � ����� 9��47�����
��W�N1;����� {u1, u2, . . . , um} ��������������� ui����@������������21 ���������<��������������,6�������������������Q	����R�����Q����7���������� 	���������"
@���
���� ����������,O)*� i " ��������������@���
��
	���
.��7������������������N
.����������	���
�1�)*������"
	���
���
 {u1, u2, . . . , um} ���������������&���CB5�����M1-7������4	���������@���
������(������"
����,-���H������
.����������
��&��������@���
������H��������
 L(u1, u2, . . . , um) "A���%����"
��������D���, 
��CB5�������>����������������
������ ��������@���
������&UV��������� V ���CB5����)*��Z�9
� � � � ����@������ V n ������������	���
GB5����������������
��H����@������������ ��������,-��� K
��������� ���������;�T���

V = {v1, v2, . . . , vn}, U = {u1, u2, . . . , un}
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�������!�����!���CB5�������29<	���
�����7������;� U ���CB5�������M1<����	�����, ����@������;���
��������������� ����������,-� V ���CB5����)*�2L

ui = ai1v1 + ai2v2 + · · ·ainvn (i = 1, 2, . . . , n).

A−(aij)n×n
����������,O���G35��������� V 
 ��, ��
�� # ��� U 
 ��, ��
 , 	%� ��# � �


�������
 � ������� $ � 9O������� ��������@���
������ ��������
 U ���CB5�������(����������������"

������ ��������@���
������ V ���CB5����)*�29
������0�����1 V "A����
 V " B5�+	���������������� ����������,-� �������=���;���.����������
��

E = (eij) ����������,-�21������������ ����������, eii = 1 1N����,-� i = j 1����
eij = 0 1R����,-� i 6= j 9
)*��������������
��;�S)*��������	�� ��D�
���)*��
������

~V =




v1

v2999
vn


 , ~U =




u1

u2999
un


 .

�8� a ∈ V n ��� [a] � a ����@����������'����������������
������ ��������@���
���� V
���CB5����)*�21�����)*��
 a = [a]V ~V 1 7������

ui = ai1v1 + ai2v2 + · · ·+ ainvn =

= (ai1, ai2, . . . , ain)~V (i = 1, 2, . . . , n),

��
 ~U = A~V 9
� � � � � � � 	�����	 � � 9 � � ���������	� V � U � V n � ��� ��� ����� ��� � � 
 � A � V �

 � ! U � � � � � 
 � � �	� ��� � � � � ��� � ��� � �� ��! � � � � � � 
 ��! � � � � � � � � � ! ��� �
[x]V 
 � [x]U � � ��� ����� ���� � 
 � � ���  � � ��� 
 � � � � � � � � � �

[x]V = [x]UA.

� �����������	� V � U � T ����� � � � 
 � � ��� � � � ��� � � ��� ��� ������� �	� A � cV �

 � ! U � � � � � 
 � � �	� ��� � � � � ��� � �	� B � U ��
 � ! T � � � � � 
 � � �	� ��� � � � �� ��� � � C � V ��
 � � T � � � � � 
 � � �	� ��� � � � � ��� � � � �� ��! C = BA �
� � ��� ��������
 � ! ��� ����� � � � � 
 � � �	� ��� � � � � ��� � � � 
 � 
�� ��� � ������� � �


 �	��� 
 A � V ��
 � ! U � � � � � 
 � � �	� ��� � � � � ��� � �	� � �� ��! A−1
� U �


 � ! V � � � � � 
 � � �	� ��� � � � � ��� � ���
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# � � �&!�� $ 	�
 � � ��Z x= [x]V ~V = [x]U ~U = [x]U(A~V) = ([x]UA)~V ⇒
[x]V = [x]U · A UV����@���������� 7��C35�������&���;���������;�������+���CB5�������+����)��R"
�����������;Z�9
��Z? ������������!����
���7������ ~U = A~V 1 ~T = B~U 9�����@������ ~T = C~V 9

����)*��
 C~V = ~T = B~U = B(A~V) = (BA)~V ⇒ C = BA 9
	*Z " �(������������,-������� �������()*����
���)*
��;�N1$����� V "A����
 U " B5� 	����������������

����������,-� E " �X���������Y���<����@������ ��Z " )*� T = V 9*����)*��
;��Z " �P����
���7������
E = BA 9 ����������
���, |A| 6= 0 ��� B = A−1 9 �
��7����������N1������ n "A	���
GB5����������������
 ����@���������� ��������,-�.)*� )*����0��������

������
���7����S��������
�� 	���
.��7����������������S���CB5�����21P����������
�� 	���
.��7����������������
n " �����Q����	���� 	���������	���������������� ������������������� ����������,-��, ���������������M9
�����;���������21R����)*��
������X���CB5�����21 )*����	���
������P���;���X���P��	�����������@��������."
��������	���
�1���D���
��H��7����
����
���������������������� 7��C35���������21��������������
	���
.��7�����"
��������������9
� � � � � �1
���� ��� � ������	�
�� 9N����@������ A � V ���CB5����������
 U ���CB5����B5�<	���"
������������� ����������,-���29
��9$������	��;� (n × 2n) "A����������,-� (A | E) 9O������	��;� �������?��@�������������
."

������� (E | B) ����7����Q����������,-�?UV�.�X)*����0��������X	������W�����.�X��������@���
��������
����������
������������?	���������@���
��������N1O����	�������������1-	����R�����(����	��������������;Z�9
����)*��
 B � U "A����
 V " B5��	����������������?����������,-���29���������������,-�W�N9
% 9�����@������ [x]V � x ����@����������;����������������
������'��������@���
���� V ���CB5��"��)*�295������	��;� ((n+ 1) × 2n) "A����������,-�2L




A
999 E999

. . . . . . . . . .
[x]V

999 θ


 .

����������
������������(	���������@���
��������+����)��������������N18������������)*��, ������� ����"
����@���
��&���������<�������!��������)*�����' ���������� �������M1����� ������;� �������H��@�����"
��������
�������� )*��������	��X����7���� ����������,-�



E

999 B999
. . . . . . . .
θ

999 d


 ,
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��������, E ��@�������������
���������� A " ���21 θ � n ����	���0����Q
.����������
��X��������@���"

����21 d � n ����	���0����Y��������@���
����?UV�.�Y)*����0��������Y	������W�����.�M1*����	�������������1
	����R�����?����	��������������;Z�9O����)*��
 d � x ����@���������� ����������������
������ ����"
����@���
���� U ���CB5����)*�2L d = [x]U 9
� � � � ����@������������ ��������,-��� �����>@����.��������,-��� A ∩ B ����
��������W���>@����."
��������,-���212������������,+)*�������<����	�����, A " )*�21 ����� B " )*�29 A ��� B +���	�
����
���&$ 	�	�
���
 � � � � �G35�������������������������.� A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈
B} 9 A ��� B @����.��������,-���������':<�����H@����.��������,-���21�������������, ������,-�����
A " ����,=��� B " ����,�9
� � � � � �1
���� ��� � ������	�
�� 9 ��9 A+B = A∪B ⇔ A ⊆ B ��
 B ⊆ A 9
% 9M���;������������,-���P
������������������ U ��� V �������������P����@������;�������������."

�������������������
L(U) + L(V) = L(U ∨ V).

� � � � � � � 	�����	 � � 9����������	� A 
 � B � � � � 
 � � � ! � � ��� � ��� � � !�� ��� � � �
� ��� ����� ��� � � � ����� � ��� � �� ��!

dim(A+B) = dimA+ dimB − dim(A ∩B).

# � � �&!�� $ 	�
 � � ����@������ {u1, . . . , up} � A∩B " �����CB5�������29 )*�����������;���� up+1, . . . , ur
����@�������������� A " �X���CB5������������1M7������ vp+1, . . . , vn

���."
@�������������� � B ���CB5������������9�����)*��
 p = dim(A ∩ B) 1 r = dimA 1
n = dimB 98���47�����
��;�N9������ {u1, . . . , ur, vp+1, . . . , vn} � A + B " �
���CB5�������2L

A +B = L(u1, . . . , up, up+1, . . . , ur, u1, . . . , up, vp+1, . . . , vn) =

= L(u1, . . . , ur, vp+1, . . . , vn).

��������D��W�N1O�����P����������� x ∈ A + B ����@��������?������� u1, . . . , ur, vp+1,
. . . , vn

��������������� 35�;#$�����Q����������
���,-���29����47�����
��;�T���N���������������>35�;#$��"
����� ���������������������������29�	���
�����7������;� 35�;#$�����Q���������������������������

a1u1 + · · ·+ arur + bp+1vp+1 + · · ·+ bnvn = θ ⇔
a1u1 + · · ·+ arur = −bp+1vp+1 − · · · − bnvn.

���6������������� ������,O7���
��T
��C35�����T����������
���� A " �M1 ������:<����
�� � B " �M9
����	�����������1 ������:<����
�� 
��C35����� ����������
���� A ∩ B " �M9 ������� 	������
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−bp+1vp+1 − · · · − bnvn = c1u1 + · · · + cpup
9����X����������������
P��D��."

�����������N1-����� c1 = · · · = cp = bp+1 = · · · = bn = 0 9$����)*��������������1
dim(A+B) = r + n− p = dimA+ dimB − dim(A ∩ B) 9 �

� � � � @����.��������,-�W����:<������)*����0��������;	���
������CB5D��������;)*�.���������������

���������"
���������%����,O7����������������MLN�8� Ai

����@������������H��������,-��� @����.��������,-���������
(i = 1, 2, . . . , s) 1R����)*��
 Ai

+���	�
������&$ 	�	�
���
 � � � � �G35���������
s∑

i=1

Ai = {a1 + a2 + · · · + as | ai ∈ Ai}

@����.��������,-�.�M9
��D���
���)*
��;�N1 ����� s∑

i=1

Ai
���W�87�������� Ai

@����.��������,-��������� Ai
���CB5�����������

��������@������������>	������;������
�������� 35�;#$���Q	��������ML
s∑

i=1

Ai = A1 + · · ·+As = L(A1)+ · · ·+L(As) = L(A1∨· · ·∨As),

��������, Ai = {ui1, . . . , uini
} (i = 1, . . . , s) 9

� � +���	�
������&$ 	 ��� �����&# � ������� � � � �
� � � � @����.��������,-�W���(:<�������%��
���)*��
�����������
 ������0�� )*���W�87����������&35��������"
����	���
.� @����.��������,-�W��� �����&# � ������� � � � � 1R����������� ���CB5����� �������>)*�."
�������������>@����.��������,-��������� ���CB5����������� ��������@������������ 	������;������
������29

� � � � � � � 	�����	 � � � � ����
���, ������	�
 � 9 ����� ��� � � � �	� � S =
s∑

i=1

Ai 
 � �����
 �� � 
 � ��� ��� ��� ������� � ����� � ����� � !	� 
 � � � �
� � � � ����� � v ��� � � � !	� � S ��
 � !����������
	���� � � � ��� ��
 ����! ����� Ai � ��� ���

��� � � � !	� ��� ��� 
 � ����� � � ��� � v = a1 + a2 + · · ·+ as � � 

v = a1 + a2 + · · · + as = a′1 + a′2 + · · · + a′s,

� � 
 � � ai, a
′
i ∈ Ai

� � �� ��! ai = a′i
� ����� � i ��� ��� ��� �

� � θ ���������
	���� � � � ��� ��
 ����! ����� Ai � ��� ��� ��� � � � !	� ��� ��� 
 � ����� � � �
��� � � � 


θ = a1 + a2 + · · ·+ as, ai ∈ Ai,
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� �� ��! ai = θ � ����� � i ��� ��� ��� �
� � � � ����� � j = 1, 2, . . . , s ��� ��� ���

Aj ∩
∑

i6=j

Ai = {θ}.


 � � 
 � � ����� � i ��� ��� ��� Ai
� � ��� Ai ��� ��� ������� � � �� ��! � ����� � Ai � ��� ���

� � � 
 � � 
 � 
 � ��� ��� � � � � ! ����� S � ��� ��� ������� ���
� 
  �� � � 
 � ��� 
 � � �%� � ��
 � ��� ��� ������� ��
 � ! � � � � � � � � � 
 � � �� ��!  �� �

� � 
 � ��� 
 � � � � ����� � 
 � ! � � � � !���� � � � �� ��! S =
s∑

i=1

Ai 
 � ��� � � � 
 �����
����� � � ��������� ��� � 
 � � � ��!��  ! ����� S = ⊕s

i=1Ai
� ! S = A1 ⊕A1 ⊕

· · · ⊕ As ����� � � � � � � �
# � � �&!�� $ 	�
 � � ��Z ⇒ ��Z�1M������	���
;��Z�������0��!)*���W�87����������Y��Z " ���2127������

�8�&)*�.������������������� ��Z;��� v = a1 + a2 + · · ·+ as = a′1 + a′2 + · · ·a′s 1
��������, ai, a

′
i ∈ Ai

1M����)*��
 ai−a′i ∈ Ai
��� s∑

i=1

(ai−a′i) = θ 12����������
���,

ai − a′i = θ ��� ai = a′i
9

��Z ⇒ 	*Z�9I����@������ v ∈ Aj ∩
∑
i6=j

Ai
98����)*��
 v = aj =

∑
i6=j

ai
1$��������,

aj ∈ Aj
1 ai ∈ Ai

1 ����������
���, θ = a1 + · · ·+ aj−1 + (−aj) + aj+1 +
· · ·+as

1 ���212����)*��������������12 ������������<0��������N12���8:<�������<���������
)*�.�������������
θ " �>���������29�������0�����1 v = aj = θ 9
	*Z ⇒ �
Z�9-����@������ A ������� Ai

���CB5�����������H��������@������������+	������;����"
��
������2L A =

s
∨

i=1
Ai
9 ������	���
 S = L(A) 1Y������������������� ����������������"

,-�;� A ����@������;���;���������������<35�;#$�������6���������������������������29M����@������ w
������� θ " � ������� A ����@������;���>���������������(35�;#$����� ����������
���,-���29-����)*��


w =
s∑

i=1

wi
1 ��������, wi

������� θ " � ������� W 35�;#$����� ����������
���,-����� )*�."
�������������212������������,&������� Ai

����@������;���;���������������<����@��������������N35�;#$��"
���N����������
���,-���N�����W#$��,-����
����������N1���������������, w 35�;#$�����N����������
���,-�����
)*�.���������������>�����W#$��,-����
���������� ���������29�����)*��
<
������������������ j " � �������

wj ∈ Aj
��� − wj =

∑

i6=j

wi,
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����������
���,�18 ������������H0��������N1 wj = θ 9I������	���
 wj
������� Aj

���CB5�������
����������
���������� 35�;#$�����P����������
���,-���215����������� wj

������������������� 35�;#$�����
����������
���,-�����21���9 �29 S ���CB5�������29
�
Z ⇒ ��Z�9 ����@������ θ = a1 + · · ·+ as

1 ai ∈ Ai
9 	�������������7��;�S�����������

ai
)*�.����������� Ai

���CB5������� ����)�������������� ��� 7������������ ���
������������)*�29 ����"
����D������ )*�.���������������>���CB5����������� ��������@������������Q	������;������
�������� 35�;#$���
����������
���,-�����M1�������������, θ " �����������29� ������������Y0��������N12�.��35�;#$�����N����"
������
���,-��� ��������������������� ���21�������0�����1���������� ai

����@�������� 
.����������
��
����@���������� ���������29 �

� � � � � � � ��� ����� � 	�
�� 9 ��9-����@������ V = Kn 9I�8� n = s + t 1O��������,
s, t ∈ N 15����)*��
 V = U ⊕W 1 ��������,

U = {(a1, a2, . . . , as, 0, 0, . . . , 0) | ai ∈ K},
W = {(0, 0, . . . , 0, as+1, as+2, . . . , an) | aj ∈ K}.

% 9
����@������ K ���������6���������;� V n ����@������������'��������,-���6���CB5�������
v1, v2, . . . , vn

��� Ai = Kvi = L(vi) = {avi | a ∈ K} 95����)*��


V n = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ An.

� � � �1
������&$ 	 ��� � ����	 �����&# � ������� � � � ��� ����@������ U ��� V �����
��������,-��� K ���������(���������;�N9O����@������ W = {(u, v) | u ∈ U, v ∈ V }
�����������������P���������X��������	����������X35�����������������21R���������<���X ������������P����"
�� ���
���
�����������������
 U " �<����@������������2127������=���������������� ���
���
�������� � V "
� ��@������������29R	���
������CB5D������;� W " B5��)*��������������� ��� K "A����
;������������B5�
	�������������������� �� �������,-������� #$�����.�����������NL

(u, v) + (u′, v′) = (u+ u′, v + v′),

a(u, v) = (au, av)

U )*�����������W� )*��������������� ���%������������B5�H	��������������������=	���
.���CB5D������������
��������@���
W���P��������,-�.)*��Z�9
�����������Y)*�.��������35�������������21 ����� W ����@������������<��������,-���29 �����P�G35��"

������� U ��� V 
������&$ 	�	�
���
 � ����	 �����&# � ������� � � � � UV��D���
���)*
������
W = U⊕V Z�9
�8� U ′ = (u, θ) | u ∈ U} 1 V ′ = (θ, v) | v ∈ V } 1�����)*��
 U ′ ��� V ′

@����.��������,-��������� W ��������,-�.)*�Q��� W = U ′ ⊕ V ′ 9
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� � � � � � � ��� ����� � � 9�����@������ U = Kn 1 V = Km 9�����)*��
 U⊕V =
Kn+m 1 �8� ((a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bm)) 35��������� U⊕V "A����
;	���"
������	���������� n + m ����	���0���� (a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm) ��������@���"

W����
�9
� � � � � � 	������- ��������� ������;:<��������	���
.���CB5D����������;������������� ����,-�����������
)*�.��������������� 
���������������� ����������� ����������
������CB5��9 ����	�������������1
Kn = K⊕K⊕ · · ·⊕K U n )*�.��������������Z�12��������, K 	�����	���������������� K1 "
����
�9

� � � ��+������ � 
������&$ 	

����@������ A ������� V ����@������������?��������,-���+@����.��������,-��9I�8� v ∈ V 1
����)*��
 v+A = {v+a | a ∈ A} ���������������.� �G35��������� A +���	�
������&$ ��

� � 
���, ������	 !�� ��
�� v �/��� � � � ��#&� 	 ����� � 9
)*����
���)*
��;�N15�����

v ∈ v + A,

θ + A = A,

v + A = u+ A⇔ v − u ∈ A, u ∈ v + A⇔ v + A = u+ A.

V/A ���������������.�M1 ����������������������
���������� A " �;���������;�'����������	���
.��7�����"
����������� �������CB5D������H�������������21N�G35��������� V ��������,-��� A @����.��������,-���
���������;� � ��+������ � 
�� � � ������	 9
� � � � � ��� ����� � ��� ����@������ V = K2 1 A = {(0, a) | a ∈ K} 9;�8�
v = (1, 1) 1O����)*��
 v + A = {(1, a) | a ∈ K} � V/A = {(b, 0) + A |
b ∈ K} 9
� � � � � 	�����	 � � � V/A ����� � ���	� ��� ��� � � � !	� ��� ��� ��� ��� � � ! � � � � � � � � �
� � � ��
 � ��� � � �

(v + A) + (u+ A) = (v + u) + A,

a(v + A) = (av) + A.

� �� ��!
� � V/A ����� � � � 
 � � ��� � � � ��� K ��� ����� � � � � � � � � ��� !�
 � � ��� !��

����� � � � � � � � � � θ + A = A �
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� � � 
 {v1, v2, . . . , vr} � A ��� ��� ������� � {v1, v2, . . . , vr, vr+1, . . . , vn}
� V ��� ��� ������� �	� � � � ��� ��� ��� ��� ��� � A ��� ��� ������� � � �� ��! {vr+1+A, . . . ,
vn + A} � � ! ����� V/A ��� ��� ������� � � � � ��� 
 �

dim(V/A) = dim V − dimA.

# � � �&!�� $ 	�
 � � ����������:<��)*�F	���
.���CB5D���������������� ,-����
���� )*������35���."
���CB5��9 �

� � � ������� $ � � ��� � �
� � � � 7�����
O�������I	�������,-��
���� K ���������N���������;� A = (aij)m×n

����������,-���
��������@���
W������������������������
�	 �PU ����������:<��)*� *R9 ��9 � Z�9����-����
�	 �
���535�����;�
����������,-��� 
�������+��&��-/���1� ��� � � 92������	���
 A ����������,-���Y��������������)*�."
��0�������� 7��������������;� K̂m ����@������������(��������,-���H����������
�����������18�CB5���
��@���� A ����������,-��� 
���	�������
���
���	 � ��
�� ��� � ��
 ��
�� ��	������ �����1� ��� �
� ��
 ,-
��������=)*����������
����M9X	�����������
������������������S��
���)*��
�����������
�� #$��@������

������������������ ����������,-�������������!��������������
��!���%��������@���
.����� ����
�	��������
�����������29��.�H����� ����������������,-�;�N9������������������H)*��������������
��;� ����������"
,-���>����
����������>����
�	���� ,-
������29

� � � � 	���
����CB5��	������;�6����
��������Y,-
������N�����;�������87�������
��<����������,-����������"
�������M9<����@������ A ∈ Mm×n(K) 1 k ≤ min(m,n) 9 A = (aij)m×n����������,-��� k � -/��� ��� � ��
 � � ������� �G35��������� 
���������������� (k × k) "
����������,-���Y��������������
���
����M1�������������,'������D������ A "A����
�
������������������ m−
k ��������@���
������X��� n−k �����������P������)*�����X)*������	�����12��7����������������������N1
���Y����������,-��� ��������������
���
����M1�������������, ��	���� A ����������,-��� k ��������"
@���
������Q��� k ����������� 	������������W���CB5��9
A
� ������� $ ��
 � � ����� -/��� � ��� � � �G35���������P�����W� r ����,O7����M1 �����

A " )*� �������H���;���(������
�, r ����	����&������
.����������
��&����
������218����	������>���
��������
;������
.����������
��X����
����������21*���������<���<����	�� > r 9M����������,-���X����
."
	�� ������� 0 15�8� ����������,-�Q
.����������
����29
������	���
�7�����
 ����
��������.����������� ����������,-���%���������.���'����	����/������
.�R"

��������
��Q����
��������N15�������������������Q����0�����
���� ������� ����������	���������� 	�������"
������������35��
��;�T)*��������	��X)*��
���)*��
��29
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� � � �1��	 ������� �!� � �8� A ����������,-������������� k " ����������	����
����
������;
.�������
���������21R����)*��
�
.������� ��������� ���������P��#$���S����D������Q����	����>����
�������,�9
�����;������,�1-�8� ���� ����������%���������������?����#���0������NB5� ��������� (k + j) "

�����N����	����M1 k < k+j ≤ min(m,n) 1�����
������Y������)*�����6
������������������ k
��������@���
����Y����7����������N1�����)*��
���������
������<35��������������	���
W� k " �����N����	����
����
����;���
��������� j " �����
����	����N����
��������CB5�8
������������<����:<������������7���� ���
�������T����������������,-�����N1������<��	��Q
.������� ���������29

� � � � � 	�����	 � � � ������� $%����� ��� � ��
 ��	�
�����	�
�� ! ��� ������� � � � � � � � � �
� ��� �	��� ����������� ����!�� � 
 � � � � � � � � � !�
 � � 
 � � ��� � � ��� !�� � � ! � ��� � � � �
� � ���

# � � �&!�� $ 	�
 � � ����@������ A ����������,-��� ����
����������6����
�	���� r 9N���47."����
��;�N1������(��������@���
.�����6����
�	��!��	����W����� r "A���=���������29N������� �����������	 ��������7����;�N1 �?�.�X���6)*�GB5D����������P������������,-�������PB5��	������������ �?�����
r ����	����+������
.����������
�� M ����
������ ���;������������������� A ����������,-���+ ���"
������� r ��������@���
.)*�2L

A=




a11 . . . ���
a1j1 . . . a1j2 . . . a1jr

���
. . . a1t ���

. . . a1n

. . . . . . . ���
. . . . M . . . . . . . . . . . . . . ���

. . . . . . . ���
. . . . . . . .

ar1 . . . ���
arj1 . . . arj2 . . . arjr

���
. . . art ���

. . . arn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���

. . . . . . . .

ai1 . . . aij1 . . . aij2 . . . aijr
���

. . . ait ���
. . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 . . . amj1 . . . amj2 . . . amjr
���

. . . amt . . . amn




a1(a1)

. . .

ar(ar)

. . .

ai(ai)

. . .

am(am).

��@ ai = (ai1, . . . , aik, . . . , ain) ∈ Kn (i = 1, 2, . . . , m) 9 ai
����@�����"

����� r ����	���0����>����
��������W��� ���535�����;� ai = (a1j1 , . . . , a2j2, . . . , arjr
) 1

r ≤ n 1�����@��������M9��8� a1, . . . , am
����@������������&35�;#$������� ���������������."

���������21O����)*��
Y35�;#$������� ������������������������� ������� 
������������������?#$��@.�������."
�������%����	���0����6����
��������W��������,�9
�����;������,�1 c1a1 + · · · + cmam = θ
�����������X
���)*
������M1 ����� c1a1 + · · ·+ cmam

��������@���
���� ���������P������ ���"

���
����N
.�������Y���������21 7������ c1a1+ · · ·+cmam = θ ������������
���)*
������
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��	������.� ���������?���X������ ���
���
����������������M1I��������������, )*��������
P����
��������W���."
��)*�29���@�������
��R)���������� 	�������������
������������M1M�����;�8� a1, . . . , am

����@�����"
���������'������������D���, a1, . . . , am

����
��������W�������%35�;#$������� �����������������."
���������218����)*��
 ����������
 a1, . . . , am

����@�������������, 35�;#$������� ��������������"
�������������29 ������	���
 M ����
��������P��������@���
W���<�������������X35�;#$������� ��������"
������������������� (M 6= 0) 1R����������� A ����������,-���  ������������ r ��������@���
���,
��	����W������35�;#$�������T���������������������������295����@������ ai (i > r) r ����	���0����
��������@���
����21�������������, )*����	���
�������� A ����������,-��� i " �����(��������@���
����
���
����������
�������������	���
�1 ��������������,!	���
�����	������������P���������;������������)*�21 ����"
��������)*��, 	���
�����	������������ M ����
������2L

ai = (aij1 , . . . , aij2, . . . , aijr
).

������	���
 M ����
�������� ��������@���
������Q@���
�����
N���CB5����� Kr " )*�21 ����������� ai
�

M ����
��������Q��������@���
�������� 35�;#$�����Q����������
���,-�����

ai = c1a1 + · · ·+ crar,

��������,

a1 = (a1j1 , . . . , a1j2, . . . , a1jr
),

. . . . . . . . . . . .

ar = (arj1, . . . , arj2, . . . , arjr
).

	����������������;� A ����������,-��� i " ��� ��������@���
.� ai
" � �������P ������������ r ����"

����@���
���� �����W�������<35�;#$�����Q����������
���,-���2L

ai − c1a1 − · · · − crar = (∗,
j1

0, ∗,
j2

0, . . . ,
jr

0, ∗, t
a′it, ∗).

�8� ������D���������������@���
��21�������������,&)*����,-�����<������
.����������
 a′it ����������
������������)*� t 
����������N1 ����)*��
�	���
�����7������;� A ����������,-��� �����W��� r + 1 ����"
	����Q����
������ M1

1 ������������, M ����
�����������	���
�)*��������	�
����������T������D������2L
M ����
�������� ��������@���
������+���������������;� A ����������,-��� i " ����� ��������@���"

����?)*�.���������������(����������
�������� ��� M ����
�������� �������������+���������������;� A
����������,-��� t " ����� ����������� )*�.��������������� ����������
��������/UV������������
�1$����� M1
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����
������X������D���
�� M ����
��������/EG��������)*����������K A ����������,-��� i " �����<����"
����@���
������Q��� t " �����P�����������>)*�.��������������� ����������
����������;Z�L

M1 =




a1j1 . . . a1j2 . . . a1jr

999 a1t

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
999

arj1 . . . arj2 . . . arjr

999 art
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aij1 . . . aij2 . . . aijr

ait



.

7�����
�� t " �'���87����������!����7���������� M1
����
������H)*��������
������������21���������������"

�����'��� M1
��������
����/������
�������
���� ��������@���
.�!	����������������;�  ������������

r ��������@���
����'B5�����;� ���87��.�����H35�;#$�����'����������
���,-���21�7������ )*��������	
������)*�����;�=�.�X����
������<�������6��������@���
����P����7����������N1M�������Y��������35�.�R"

����W�N15����� M1

����
������>������
.����������
<������������B5�X
��������������������<���CB �R"
������� M ����
������ ���W�87��������2L

M1 =




a1j1 . . . a1j2 . . . a1jr

999 a1t

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

arj1 . . . arj2 . . . arjr

999 art

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 . . . 0 a′it




= a′itM.

r "A��� 	���
.���CB5D������������T����7���������� �����W���=����������,-���=)*�.��0�������������� ���
������������	���������@���
�����)*������	���� A ����������,-��� i " ��������������@���
���	���7��������

.����������
��2L

ai − c1a1 − · · · − crar = θ,

��9 �29

ai = c1a1 + · · ·+ crar (i = r + 1, . . . , m).

��7����������������������N1����C35������� i " �����N��������@���
��Y������� A ����������,-���P ��������."
��� r ��������@���
����P35�;#$�����Y����������
���,-���29�7�����

���47�����
��W�N1*����� A ����������"
,-���  ������������ r ��������@���
�� �������?���X����������,-��� ��������@���
W���Q���������������
���CB5�����21���9 �29 A " � ��������@���
.�����>����
�	�� r "A��� ���������29
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����������������������,-�;�N1M�����8��������������
��Y����
�	�� r "A���<���������212��������������"
����� B5�����;�S����������
���� �.��:<����������)*� EA��������@���
�������K(���'EA��������������K?)*�."
����,-�������;� ����	����������29 �
�.�(������������� 	����47�����
������M1$�����X��� ��@���� �CB5���?	���
�������7������;� ����������"

,-����������������
�	���������������������)*�Y����������,-���Y����
�	����X@����.)�7�����
�	�������	������
��������@���
.��� ����
�	 �M1�����	������I	���������7��������������21 �����-���N���������
����	�����,
��������������
��21R���������N����
����������P����
�	����+UV��D�
���)*��
�� r(A) � A ����������,-���
����
�	���Z�9
)*����
���)*
��;�%���������21������-����������,-���
����
�	����;)*�.����7����;������������������������"

����,-����������
Y	�������������
������������M1������<����������,-��� ����
�	��>���W�87��������>
���������"
��������� �����W���>)*��������
����������?����
�������� ����	 �M1O�����P��������� ������� ������������"
)*�����������Q����
������+U �8� ������
��>����������������
 Z�	�������	������������������29
��	 #�	 � � UV��������������
���
������ 
.���<����
'������������� B5��	������= �����������Z�9

������������������� ����������,-��� ��������������
���
���� ����)*��
=���S�.7�������� ����)*��

������� 0 "A�����������21 ����,-������������,-���
��������@���
������;35�;#$������� ���������������."
���������>UV��
�1 ����,H��	��������21�����������,-���N��������@���
����������/)*������	���
���
����CB5�����
��������@���
W���P��������,-�.)*��Z�9

� � � � � ��� ����� � ��� ���� ������;�

A =




2 − 4 | 3 1 0
1 − 2 | 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 − 7 4 −4 5




����������,-��� ����
�	��29
��������������,-����������,O7���
��
B5�����������87��.)*�������������������������8����	���������
���"

��� 
.�������(���������29$����	������P����������,-� )*����,-����� 
.����������	���
Q	���
.��7��������."
����� ���������<����	���,=����
���������,�15����	�������������1

M =

∣∣∣∣
−4 3
−2 1

∣∣∣∣ 6= 0.
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���.�������<����	���� ����
������

M1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

1

∣∣∣∣∣∣

−4 3
M

−2 1

0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

������������, ����������)*������� M ����
������M1 	���
.��7������������������ 
.����������	���
�1
M1 = 1 1�����	������ M1

����
�������� ������������)*�����������'��������� �����;�87�� ����"
	���� ����
������Q
.������� ���������2L

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −4 3
1 −2 1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1
−4

3

4 −7 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −4 3
1 −2 1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
2
1

4 −7 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

��������	�����1 A ����������,-��� ����
�	�� r(A) ��������� ���������ML r(A) = 3 9
� � � � � ��� ����� � ��� ���� ������;�

u1 = (2,−2,−4), u2 = (1, 9, 3),

u3 = (−2,−4, 1), u4 = (3, 7,−1)

����@������;���(���������������/����
�	��6UV��9 �29�����@.���������������%35�;#$������� ��������������"
�����������Q@����.��������������Z�9
)*��������	���
��;�T����������,-�

u1 u2 u3 u4



2 1 −2 3

−2 9 −4 7

−4 3 1 −1




����������� ����������, ����,-���.����� ����@������������ 35������������	���
���
%�������������M9P���
����������,-���=����
�	�� %�"A���6���������29N������,O7���
��/B5�����!�����87��.)*�!���;���������."
������� ���������/����	����T����
������ ��� �������T
.�������T�������21P����	������ �������
������������)*����������� ���������P���.�������X����	���� ����
������ 
.������� ���������29$��@�������

	�������������
������������M1<�����%����,-���.��� ��������������)*� u1

��� u2
����@������������
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)*������	���
���
?���;�8"A���;� ����@.������������� 35�;#$������� ����������������������� @����.������"
���������M9
� � � � ��	 � � � � 
 A′ � � � � ��
 � � � !���� � � � ��� � �	� � �� ��!�������� � � ! ��� r(A′)
� � � !�
 � � ��� !�� � � � � � � ! ��� ��� r � ����� � ��� � � � � ���
# � � �&!�� $ 	�
 � � r ����	����P����
������21M������������,/��������������������� r ������
.�R"

��������
�����������@���
����������
����#$�.7������������Y�����87������CB5��	������������������������������
	������������W���CB5��1O35������������	���
.�(������,-����� �����������87�� ����������,-���(����������"
����
������N���
�����������8	���
.��7�������������������
.����������	���
�9 ��������������
������21 �������."
�<���Y����	�� > r 1*
.����������
����21 ������	���

��@���� 
.����������
��<��������@���
��29 �

� � � � ��	 � � � � � � � ��
 � � � !�� A′ � � � � ��� ��� � ��� � � � ����� � � ����� � � ! ���
� � � !�
�� � � ��� !�� � � � � � � ! ��� ��� r � ����� � ��� � � � � � � � � � ��� 
 � � � � � ��� �
� ��� � � � � � � ��� ��� � � 
 � � ! � � � � ��
 � ��� ��� ��
 � � ����� � �	� � ��!�� � ! � ��� � � �
� ��� ����� ��� 
 � � � ��� ��� 
 
 � ��� 
 ����
 ������� ����� ����� � � � � � ���
# � � �&!�� $ 	�
 � � �������������������X�������������X35�;#$������� ���������������������������21

������	���
I	���������
I������
.����������
�����������������
���
������N��@���
�� (r×r) "A����������,O"
B5��9 ����#$�.7���������
��>����������,-��� ����������� ���������Q���N��������������� 35�;#$�����Q����"
������
���,-�����29 �
��	 #�	 � � UV����������,-��� �������;��� ��������������)*�S����@.��������������� 35�;#$�������

������������������������� 
��C35�������? �����
����?����	�������������Z�9�	��������������W� A ������"
����,-������

��������@���
W��� ����������
������������ 	���������@���
�������� A′ ����#$�.7���������

����������,$B5��12������������7����������;�!��������������� j1 . . . , jr 
������������212��������������,	���������
 A′ "A���>����#$�.7������������ �����87������CB5��1�������D��;� A ����������,O)*�>��	������

�������������� âj1, . . . , âjr

�������������29
� � � � � ��� ����� � ��� ���� ������;� ���������������=35�;#$������� �������������������������

��C35����� ��������@���
W���P��������������)*� a1, a2, a3, a4 ∈ R4 1

a1 = (−1, 4,−3,−2), a2 = (3,−7, 5, 3),

a3 = (3,−2, 1, 0), a4 = (−4, 1, 0, 1),

7������ ����
����87���
��6��������@���
������ 	�������������7��;� ����	�����, ���'
��C35�������
35�;#$�����Q����������
���,-�������29
� � � ��
 �!� � 7����C35�����;� a1, a2, a3, a4

��������@���
������Q����	�����,/�������������
���'����D����������/����������,-�H��������@���
W���/����������
������������/	���������@���
��������



� � ' ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

��������������
��;� �W���������S����#$�.7���������
�����7��GB5��L



−1 3 3 −4
4 −7 −2 1

−3 5 1 0
−2 3 0 1


→




−1 3 3 −4
0 5 10 −15
0 −4 −8 12
0 −3 −6 9


→

→




−1 3 3 −4

0 1 2 −3

0 0 0 0

0 0 0 0


→




1 0 3 −5

0 1 2 −3

0 0 0 0

0 0 0 0




7������C35�����;� �W����������� ����#$�.7���������
�� ����7����?���N��������������� 
������������21�����"
����������, 	���������
Y����#$�.7������������(�����87������CB5��L 1, 2 9������������ {a1, a2} ����@."����������������� 35�;#$������� �������������������������/
��C35�������21 a3 = 3a1 + 2a2

1
a4 = −5a1 − 3a2

� ��������@���
W��� a1, a2, a3, a4
��������������� ����
�	���� % 9

� � ��� � � 	�����	 � � � ���������	� A = (aij) ∈ Mm×n(K) � B = (bjk) ∈
Mn×p(K) � � �� ��! r(AB) ≤ r(A) � r(AB) ≤ r(B) �

# � � �&!�� $ 	�
 � � ����@������ C = (cik)m×p = AB 1R����)*��


cik = ai1b1k + · · ·+ ainbnk,

ci = ai1b1 + · · ·+ ainbn,

ĉk = â1b1k + · · ·+ ânbnk,

��9 �29 C ����������,-��� ��������@���
������>35@��;#$������� 	�������������7������ B ����������,-���
��������@���
��������!����)��������������N1 C ����������,-���!������������� 35�;#$������� 	�������"
������7������ A ����������,-���(���������������(����)��������������N9I����������� r(C) ≤ r(B)
��� r(C) ≤ r(A) 9 �
��	 #�	 � ��� ����������������� B ����������,$B5��	��������������������<)*������	�����12����,-�

|B| 6= 0 15����
�	��Q��� ��,-���������29
# � � �&!�� $ 	�
 � � ����@������ C = AB 1 |B| 6= 0 1�����)*��
 A = CB−1 9

	�����@�
������2L

C = AB ⇒ r(C) ≤ r(A),

A = CB−1 ⇒ r(A) ≤ r(C)

}
⇒ r(C) = r(A). �



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � ���
� � ��� � � � � � �&$ ����	�
�� 9 � Z r(A+B) ≤ r(A) + r(B) 9� � � � � 	�
 � � A+B ����������,-���
��������@���
W�����������������;35�;#$������� 	�������"
������7������ A ��� B ����������,-�������;��������@���
W�����������������������;��������@������������
	������;������
��������>����)��������������N9
%�ZN�8� A,B ∈Mn(K) ��� AB = 0 = BA 1 A2 = A 15����)*��


r(A+B) = r(A) + r(B).

'MZN�8� A ∈Mm×n(K) 1 B ∈Mn×p(K) 15����)*��


r(A) + r(B) − n ≤ r(AB).

**ZN�8� A,B,C ∈ Mn(K) ��� ABC = 0 1R����)*��


r(A) + r(B) + r(C) ≤ 2n.

2�ZX����@������ A ∈ Mm×n(K) 1 B ∈ Mn×m(K) ��� m > n 9$����������"
����,-�W�N15����� |AB| = 0 9
"MZN�8� A2 = A ∈Mn(K) 15����)*��
 r(A) + r(E − A) = n 9
5�ZP�8� A,B ∈ Mn(K) 1 AB = BA 1 r(A2) = r(A) ��� r(B2) =

r(B) 1R����)*��
 r((AB)2) = r(AB) 9
$MZN�8� A1, . . . , Ak ∈Mn(K) 1 k ≥ 2 1R����)*��


r(A1; . . . ;Ak) ≥ r(A1) + · · · + r(Ak) − n(k − 1).

� ��� ��� ��� � ����������	�
 � ��� 
���
���	 � ��
 ������
�	�
 ��#���
���

!�������	�����- � �

� � � � 	���
�����7������;� K ���������&���������;� 35�;#$��� 	���
����������������?�������������
x1, x2, . . . , xn

��,-
������������ ���������;�

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi (i = 1, 2, . . . , m). U:� Z
����	�����,!�������<����,-���N1�U:� Z;���������������(7��C35������� ����������,O����� #$�������

�G35���������Q	�����������7������������

Axt = b̂, U %�Z
��������, A = (aij)m×n

�/U:� Z8���������������Q����������,-���21 xt � ������
.�� ���
������."
������� x = (x1, x2, . . . , xn) ��������@���
�� � n ��������D������ ���������21�)*����	��."

������P��,-
���������������	���
�1R7������ b̂ �H������������#$�����>35�������������>���������29
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U:� Z;������������������������� �������R)*�����

âj =




aij

a2j999
amj


 , b̂ =




b1
b2999
bm


 .

����)*��

â1x1 + â2x2 + · · ·+ ânxn = b̂ U 'MZ

	�����������7������������(�G35���������&U:� Z�����������������7��C35������� ��	�+������ -/��� � � �
� � � 9
��D���
���)*
��;�N1-����� x0 = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ����)*��
 ��� �.7�������� ����)*��


�������?U:� Z-���������������P������
���7���
��21M����,-� b̂ � â1, â2, . . . , ân
���������������Y35��"

#$�����Q����������
���,-����� x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n
�����W#$��,-����
����������N9

� � � � ������
�	�
 ��#���
���
�!�������	�����- � ���
� � � � � � � 	�����	 � � UV������
�������� � ���� �������Z�9 � "�� ����� � � � � � �� ��! 
 � � � � �
� � 
 � �� ��! � � ��� � ��� � ����� 
 � � � � 
 � � � � ������� A � � � � ��� ��� � � ! ���
� � � � � � � ��� 
 � � A = (A | b̂) � � � � ��� ��� � � ! ����� � � � � ���

# � � �&!�� $ 	�
 � � ����	�����, 35��
��/ ���
�@���)*�/��D���
���)*
��W�N1PU:� Z �������������
����)*��
 ���H�.7�������� ����)*��
����%�����������������21;����,-�H������������#$��� 35�����;���
b ��������� 35�;#$������� 	�������������7������ A ����������,-���Q���������������>����)��������������N1
��9 �29*����,-� A ����������,-���P�������;���<�������������P��@�������������
���������� A ����������"
,-�����������;������������������� (L(a1, . . . , an) = L(a1, . . . , an, b)) 12��9 �292����,-�
A ����������,-���?�������;��� ���������������+����
�	�� ��������� A ����������,-���?�������;���
���������������+����
�	����M1$��9 �29-����
���7������4����������������� ����
�	����?)*�.����7����21-����,-�
r(A) = r(A) 9 �

� � � � � ��, �&� ��#�� � � �&�!����
 ��� 9;��������@���
.�
Y = (y1(t1, . . . , tp), . . . , yn(t1, . . . , tp)) ,

������������, )*����	���
�������� yi(t1, . . . , tp) � n #���
�@�,-��������	���
 t1, . . . , tp,-���������������+���������;�N1$�G35���������/U:� Z����������������(B5��	������ ������
���7���
��21I�8�

������������������ α1, . . . , αp

" � ������� K "A����
���������@���
��
(y1(α1, . . . , αp), . . . , yn(α1, . . . , αp)) ,



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �

������������, )*����	���
�������� yi
#���
�@�,-��������� ��
���)*��
�������������������	���
 (α1,

. . . , αp) 35����������)*�21I35������������	���
.�=U:� ZY���������������%������
���7���
.�%���21I ���"
����@����N1RU:� Z$���������������<
������������������ x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) ������
���7���
��������������

������0�����
������ α1, . . . , αp ∈ K 1 ���������<��������������,%��������� i = 1, 2, . . . , n "
� ������� ����	������Q��@���� �������������

x0
i = yi(α1, . . . , αp).

����	���������� B5��	������P������
���7���
��Q#$�����.�������21R������������,6��D�35�����+U:� Z�����"
����������� ���������>������
���7���
W��� ���������������.�M9
� � � � � � � 	�����	 � � 9 n 
 � !�� � � � ! � "�� � ��� � ����� 
 ����� � � � � � � � � � � ���
� � � � ��� ��� � � ! ��� r � ��� � � � � �	� � ����� !�� � � � � � 
 � � ��� ! � ����!�� � � � � � �
� ��� 
 � ��� ����
 ��� 
 � � � n− r � �	� � 
�� ���

# � � �&!�� $ 	�
 � � ���������������X	���������@���
������21���������������,'��D�35������������	���"
�R�����/���W������)*�21���� ,-��������
 U:� Z ��������������� ����������,-��� U ��������@���
.���YZ
����
�	 �M18�����������Q)*����0�������� 7��������������;�N1������&U:� Z " �H	����47�
����+	����R�������."
�������P����7�� 




xi1 + f1(xj1, xj2 , . . . , xjn−r
) = ci1 ,

. . . . . . . . . . . . .

xir + fr(xj1 , xj2, . . . , xjn−r
) = cir .

U **Z

��� 7���
��C35����)*� ����
��C35����� ����,O7���� r 35������������	���
.� U **ZN���������������(������"
����,-���Y����
�	 �M1M������	���
��������������������P����������,-��� r ����
�	����X����
������21M����"
��������, 	���
�����	������������ i1, . . . , ir 
�����������
X������������)*� �/���;���.����������
������������,-���/��������������
���
������21�7������ ��#$��� ����D������/����	����/����
����������
��� 	����47�
����2L

i1 i2 ir


1 ∗ 0 . . . 0 ∗999 1 . . . 0 ∗999 9 9 9 999
999 O 1 ∗999 999




j1 jn−r
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Y = (y1(t1, . . . , tn−r), . . . , yn(t1, . . . , tn−r)),

��������,

yjs
(t1, . . . , tn−r) = αs, ����,-� s = 1, . . . , n− r,

yiu(t1, . . . , tn−r)=ciu−fu(α1, . . . , αn−r), ����,-� u=1, . . . , r,
U 2�Z

�������HU:� Z;��������������� B5��	������Q������
���7���
��29 �

� � � � 	���� � � ������� ����� 
���
���	 � � � U:� Z
���������������?�G35��������� 	���� � � � �
����� ����� 1*�8�'������� ������������#$�����P35������������� ��������� b̂ 
.����������
����295���;�8"
	�������������
��P�������������Q���������<�������?�������������������21�������	���
N��������
������S����"
	���0���� 
.����������
��X��������@���
�� �������P������
���7���
����+UV����������
���7���
.�>�G35���������
��������� ���(-/��� � � �&�!����
 ��� Z�9

� � � � � � � 	�����	 � � 9 � � K ����� ��� ����� � � � n 
 � !�� � � � !�� r � � ! ����� � � � ! �
� � � � ��� � � ��� !�� ����� � � ����� � ��� ! � ����! � � ����� � ���	� � � � ��� Kn ��� � � � ���
(n − r) � � � ! � � ��� � ��� � � !�� ����� ��� � � � � � � � ����� ��� � � � � � � � � 
 ����� � � � ���� � � � ���������
	 ����	 � � ��
 � � � � � � � � � ��� ! � ����! � � ��� � � � ��� ��� �������
� � � 
 ����� ����� � � ���������������
	 ����	 �
����� � ��� � � � � ��� � � � ��� ��� ���
� � � 
 x1, x2, . . . , xn−r

� A � � � � ��� ��� � � � ! � � � � � ��� � � ��� !�� ����� �
� � ����� � ��� ! � ����! � � ��
�! 
 � � � !	� 
 � � ����� � � � ���	� � �� ��! � � � � � � !��

Y0 = t1x
1 + · · · tn−rx

n−r

� � ��� � � ����� � � ����� � � � � 
 � � ��� ! � ����!�� �
� � � 
 � "�� ! ��� ������� � � � � � � ��� � � � ��� � � ��� !�� � ����� � � � ��� ����� ��� A � � � �� ��� � � 
 � x0 ������� � � � � � � � � � ��� ! � ����!�� �	� � �� ��! � � � � � � !�� Y =

x0 + Y0
� "�� ����� � � ����� � � � � 
 � � ��� ! � ����!�� ���

# � � �&!�� $ 	�
 � � ��Z �R)���������� ����35��������� @����.��������,-��� �����������������2L
A(x0)t = θ ��� A(y0)t = θ 1P����)*��
 A(x0 + y0)t = A((xo)t +
(y0)t) = A(x0)t + A(y0)t = θ + θ = θ ��� A(cx0)t = A(c(x0)t) =
c(A(x0)t) = cθ = θ 9R)*��������	?)*��	�����0�������7��������������;�N1O�����N���������������
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��@���� 	����R���������������Q����7��




xi1 + f1(xj1, xj2 , . . . , xjn−r
) = 0,

. . . . . . . . . . . . .

xir + fr(xj1 , xj2, . . . , xjn−r
) = 0

U "MZ

���Q������� B5��	������Q������
���7���
�� �M��������@���
����

(y1(t1, . . . , tn−r), . . . , yn(t1, . . . , tn−r)) , U 5�Z
��������,

yjs
(t1, . . . , tn−r) = αs, ����,-� s = 1, . . . , n− r,

yiu(t1, . . . , tn−r) = −fu(α1, . . . , αn−r), ����,-� u=1, . . . , r.

��������#$��@.�������;� s ��� αs
" �P��������
��43��;� ��
���)*��
����������(��127������ ����
�����"

7���
 αk
"A����� �6��
���)*��
���������� # 9$)*������	���� ��������D������ xs ������
���7���
.�M9-)*�."

������	���
��;� (n − r) × n B5������� X ����������,-�21
����������� ��������@���
������
��������
 xs ������
���7���
������21 s = 1, 2, . . . , n− r 95��������������,O� ��@����Q����7��

i1 i2 i3 ir


∗ 1 ∗ 0 ∗ 0 . . . 0 ∗
∗ 0 ∗ 1 ∗ 0 . . . 0 ∗
∗ 0 ∗ 0 ∗ 1 . . . 0 ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∗ 0 ∗ 0 ∗ 0 . . . 1 ∗




j1 j2 j3 jn−r

x1

x2

x3

999
xn−r

,

��������, ������������� ∗ 7��C35����������� i1, i2, . . . , ir 
�����������
<������������)*�21O����"�����<���Q����������
��������>���<��������
���)*��7�����
<��� 	�������
��������.�������'UV
������������������
�.�������������H)*��0��������/����� ������35�������SU 5�Z?#$�����.����������� 	�����������
��������;Z�9
,O7��������21������H���H����������,-��� ����
����������=����
�	�� (n − r) "A���=���������21
����������
���,�1-����
���7������4�����������������?����
�	���� )*�.����7����21-	�������������
������������M1
�����H������
���7���
W��� x = {x1, x2, . . . , xn−r} ���;���������������635�;#$�������
���������������������������29����47�����
��;�N1������HU "MZP���������������'
������������������ z ������"

���7���
��Q������� x ��������������� 35�;#$�����>����������
���,-���29�����@������

z = (∗, α1, ∗α2, ∗, α3, . . . , αn−r, ∗),
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��������,!������������� ∗ ��	����>��������������	��������CB5��15���������NB5������, X ����������"
,O)*� UV	���	���7�����
������N1������+�������'��������@���
������/)*������	���
���
 x ��������������� Z�9
����)*��
>U "MZ
��������������� ������
���7���
W���Q35�;#$���Q����������
���,-�����

v = α1x
1 + α2x

2 + · · ·+ αn−rx
n−r − z

:<���/���;���21���@����;����7�� (∗, 0, ∗, 0, ∗, 0, . . . , 0, ∗) 1���9 �29 v ��������@���
����N�����."
 ���
���
��������N
�������������� j1, . . . , jn−r


.�������Y���������21�����������,�1 v U "MZ$������"
���������X������
���7���
����29 �8�&���
������
���7���
���� ������ ���
���
�������� 7������������W� U "MZ8����"
����������)*�P��,-
������������ ����	��������?���Q	�������7�����
������N1������ fu(xj1 , xj2, . . . ,
xjn−r

) � ������������#$����� xj1 , xj2, . . . , xjn−r
��,-
������������ 35�;#$�����S����"

������
���,-�����21O�����?	�������, fu(0, 0, . . . , 0) = 0 1 7�����
X	�����������������
W�N1O�����
v ����������@���
���� ��7���� ����
����87���
�� ������ ���
���
���������, # "A���?���������29O�.� 
���"
)*
������+�������M1I����� v 
.����������
��?��������@���
����21I��9 �29 z = α1x

1 + α2x
2 +

· · ·+αn−rx
n−r x ���������������Q35�;#$�����P����������
���,-�����295���������������Q��Z
 ��R"


�@���� ������������,-�����������29
��ZN ���
�@����Q����)*��
����<	�������������
������������ B5��	������Q������
���7���
������ ���>#��R"


���������
��������P��������������� 	���
.���CB5D�������������������
�9
	*Z " �
����������������,-���������/�������������������;)*������� 7�
����;�N1������I���;�������;��	���"

���-���������������<������������
���7���
����N��7�����������35������������	���
.��)*�.�������������������;�8"
	�������������
�� ��������������� ������
���7���
.� ���P)*��������	 	���������������
��;�T��ZN ���
�@����2L

z− x0 = y ∈ Y0 ⇒ z = x0 + y ∈ x0 + Y0 ≡ {x0 + y | y ∈ Y0}. �

� � � � � �1��	 ������� �!� 9��8�H���;���.����������
�� En−r
����������,-���Y��������@���
��������


���,-�������T������������#$�����X��,-
����������������������>������D������S���������<)*�.����0���� C
����������,-�������<��������@���
������ (C ∈Mn−r(K) 1 |C| 6= 0) 12����)*��
;�.�Y����	���"
���������Q��0��������>������
���7���
W���Q��������,-��� ���������P�������CB5����� ���������������? �����"

����Q����)��������������M9

� � V = Kn 
������&$ ��
���	�
���
 � ��	���� +���	�
������&$ ��
 � �&$ 	 � � � ��� ���
	���� � � ������� ��� � ����������	�
 � ��� 
���
���	 � ��
 � � �&�!����
 � ���


������&$ ��
 
������ �
� � � � ����@������ K ���������21 u1, . . . , um ∈ V = Kn 1 U = L(u1, . . . , um)
� Kn "A���P@����.��������,-���29 7�����
;������0�����
���� �����W� A ∈ Ms×n(K) ����������,O�M1
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A



x1999
xn


 =




0999
0




35�;#$��� ���;��	�����������
=	���
���������������� ��������������� ������
���7���
W��� ��������,-�
U " � ���W�87��������29
�8� U 
.����������
��N@����.��������,-���21�����)*��
 A " ������7����/)*��	�����0�������������D��;�


������������������ (n × n) "A����������,-�S������
.����������
�� ��������������
���
������N9>�8�
U = Kn 15����)*��
 A " �>����7���� ������D��;� 
.����������
�� ����������,-� Ms×n(K) "
����
�1 s ≥ 1 9 �8�%��� 1 ≤ dimU = r(u1, . . . , um) < n 1*����)*��
�1 ����@������N1
ui = (ui1, . . . , uin) 1 1 ≤ i ≤ m 1 uij ∈ K 9
	���
�����7������;� ����������,-� B ∈ Mm×n(K) 1 B = (bij) 1 bij = uij

1
1 ≤ i ≤ m 1 1 ≤ j ≤ n 1����+35�;#$���H���;��	�������������
?	���
����������������
�������������

B



x1999
xn


 =




0999
0





m. U:� Z

	�������	��������21-����� r = r(B) = r(u1, . . . , um) = dimU 1-����������� 1 ≤
r < n 9 ���
���������������>������
���7���
W��� Y0

��������,-���Q	���
GB5������������� dim Y0 =
s = n− r ���215������	���
 1 ≤ r < n 15����)*��
 1 ≤ s < n 9
����@������ v1, . . . , vs ∈ Kn ��������@���
������&@���
�����
%U:� ZP���������������'���;�8"

���;� ������
���7���
W���Y�����������CB5� ���������������M1 vi = (vi1, . . . , vin) 1 1 ≤ i ≤ s 1
vij ∈ K 9O����@������ A ∈ Ms×n(K) 1 A = (aij) 1 aij = vij

1 1 ≤ i ≤ s 1
1 ≤ j ≤ n 95���47�����
��;�N15����� A ����0������������>����������,-���29
�����;������,�1 A ����������,-���+��	��������+����7���������� U " �(
������������������ ��������"

@���
��>UV����	�����, u1, . . . , um
��������@���
��������X35�;#$����������������
���,-����Z�35����"

��������	���
.�

A



x1999
xn


 =




0999
0


 U %�Z

���;��	�������������
��/���������������=������
���7���
.�M1���9 �29 U ⊆ Y0
9����������.�6�.7������21

dimY0 = n−r(A) = n−s = n− (n−r) = r = dimU 9*����	�����������1
U = Y0

9 �
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� � � �1��	 ������� �!� � ����������,-� A ��� �������=,-��������7���� 	���
.���CB5D����������29
����	�������������1���7���� A′ ����������,-�>)*����0��������?��������D��;� U:� Z����������������(
��."
��������������� ��7���� �������CB5����� ���������������>����)��������������N9
@����.��������,-���������/���Q����7���� ����,-�����(����������	����������HB5��	������;���& �����@."

�����������>������,-��
���� ������7���
��������������M9
� � � � � � �&$ ���!� � ����@������ u1, . . . , um ∈ Rn 35�;#$������� �����������������."
����������������@���
��������29M���� ������;�6�����W��� um+1, . . . , un

��������@���
������21������
{u1, . . . , un} �������������>	���7����.� Rn "A��� ���CB5�����29
� � � ��
 �!� � ����	�����,!B5�����;�N1R����@������ v1, . . . , vs

U:� Z���������������� ������"

���7���
W���S��������� �������CB5����� ���������������4UV��� )*���W�87���������)*� r(B) = m 1
s = n − m Z�9-����@������ um+1 = v1, . . . , un = vn−m

9I���47�����
��;�N1I�����
{u1, . . . , un} ���CB5������� Rn " )*�29M�������������������Q���47�����
��;�N1 ����� u1, . . . , un�������������!35�;#$������� ���������������������������29Y����@������ λ1, . . . , λn ∈ R ���
λ1u1 + · · ·+ λnun = θ ∈ Rn 9R����)*��


z = λ1u1 + · · ·+ λmum = −λm+1um+1 − · · · − λnun =

= −λm+1v1 − · · · − λnvn−m

��������@���
�������������� 	�����@���� z ∈ U ∩ V 1 ��������, V = L(um+1, . . . , un) 9�8� z = (z1, . . . , zn) 1 zi ∈ R 1 1 ≤ i ≤ n 1�����)*��
 U ��� V @����.��������,-�."
������� ��	�������� ����7���������� UV��7M98U %�Z�1IU 'MZ�Z�	�����@����

(z1, . . . , zn)



z1999
zn


 = 0,

z2
1 + · · ·+ z2

n = 0 1R��9 �29 z1 = · · · = zn = 0 15��� z = θ 9
����)*��������������1

λ1u1 + · · · + λmum = θ = λm+1um+1 + · · ·+ λnun.

������	���
 u1, . . . , um
35�;#$������� �������������������������=��������@���
��������21Y������"

����� λ1 = · · · = λm = 0 9���������@���
������ um+1, . . . , un
��	����W�����

35�;#$������� ���������������������������21N����)*��������������1 λm+1 = · · · = λn = 0 9
����	�����������1 λ1 = · · · = λn = 0 ��� u1, . . . , un

��������@���
������ 35�;#$�������
���������������������������29
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� � � � 7�����
I	���
�����7������W� V = Kn " )*��@����.��������,-��������������,-�������������;	2B5�2L
� Z
����	�����,!35�;#$����� ���;��	�������������
��X��������������� ������
���7���
W��� Y0

����"
����������� �
%�Z�����	�����, u1, . . . , um ∈ Kn ��������@���
�������� 35�;#$�����Q	��������29
������� ����
 7�����

������35�������W� � Z "A����
 %�Z " B5�
	�������������� UV������
���7���
W���Y����"

���CB5����� ��������������ZY����%�Z "A����
 � Z " B5�X	��������������29$ ������������ 	2B5� ����7�����"
7������������Q@����.��������,-�W��� U ∩W ����
��������W����� ����,-�����������������HU ���43��������
 ���������� ���;��	�������������
���������������� �������535�����;� ��������� Z�9M���������;	2B5�Y����"
7�����7������������>@����.��������,-�W���Q:<�������  �����
��������������ML

L(u1, . . . , um) + L(w1, . . . , wt) = L(u1, . . . , um, w1, . . . , wt).

������������
�� ����	��������8)*��7�����
<��
���7������ ���<�����Q	2B5��� ����������
���,-�����M9
� � � � � ��� ����� � ��� ����@������ U=L(u1, u2, u3) < R4 1 u1 =(1, 1, 0, 0) 1
u2 = (0, 1, 1, 0) 1 u3 = (0, 0, 1, 1) 1 V = L(v1, v2, v3) < R4 1 v1 =
(1, 0, 1, 0) 1 v2 = (0, 2, 1, 1) 1 v3 = (1, 2, 1, 2) 9����� ������;� U+V ��� U∩
V @����.��������,-���������<���CB5���������212������� ����
I��������@���
������ u1, u2, u3, v1, v2, v3	�������������7��;� U + V @����.��������,-��� ���CB5������� ����)��������������N9
� � � ��
 �!� � ��������@���
������ u1, u2, u3, v1, v2, v3

7����C35�����;� ���������������
��� ����D����������Q����������,-�X��������@���
�������� ����������
������������Q	���������@���
��������
��������������
��;�S����#$�.7���������
�����7��GB5��L

u1 u2 u3 v1 v2 v3


1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 2 2
0 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 2




→




1 0 0 1 0 1
0 1 0 −1 2 1
0 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 2




→

→




1 0 0 1 0 1
0 1 0 −1 2 1
0 0 1 2 −1 0
0 0 1 0 1 2



→

u′1 u′2 u′3 v′1 v′2 v′3


1 0 0 1 0 1
0 1 0 −1 2 1
0 0 1 2 −1 0
0 0 0 1 −1 −1




������	���
 U+V = L(u1, u2, u3, v1, v2, v3) ��������������,-������������@���
������������������
������������<	���������@���
����������=,-��������
�35�;#$���<����
���#$���������������X�����



� � ' ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

�������������X)*�������M1*����������� {u1, u2, u3, v1} ���CB5������� U +V " )*� UV������	���

dim(U + V ) = 4 1 ����)*��
 U + V = R4 Z�9*����#$�.7���������
��P����7�������
 v′2 ���
v′3
	������������������;� u′1, u′2, u′3, v′1 ����@��������������>����)��������������NL

v′2 + v′1 =




1
1
1
0


 = u′1 + u′2 + u′3.

��������	������ v′2 = u′1+u
′
2+u

′
3−v′1 ���21 ����)*��������������1 v2 = u1+u2+u3−

v1
9�7�����
���7���������� v′3 " � �������M1R����� v′3 + v′1 = (2, 0, 2, 0)t = 2u1 + 2u3

1
����������� v3 = 2u1 + 2u3 − v1

9 7������������������?	������;�����������?����,-���.�����
����������,-��� �W��������� ����#$�.7���������
H����7��GB5�%����������
���� ������������������� ����"
�<#$�������2L




1 0 0 0 1 2

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 2

0 0 0 1 −1 −1




��7����<	���
�����7������;� U ∩V 9������������������X���� ������;�=���<35�;#$���N���;��	�����"
��������
8	���
����������������
�����������������212���������<����������
���7���
W���
���������������������
)*�.����������������� ���W�87�������� U " ���Q��� V " �M9
U " � �������ML




1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1







x1

x2

x3

x4


 =




0

0

0


 ,

��������������� �������'��@���� ����#$�.7���������
��6����7���1 x1, x2, x3
�W�����������6��,-
���"

���������21 x4
� ������������#$�����29�������
���7���
W���/�������CB5����� �������������/)*����	������



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �

���;��� (−1, 1,−1, 1) ��������@���
�������	���
�9R����	�����������1 U @����.��������,-�N���W�87�"
�������

(−1, 1,−1, 1)




x1

x2

x3

x4


 = 0

���;��	�������������
�� ��������������� ������
���7���
W��� ��������,-�.�M9
V " � �������ML




1 0 1 0
0 2 1 1
1 2 1 2







x1

x2

x3

x4


=




0
0
0


→




1 0 1 0
0 2 1 1
0 2 0 2







x1

x2

x3

x4


=




0
0
0


→

→




1 0 1 0
0 2 1 1
0 1 0 1







x1

x2

x3

x4


=




0
0
0


→




1 0 1 0
0 1 0 1
0 2 1 1







x1

x2

x3

x4


=




0
0
0


→

→




1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 −1







x1

x2

x3

x4


=




0

0

0


 ,

��� 7�����
 ������������� ����#$�.7���������
>����7���������1�������� ����
 x1, x2, x3
�W�����������

��,-
������������21R7������ x4
�%������������#$�����29�������
���7���
W���Q�������CB5����� ���������."

��� )*����	������+���;��� (−1,−1, 1, 1) ��������@���
�������	���
�9�����	���������� 35�;#$���
���;��	�������������
<	���
����������������

(−1,−1, 1, 1)




x1

x2

x3

x4


 = 0

�������������Q��0�������� V @����.��������,-�.�M9



� � � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

	�������	��������21������N�������������

(
−1 1 −1 1
−1 −1 1 1

)



x1

x2

x3

x4


 =

(
0
0

)

��0�������� U ∩ V @�����,-������,-�.�M95��������7���
���� �.�Q�������������2L

(
−1 1 −1 1
−1 −1 1 1

)



x1

x2

x3

x4


 =

(
0
0

)
→

→
(

1 −1 1 −1
−1 −1 1 1

)



x1

x2

x3

x4


 =

(
0
0

)
→

→
(

1 −1 1 −1

0 −2 2 0

)



x1

x2

x3

x4


 =

(
0

0

)
,

x1, x2
�W����������� ��,-
������������21 x3, x4

������������#$�����Q��,-
������������29
������
���7���
W��� �������CB5����� �������������Q)*����	������ �����P��������@���
�������	���


u = (0, 1, 1, 0),

v = (1, 0, 0, 1).

����)*��������������1 {u, v} � U ∩ V @����.��������,-���?���CB5�������29

��� � ��	�+������ -/��� 
������&$ 	�	�
���
 � ��� ����� ��
�������	�
��
��� � � � ����@������ V ��� U ����������@���������������������,-��� K ���������Y���������;�N9
ϕ : V → U ������7������M1P������������, V ��������,-���S��������� v ����@��������
������
����������'������������D���, u = vϕ ����@�������� U "A����
�1��G35��������� V ���."
@������������&��������,-��� U ����@���������� ��������,-�.)*� � ��� ����� ��
������ � UV��




�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �

� ��	�� ��������� Z�1R�8�!
������������������ a, b ∈ V ��� α ∈ K " � ������� ���������;�8"
������
����>���������������

(a+ b)ϕ = aϕ+ bϕ ��� (αa)ϕ = α(aϕ).

��� � � � � ��� ����� � 	�
���� ��98������7���� [ ] : V n → Kn 18������������, ���������
a ����@�������� ������
���������� ����� ����������������
������ [a]V ��������@���
.� V =
{v1, . . . , vn} ���CB5����)*�21 V n "A���>35�;#$�����Q������7������ Kn " B5��9
% 9-������7���� ′ 1-������������, 
����������������  �������
����.�+������
����������&�����(35����"

�������������M1 �������Q���������X
������������ �����W#$��,-����
�����������
N �������
����W��� V ���."
@������������P��������,-��� 35�;#$�����>������7���� V " )*�29
' 9�
.����������
�� ������7���� ω V "A����
 U " )*�21�������������,6������
����������?���������

v " � V "A����
 θ ∈ U ����@��������M1R35�;#$�������29
*R9�����@������ V = U1⊕U2

1�����)*��
 π1 : (u1, u2) → u1
������� V " � 35��"

#$�����%������7���� U1
" B5��187������ π2 : (u1, u2) → u2

������� V " �%35�;#$�����
������7���� U2

" B5��9*��������� ����������7������>�G35���������X ��������� ������P:<�������Q �������@."
,-���X)*�.������������� )*�.�����������CB5��9
2 98����@������ A ��� B � U ��������,-���%@����.��������,-���������21 V = A⊕B �

������� 	������N ��������� ������Q:<�����295����)*��
 ϕ(a, b) 7→ a+ b ������� V " � U " )*�
35�;#$�����Q������7����29
" 98�8� A � V ��������,-���H@����.��������,-���218����)*��
 ϕ : v → v + A �������

V " �>35�;#$�����Q������7���� V/A #$��@�������" ��������,-�GB5��9
��� � � � � 	�����	 � � � ���������	� V = {v1, v2, . . . , vn} � V n � ��� ��� ������� �

 � W = {w1, w2, . . . , wn} ! ��� ������� � � � ����� � � � � � ����� � � � ��� U ��
 � ! �
� �� ��! � � � ��� � � � � 
 � � � � � � � ! � � � � 
 � � � � � ϕ � � ��� � � � � � � ��� V n ��
 � !
U �  � � � � � � ��� ��� ��� � � viϕ = wi

� ����� � i ��� ��� ��� �
# � � �&!�� $ 	�
 � � 
������������������ V n 3 a = α1v1 + α2v2 + · · · + αnvn	���
�����7������;� ����
������������ a 7→ α1u1 + α2u2 + · · · + αnun ∈ U 9

�.�%����
����������&������7������29����47�����
��;�N1������ ϕ : V n → U 35�;#$�������29��8�
b 7→ β1w1 + β2w2 + · · ·+ βnwn

1R����)*��

(a+ b)ϕ = (α1 + β1)w1 + (α2 + β2)w2 + · · · + (αn + βn)wn =

= (α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun) + (β1w1 + β2w2 + · · ·+ βnwn) =

= aϕ+ bϕ;

(αa)ϕ = (αα1)w1 + (αα2)w2 + · · ·+ (ααn)wn =



� � � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

α(α1w1 + α2w2 + · · ·+ αnwn) = α(aϕ).

������0�����1 viϕ = wi
��������� i " � �������M9 �

��� � � �1
���� ��� � ������	�
���� ��9��8� ϕ 35�;#$�����H������7������21�����)*��
 θϕ = θ
��� (−a)ϕ = −(aϕ) 
������������������ a ����@��������������������M9
% 92����@������ ϕ � V ��������,-���Y35�;#$������������7������29*��������������,-�W�N1�������
��."

��������������� V = {v1, . . . , vs} ����@������;���X������������������������� V "A����
 Vϕ =
{v1ϕ, . . . , vsϕ ��������������� ����
�	��Q��� ��D�������������� V " �>����
�	 �M9
' 9�����@������ V = {v1, v2, . . . , vs} 35�;#$������� �������������������������/����@."

�����;���H��������������� V "A����
�1�7������ U = {u1, u2, . . . , us} ����@������;���
��������������� U "A����
�9O��������������,-�W�N1O�����X��������������� ϕ 35�;#$����� ������7���� V
��������,-����� U ��������,-�.)*�215����������� ����������, viϕ = ui

��������� i " � �������M9
*R9Q����@������ ϕ � Km ��������,-��� 35�;#$�����T������7������ Ks ��������,-�.)*�29

����@������ A ����������,-���212����������� ai
��������@���
������ Kn ��������,-���<������������"

D���,/����������
����������29 Aϕ "A��� ��D���
���)*
��;� ����������,-�21�)*����	���
������ aiϕ ����"����@���
�����������	���
 UV��������������	����;Z�9M)*��������	���
��;� (A | Aϕ) ����������,-� UV����"
���; ������������ n ����������)*������	���
.� A ����������,O�M1�7������%������
�������
������ s �����."
��� � Aϕ ����������,O� Z�92��������������,-�W� )*��������	��N���������������2LM�8�?��������@���
��."
����� ����������
������������ 	���������@���
�������� �.�?����������,-� ����������
�������� (B | C)
����7��GB5� UV���������������������Q7��CB5�>��	������<����	����NB5����Z�1�����)*��
 C = Bϕ " �M9

��� � � � ����@������ L(V, U) � V ����@������������<��������,-��� U ����@����������T����"
����,-�.)*�<���������<35�;#$�����Y������7������P�����������������29 ����@������ ϕ, ψ ∈ L(V, U) 1
α ∈ K 9 	���
������CB5D������;�S������7�������� ϕ+ψ U � ��� ������
������ � ����� � � � Z
��� αϕ U � ��� ����� ��
���������
 �!� � � ������� 
 ! ��� ��� , 	 Z�L

������������������ v ∈ V 1 v(ϕ+ ψ) = (vϕ) + (vψ) 1 v(αϕ) = α(vϕ) 9

��� � � � � 	�����	 � � � L(V, U) ����� � � � 
 � � ��� � � � �����
# � � �&!�� $ 	�
 � � ����@������������P��������,-��� ��@.���������������>)*������35�������29 �

��� � � � ����@������ W,V, U, T ����@���������������������,-��������� K �������������������;�N1
ϕ, ϕ′ ∈ L(W,V ) 1 σ, σ′ ∈ L(V, U) 1 τ ∈ L(U, T ) 1 α ∈ K 9
	���
������CB5D������;� ϕσ 
��������������2L2
������������������ w∈W " � ������� w(ϕσ) =

(wϕ)σ 9



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �
��� � � � � � � 	�����	 � � 9N��Z ϕσ ∈ L(W,U) 9
��Z (ϕσ)τ = ϕ(στ) 9
	*Z (ϕ+ ϕ′)σ = ϕσ + ϕ′σ 9
�
Z ϕ(σ + σ′) = ϕσ + ϕσ′ 9
� Z α(ϕσ) = (αϕ)σ = ϕ(ασ) 9
# � � �&!�� $ 	�
 � � �R)��������T)*������35�������29 �

��� � � � ����@������ V n ����@������������ ��������,-��� K ��������� ���������;� V =
{v1, v2, . . . , vn} ���CB5�������N1�7������ U s � ����@������������H��������,-� K ���."
�����&���������;� U = {u1, u2, . . . , us} ���CB5�������N9 ϕ ∈ L(V, U) 35�;#$�����
������7������?����������,-� (V,U) 35�����������?���������;�T�G35���������

[ϕ]VU =




[v1ϕ]U
[v2ϕ]U
. . .

[vnϕ]U




(n×s) "A����������,O�M1 ��������������������@���
���������������
 viϕ ����@��������������N��������"��������
������ ��������@���
������ U ���CB5����)*�29>�����W��
���������� 	���
.���CB5D����������
[ϕ]VU

����������,-�+35������������	���
.� (n × s) "A����������,O� K ���������'���������;�N1
����������������������
���� ij 
����������'���������;�����W#$��,-����
������M1�������������,+��	����
uj
" � ����
 viϕ ����@���������� U ���CB5������� 	�����������7������?�������M9

��� � � � � � � 	�����	 � � 9����������	� V n ����� � � � 
 � � ��� � � � ��� K ����� ��� ��� �
� � � � V = {v1, v2, . . . , vn} ��� ������� � � � � � � U s

�

����� � � � 
 � � ��� �
� � � � K ����� ��� ����� � � � U = {u1, u2, . . . , us} ��� ������� � � ϕ → [ϕ]
� � ! � 
 � ��� ϕ � � ��� � � � � � � � ��� ����� � � � � ��� � � ! (V,U) � � � � � ��� ��� �
� � � � ��� � ����� L(V, U) ����� � ���	� ��� 
 � � � � � � � ��� � � � � � � � � ��� �
Mn×s(K) ����� � ���	� � � ���

# � � �&!�� $ 	�
 � � [viϕ]U ��������@���
�� ,-��������7���� 	���
������CB5D���������� ϕ
������7������ ��� (V,U) 35�����������N9P����������� ��������� 35�;#$��� ������7������S)*�."
�.���������������+���;���������;���+����������,-�29��8� �����(������7������'����������,-�����+����"
�����21�����)*��
?�.�%�����H������7����%���;��
���������� ����@������������ V ���CB5�������/�����."
����
������CB5�?���21�����)*��������������1����;��
���������� ����@������������ V n "A���'
����������������



� � � ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

����@�������B5��1$��9 �29-���W�87��������298�8� A ������� Mn×s(K) " �+
������������������ ������"
����,-�21X����)*��
!����@������ wi

����@���������� U s "A����
�1P����������� ����������������"

������T��������@���
�� U ���CB5����)*� ���W�87�������� A ����������,-��� i " ���T��������@���
.�M9
	���
������CB5D������;� ϕ ������7���� V n "A����
 U s " )*�/)*��������	�
�����������L<�8� a =
α1v1 + · · · + αnvn

1���������, αi ∈ K 1$����)*��
 aϕ = α1w1 + · · ·αnwn
9

�������%	������ ϕ ∈ L(V, U) ��� [ϕ] = A 98����	���������� �����������&����������,-�
������������D���,=35�;#$�����Q������7������?����������,-���29 �

��� � � � � � ��	�+���������
 ���!��
�������
�!������&#�� �!����	�
���� ����@������ V � V n "
���P���CB5�������21 U � U s "A���X���CB5�����21 ϕ ∈ L(V, U) 9M����@������ [ϕ] = (aij)n×s������� ϕ 35���������>������7������?����������,-�Q���<���CB5�����������?���������;�T���Q����@������

~V =




v1

v2999
vn




(n×1)

, ~Vϕ =




v1ϕ
v2ϕ999
vnϕ




(n×1)

, ~U =




u1

u2999
un




(s×1)

.

viϕ = wi =
s∑

j=1

aijuj (i = 1, 2, . . . , n) ��������������������
H	�������������"

������������ )*��������	��/����������,O�����!�����������21N������������, �W��������
���� ��D�"
35�����'��� ������)*���������M1;������������, ��������������� ϕ 35�;#$�����H������7����������������M1
(V,U) ���CB5��� ���<35���������������������Q���<��� [ϕ] ����������,-�������������M1 ������������,
��0��������>���N35�;#$���Q������7������?����,-���.��� ���CB5��� ���>35����������� ���������;�NL

~Vϕ = [ϕ]VU
~U ,

��������, ������:<��
����>��	���� [ϕ]VU
��� ~U ����������,-������� 
��������������29

�8� a ∈ V n 1�����)*��
�1�����	�����, 35��
����N1 [a]V ".���%��D���
���)*
��;� a ���."
@����������/����������������
������ ��������@���
�� V ���CB5����)*�29N	�������7�����
��;�N1������
a = [a]V ~V 9
��� � � � � � � 	�����	 � � 9��8� a ∈ V n 1 ϕ ∈ L(V n, U s) 1R����)*��


[aϕ]U = [a]V [ϕ]VU .

# � � �&!�� $ 	�
 � � ����	������>��@���� ���������������>:<�43����

[aϕ]U ~U = aϕ = ([a]V ~V)ϕ = [a]V(~Vϕ) =



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �

= [a]V([ϕ]VU
~U) = ([a]V [ϕ]VU)~U .

������� 	������

[aϕ]U = [a]V [ϕ]VU . �

�8� ϕ ∈ L(Kn, Ks) 1�����)*��
 (e, f) ������
��������������/���CB5�����������!����"
�����;�T
������������������ a ∈ Kn ��������@���
�������������� ����	������>��@����?�������������
aϕ = a[ϕ] 9

��� � � � � � � ��� ����� � 	�
���� 
���� ��� � ������	�
���� � � 
.����������
�� ω : V n →
U s ������7������ ����������,-�212��������, ∀v ∈ V n vω = θU ���CB5��� ���X
������������������35��������������������� �&
.����������
�� (n× s) "A����������,-���29

� � ����@������ V m+n = Um
1 ⊕Un

2
1�7������ π1 : (u1, u2) → u1

���
π2 : (u1, u2) → u2

�  �������@�,-�������+)*�.���������������/ ��������� ���� )*�.���������."
�����CB5��92����@������ {a1, . . . , am} ������� Um

1
"A�������CB5�����21 {am+1, . . . , am+n}

� Un
2
"A���>���CB5�����Q��� {v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vm+n} � V m+n "A���>���CB5��"

���21-��������, vi = (ai, θ) 1I����,-� i ≤ m 1 vi = (θ, ai) 1I����,-� i > m 9
����)*��


[π1] =

(
Em

On×m

)
1R��������, Em

������� (m×m) " B5�������?���;���.������"
����
��Q����������,-�21 7������ On×m

� (n×m) " B5������� 
.����������
��>����������,-�21

[π2] =

(
On×m

En

)

(m+n)×n

1M��������, En
���;���.����������
�� (n×n) B5������� ������"

����,-���21 7������ Om×n
�&
.����������
�� (m× n) " B5������� ����������,-�29

� � ����@������ A ��� B @����.��������,-��������� U=Ks ��������,-�.)*� {a1, . . . , am}��� {b1, . . . , bn} ���CB5����������� )*�.������������������1 V =A⊕B �%�������> ���������"
 ������ :<�����>���CB5������� V={(a1, θ), . . . , (am, θ), (θ, b1), . . . , (θ, bn)} 9
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����@������ e ������� U " �H������
��������������%���CB5�����21�����)*��
 ϕ : (a, b) →
a+ b ������7������?����������,-� (v, e) 35�����������?���������;�T���������

[ϕ] =




a1999
am

b1999
bn




(m+n)×s

.

� � ����@������ V = {v1, . . . , vn} ������� V ��������,-��� ���CB5�����21 U = Ks 1
e � U " �>������
�������������� ���CB5�����21 {w1, . . . , wn} �%
������������������ ����@�����"�;���>������������� U "A����
�1$����)*��
 ϕ : V → U 35�;#$�����?������7������&����������,-�21
����������� ����������, viϕ = wi

��������� i " � �������M1-)*����	������ w1, . . . , wn
����"

����@���
�����������	���
 UV��	������<�������������������;Z�9
� � ����@������ A � V ��������,-��� @����.��������,-���21 ϕ : v → v + A 35�;#$�����

������7������ V " � V/A #$��@�������" ��������,-�GB5��9��8� {v1, . . . , vr} � A " � ���CB5��"�����21 V = {v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn} � V " �>���CB5�����21�������������,=��� A " ����CB5�����?������,-�����M1 U = {vr+1 + A, . . . , vn + A} � V/A " � )*�.���������������
���CB5�����212����)*��
 ϕ " ������������,-� (V,U) ���CB5��� ���N35�����������Y���������;� ���������

[ϕ] =

(
Or×(n−r)

En−r

)

n×(n−r)

,

��������, Or×(n−r)
������� r× (n− r) " B5�������Q
.����������
��P����������,-�21�7������

En−r
� (n− r) × (n− r) " B5�������>���;���.����������
��>����������,-�29

� � ��� ��� ����� ��
���������
 ���!��
������ # � 
������ ��� �&� ��� � ��# �
#�	 � 	�+����

����@������ ϕ ∈ L(V, U) 9 ϕ ��
���������
)���!��
������ �G35��������� ���������������.�
Imϕ = V ϕ = {vϕ | v ∈ V } U�� � ��� 
+UV��
�	�� 9 1$#$��9 Z �'��
�������7���Z�9 ϕ " �

������ ��� �G35���������?���������������.� kerϕ = {v ∈ V | vϕ = θ} U���
�� � 
��
UV�����N9 Z �&�����;�����21�	 ������Z�9



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �

� � � � � � 	�����	 � � � � � V ϕ � U ��� � � � ��� ����� ��� � � � ��� � ����� � � ! � � ��� �
� ����� � � � � 
 ����� ϕ ��� � � ��� � � dimV ϕ ≡ r(ϕ)���
� � kerϕ � V ��� � � � ��� ����� ��� � � � ��� � ����� � � ! � � ��� � ����� � � � � 
 ����� ϕ

� � � ��� � � � dim(kerϕ) ≡ d(ϕ)���
� � ϕ ��� � � ! ����� � 
 � 
 � � ��� � ��� 
 � ��� V ����� � ! � � ��� � ��� ��� � � � � ���

 � ϕ ��� � � ! ��� � � � � ������� ϕ ���#� � � � ��� ��� � � � � � � ! ��� ��� ����� � � � � �

����� � � ����� � � ! � � � ! ��� ������� � � ��� ����� � � � � � � � ��� ����� � � � ���
# � � �&!�� $ 	�
 � � ��Z ��� ��ZY�R)����������4����35��������� @����.��������,-���H	���
.����"

B5D������������ ����7����������N9
	*Z$����@������ {u1 = v1ϕ, u2 = v2ϕ, . . . , ur = vrϕ} ������� V ϕ " �
���CB5��"���21 {w1, w1, . . . , wd} � kerϕ "A���P���CB5�����29 ���47�����
��;�N1*����� {v1, v2, . . . ,

vr, w1, w2, . . . , wd} ������� V " �>���CB5�����29�8� a ∈ V 15����)*��


V ϕ 3 aϕ =

r∑

i=1

αi(viϕ) ⇔
(
a−

r∑

i=1

αivi

)
ϕ = θ ⇔

⇔ a−
r∑

i=1

αivi ∈ kerϕ⇔ a−
r∑

i=1

αivi =

d∑

j=1

βjwj ⇔

⇔ a =

r∑

i=1

αivi +

d∑

j=1

βjwj.

�8� r∑
i=1

αivi +
d∑

j=1

βjwj = θ 15����)*��

( d∑

j=1

βjwj

)
ϕ = θ 1 ����������
���,

θ = θϕ =

( r∑

i=1

αivi

)
ϕ+

( d∑

j=1

βjwj

)
ϕ =

=
r∑

i=1

αi(viϕ) =
r∑

i=1

αiui

���215����)*��������������1���������� αi
��������� # "A���M1R�����>)*������	�������, d∑

j=1

βjwj =

θ 1R��9 �295��������� βj
"A��, # "A���>���������29



� � ' ��9�������D������������ ���Q�29;���CB ���������

�
Z/����@������ V = {v1, v2, . . . , vn} � V n "A���S���CB5�������21 U � U " �
���CB5�����29�������	���
 V ϕ ���W�87�������� v1ϕ, v2ϕ, . . . , vnϕ ����@��������������<35�;#$���	��������M1 V ϕ = L(v1ϕ, v2ϕ, . . . , vnϕ) 1 ϕ " � ����
�	�� ���W�87��������
{v1ϕ, v2ϕ, . . . , vnϕ} ����@������;���+���������������/����
�	 �M1�������������,�1�����������.7������218���W�87�������� U ���CB5����)*� v1, v2, . . . , vn

����@��������������+����������������"

������ ��������@���
�������� {[v1ϕ]u, [v2ϕ]u, . . . , [vnϕ]n} ����@������;���H���������."
����� ����
�	 �M15��9 �29 [ϕ] " � ��������@���
W��� ��������������� ����
�	 �M9 �

� � � � � � � �&$ ����	�
���� � � ����@������ {v1, v2, . . . , vn} � V n ��������,-�������CB5��"
�����21 ϕ � V n "A���Q35�;#$����� ������7������>���Q����@������ vi

"A�������>
.����������,-��� �������
���87��.�����21������ A = {v1ϕ, v2ϕ, . . . , vrϕ} ������� {v1ϕ, v2ϕ, . . . , vnϕ}��������������� ���CB5�����29
��������������,-�W�N1������
��Z A � V nϕ "A��� ���CB5������� �
��Z kerϕ "A���X���CB5�����<)*����0��������Y��������D��;�6)*��������	�
�����������LM�����������Y���."

@�������� viϕ 	�������������7��;� A " � ����)��������������NL

viϕ = αi1(v1ϕ) + αi2(v2ϕ) + · · ·+ αir(virϕ), i = 1, 2, . . . , n;

����)*��
�����@������������

wi = vi − αi1v1 − αi2v2 − · · · − αirvr

(i = r + 1, r + 2, . . . , n) )*������	���
���
 kerϕ "A��� ���CB5�����M9
� � 	���������������
��W� �C"A���P ���
�@���������
N��
�������7����>���P�����;�������>���CB5�����������

 �����
����>)*��������	��X7�����7��2L
����@������ A ������� ϕ 35�;#$�����>������7������?����������,-� (V,V) ���CB5��� ���>35�."

��������� ���������;� (A = [ϕ]
(n×s)

VU
1 ~Vϕ = [ϕ]VU

~U) 92)*��������	���
��;� ( En|A
n×(n+s)

)

����������,-�21���������, En
���;���.����������
��?����������,-��� A " � �������>��������@���"


�������� ����������
��������N9
	���0������
��������@���
�������� U )*�����������������6#$��
�������� ZI����������
������������N	�����"

����@���
��������T��� ��������������
��;�

( B
(n×n)

| C
(n×s)

) =




∗
999 I

. . . . . . . .

K
999 O


 (∗)



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �

����7��GB5��1 ��������, C ����#$�.7���������
�������������,-���N������:<��
�������
�9�����)*��
 C ������"
����,-��� u1, . . . , ur

������
.����������
�� ��������@���
������ @���
�����
 Imϕ = V nϕ " �
���CB5�����M1I7������ B ����������,-��� w1, . . . , wd

��������@���
������ (r + d = n) 1
���������<����, C ����������,O)*� 
.����������
��Q	���	���0���������� ��@����N1 @���
�����
 kerϕ "
��� ���CB5�����M9

(∗) ����������,O)*� I
(r×s)

����������,-��� u1, . . . , ur
��������@���
������&35�;#$�������

���������������������������21 O
(d×s)


.����������
��6����������,-���21<���������������������!7��CB5�
���������8����	����NB5���29 ����)*��
 I )*����	������ Imϕ " ������������������,&���CB5�������N��������"
��������
������ ��������@���
�����������	���
 U U ���CB5����)*��Z�1�7������ K

|d×n

� kerϕ "A���
������������D���, ���CB5�������%����������������
������ ��������@���
�����������	���
/U V ���CB5����"
)*��Z�9
� ��� ����� � ���

ϕ : K4 → K4,

x 7→ xA,

x ∈ K4,

A =




2 1 −1 1
3 0 1 2
0 −3 5 1
5 1 0 3


 ;

(E|A) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −1 1
3 0 1 2
0 −3 5 1
5 1 0 3


→

→




1 0 0 0
−2 1 0 0
−1 0 1 0
−3 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −1 ©1
−1 −2 ©3 0
−2 −4 6 0
−1 −2 3 0


→
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→
K
{




1 0 0 0 2 1 −1 1

−2 1 0 0 1 −2 3 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 −2 1 0 0 0 0 0

−1 −1 0 1 0 0 0 0

B C




}
I

O

I �&��
�������7����?���CB5�����2L
{
u1 = (2, 1,−1, 1)

u2 = (−1,−2, 3, 0).

K �&�����;�������?���CB5�����2L
{
w1 = (3,−2, 1, 0),

w2 = (−1,−1, 0, 1)
� � ����@������ A � V ��������,-���/@����.��������,-���2L A ≤ V 9���������������,-�W�N1

����� dim(Aϕ) = dimA− dim(A ∩ kerϕ) 9� � � � � 	�
 ��� ϕ : V → U 35�;#$�����?������7������ ϕ|A )*�GB5D�������� A @����."
��������,-�GB5� �&@����.��������,-��� 35�;#$�����>������7������2L ϕ|A : A→ U 9
� � ����@������ A ��� B @����.��������,-��������� U ��������,-�.)*�21 ϕ : (a, b) → a+b

35�;#$������������7������ A ��� B @����.��������,-��������� V = A⊕B 	������- ��������� ������
:<������� U " )*�21 π1

� V " �
 �������@�,-���� ����������6)*�.�����������CB5� π1 : (a, b) → a 9
��������������,-�W�N15����� A ∩ B = (kerϕ)π1

9
� � % 1/*!������,-��
�����������
 ��� �!# 9   ���
�@������ % 1/' 1/*!����	�������������������


	���������������
��W� A ∩B " � ���CB5�������  �����
����>)*��������	��  �����@������������Q7�����7��2L
����@������ U=Ks ��������,-�.)*� A ��� B @����.��������,-��������� {a1, a2, . . . , am}��� {b1, b2, . . . , bn} ���CB5����������� )*�.������������������92)*��������	���
��;� ((m+n)×

2s) "A����������,-�




(m×s)

O
(m×s)

X
Y

(n×s)
Y

(n×s)


 ,



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � � �

��������, O 
.����������
�� (m × s) B5�������(����������,-���21 X "A��� ��������@���
��������
a1, a2, . . . , am

1 Y "A���Q��������@���
�������� b1, b2, . . . , bn 9 ��������@���
�������� �����."����
������������Q	���������@���
�������� ��� ��������������
��;�S����#$�.7���������
�����7��GB5�
(
∗ Z
P O

)
,

��������,'�������;���X����,O7����X��������� ∗, P, Z ����������,O)*� s "A���P���������X��� Z "
���<��������@���
������<35�;#$������� ���������������������������29 ����)*��
 Z "A���<��������@���
������
)*������	���
���
 A+B " �����CB5�����M1 7������ P " �
��������@���
������
)*������	���
���
 A∩B "
�>���CB5�����M9

� � � � � ����@������ W ����@������������ ��������,-��� K ���������&���������;� ���CB5�������
W = {w1, w2, . . . , wm} 1 V ��������,-��� K " �=���������;� ���CB5������� V =
{v1, v2, . . . , vn} 1 U ��������,-��� K " � ���������;� ���CB5������� U = {u1, u2,
. . . , us} 1 ϕ, ψ ∈ L(W,V ) 1 τ ∈ L(V, U) 1 α ∈ K 9�����@������ [ϕ] =
(fij)m×n

1 [ψ] = (gij)m×n
1 [τ ] = (tij)n×s

���Q������7����������H����������,-�������
)*�.������������� ���CB5��� ���Q35������������)*�29

� � � � � � � � 	�����	 � � � � 
 ϕ, ψ ∈ L(W,V ) � τ ∈ L(V, U) � α ∈ K �
� �� ��! ϕ+ψ ∈ L(W,V ) � ϕτ ∈ L(W,U) � αϕ ∈ L(W,V ) 
 � � 
 ��� � �
����� � � � � � ����� ���

[ϕ + ψ] = [ϕ] + [ψ],

[ϕτ ] = [ϕ][τ ],

[αϕ] = α[ϕ],

� � 
 � � [ϕ + ψ] = (aij)m×n
� aij = fij + gij

� ����� � i 
 � j ��� ��� ��� �
[ϕτ ] = (bij)m×s

� � � 
 � � bij = fi1t1j+fi2t2j+· · ·+fintnj =
∑ � � ����� �

i 
 � j ��� ��� ��� � =
n∑

k=1

fiktkj
� α[ϕ] = (cij) � � � 
 � � cij = αtij

� ����� � i

 � j ��� ��� ��� �

# � � �&!�� $ 	�
 � � ���47�����
��;�N1������ [ϕτ ] = [ϕ][τ ]

ϕ ∈ L(W,V ), τ ∈ L(V, U), ϕτ ∈ L(W,U), ~W(ϕτ) = [ϕτ ]~U ,
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wi(ϕτ) = (wiϕ)τ =

( n∑

k=1

fikvk

)
τ =

n∑

k=1

fik(vkτ) =

=

n∑

k=1

fik

( s∑

j=1

tkjuj

)
=

s∑

j=1

( n∑

k=1

fiktkj

)
uj =

s∑

j=1

bijuj,

��������, bij =
n∑

k=1

fiktkj
9�����	�����������1 [ϕτ ] = (bij)m×s = [ϕ]m×n·[τ ]n×s

9

�

� � ��� ��� ����� ������������	�
 � ��� 
���
���	 � 	�
�� � ��� ����� ��
�������	�
���

� � ���(
���, ����
�� �

����@������ ����,-���.������� 35�;#$���Q	���
��������������S�������������

Axt = b̂ UV��
�15������
.�� ���
�������������� #$���������N1 xAt = bt Z , (1)

��������, A (m× n) "A����������,-��� K " �>���������;�N9
����@������ A ������� Kn " ��������,-��� Km " )*� ϕ 35�;#$�����Y������7������ ����������,-�

������
������������ ���CB5��� ��� (e, f) 35���������������������;�N9�����)*��
I
������������������ v ∈
Kn ��������@���
�������������� ����	������Y��@����X������������� vϕ = vA 12��������, A =
[ϕ]ef 9
xAt = b̂t ��������������� ����
Q����������)*����������� 	���
�����7������;� V = Kn ����"

����,-��� 35�;#$����� ������7���� ϕ : x → xAt U = Km ��������,-�.)*�29O����	�����,
35��
��
���CB5��,O)*����D���
���)*
��W�N1 ϕ ������7������Y����������,-� V " �N��� U " ��������
�������"
����� ���CB5��� ��� (e, f) 35�����������?���������;� At " �>���������2L

[ϕ]ef = At.

���;��	�������������
�� xAt = θ ��������������� ������
���7���
W���!��������������� � �.� ϕ
������7������ K = kerϕ �����;�������29�7�����
N����,-���N1R����� K @����.��������,-��� V " )*�21
�����������(	���
GB5������������� n − r(At) = n − r(A) " � ���������29-�.�(��0��������
��������������	���
������ #$��@������ ���������<������������,-�������%U ��������������$ 9 ' 9 � Z�9
�8� x0 �������'U:� Z���������������� ������0�� ������
���7���
��21O����)*��
 x0ϕ = bt 1R7���"

��� U:� Z����������������>������
���7���
W���P�W�������X���;��������������� ���W�87�������� x0 +K
�������CB5D������H���������M9N��@�������
H	�������������
������������=�������&������������,-���������
�������������X��������������� B5��	������Q������
���7���
����>)*�.����7����&U ��������������$ 9 ' 9 � Z�9



�������>J�� 95����@������������P��������,-������� � ���
� � � � � � � �&$ ���!� � ����@������ ����,-���.������� U:� Z>�������������29�������	��;� (m +
n) × (n+ 1) B5������� ����������,-�




A
(m×n)

b̂
(m×1)

. . . . . .
En θ

(n×1)


 ,

��������, En
���;���.����������
�� (n×n) "A����������,-���21 θ � 
.����������
�� n ��������D�"

�����P���������29*���������������>����������
������������P	���������@���
��������N1 �����������>�������
������� ���������H���������<�������/ ���������� �������/��������)*�����M1���������������
��;� ���
����7��GB5�



X O θ
. . . . . . . . .
Y F z


 ,

��������, �������CB5��
������������  ���
�@�������7��CB5� 0������F����	�������� 	��������M1 X
����������,-���%�������������%35�;#$������� ���������������������������21 O 
.����������
��'������"
����,-���21 θ 
.����������
��&���������������21�������������, b " �%����	�������� 7�
��������=U �8�
b̂ ���������&��� 
.�����������218����)*��
HU:� ZX�������������&��������������������������Z�9�����)*��
 z
��������� U ��#$��� ��35��������1 zt ��������@���
���Z � U:� Z?��������������� ���;�8"A���;���
������
���7���
����21�7������ F ����������,-���?�������������%U ��#$��� ��35��������1 F t ������"
����,-���%��������@���
�������Z )*������	���
���
 Axt = θ ���;��	�������������
��H���������������
#���
���������
������ ������
���7���
W���>���;�����������������M9���������������,-�W�N9
� � � � � � � �&$ ���!� � � ��	 # ����� � ��
 � 	�����	 � 	�
�� � � ����@������ ����,-���.�R"
����� 35�;#$���Q	���
��������������8�>�������������

Axt = b̂. (2)

	���
�����7������;�S)*�.��������������� ���;��	�������������
�� �������������

Axt = θ (3)

���Q������
.�� ���
�������������� ���;��	�������������
�� �������������

Atyt = θ. (4)

���������;��������
����Q)*��������	�� �������������������2L
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� ZP�������������6U %�ZQ�������������������H����)*��
 ���+�.7�������� ����)*��
�18����,-� U **Z
��������������� 
������������������ y0 ������
���7���
�������������� ����	������6��@���� �������������
y0b̂ = 0 UV������
.�� ���
�������������� ���;��	�������������
��'���������������6
������������������
������
���7���
�� ������������#$�����>35�������������>����������� ���;����	���
�������������Z�9
%�Z<�8�TU %�Z<�������������������21$����)*��
Y�����?���Y��� �.7�������� ����)*���W�87���������)*�

��@����
���;���������;���;������
���7���
��21 ����,-�YU 'MZ " �;��@������.7��������/�������������������
������
���7���
��29
'MZI�8� A ������������������������������,-���21 ����)*��
�U 'MZ$��� U **Z$��@����/35�;#$�������

�����������������������4������
���7���
W���>�������>����������
������29
� � � ��
 �!� UV ���
�@���� ��9 Z ��- $ ����	�
�����
 � � ����@������ U %�ZY�������������������21

��9 �29M��������������� n ����	���0���� x0 ��������@���
��21*����������� ����������, A(x0)t = b 9
����)*��
!
������������������ m ����	���0���� y ��������@���
�������������� )*�.�������������������
yA(x0)t = yb̂ 9%�8� y0 U **Z " � ��������� ������
���7���
����21'����)*��
 y0b̂ =
(y0A)(x0)t = θ(x0)t = 0 9

���! � ������
���
 � � ����@������ U %�Z �������������F�������������������������29 ����)*��
�1

J�J 9 ��9 % 9 � 2?���������������Q)*������	���� ����
���7�������1 (0, . . . , 0 | 1) ��������@���
�� )*�."
����� A = (A | b̂) 	���#$���;�������������P����������,-���P����#$�.7���������
�����7��.)*�P���21
����)*��������������1�������� �������/��������@���
��������=35�;#$�����6����������
���,-���29����&35��"
#$�����X����������
���,-�����>�����W#$��,-����
��������X��D���
���)*
��;� y0

1, y
0
2, . . . , y

0
m
"A��� ���

������	���
�)*��������	���
��;� y0 = (y0
1, y

0
2, . . . , y

0
m) ��������@���
��29 ������������@���
���"

�����������

y0(A | b̂) = (0, . . . , 0 | 1).

����������,I��� 	��������������������(35�.�����(����
���7������ y0A = θ = (0, . . . , 0) ���
y0b̂ = 1 95����	�����������1 7�����
N)*����0�������� U **Z
���������������?������
���7���
����? �����
��21
������������, y0b̂ = 0  ������������ ��� �����������;#$���������M9 �

� � � ����� 	�
���	�
��

�����R7������������ ����������� ������������� ��	������������������21$����@������������>��������,-�."
�����Y@���
�����

����,-����������� #$��
.�X���������X����	������������?UV���Y�����Y��������� ����"
	�������������ZP���������������������������M98�8�=��������7�����
W� ����@������������ ��������,-�����
��� ��	��������(,-
������������ ����������
������������M1.7�����
P���������<� ����	����������(��
���)*��"

�����������
<,-
�������������9
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� � � � � A ���������������.�X)*�������������M1*	�������������������� ��� K ��������� ����������
����."
�CB5�I	��������������������<�� �������,-�������������������;�'�G35��������� ����� 	�
�� � K ���������
���������;�N1��8� ����� 	����47�
����P)*��������	��>�����������������2L
� ZY)*���������������(��� K ���������&����������
������CB5�>	��������������������H���������;� A

����@������������P��������,-��� �
%�Z;)*���������������>���Q	��������������������?���������;� A ��	�������� �
'MZ (λa)b = a(λb) = λ(ab) ∀λ ∈ K, a, b ∈ A 9

� � � � �1��	 ������� �!� � ����������
 EG����	���������K " �M1R��������������, 7�����
N��@��������N����"
����
���������� ��������������������� ���;�8"A���;��� ������	���� ��������7����������������������M1 ���
	���
.���CB5D�����������)*�>��@����>��7����>�CB5���29

� � � � � � ��� ����� � ��� �����������?������� L 1O������������,S@�������������� ����7���� )*�."
��,-����� K " � )*����0��������?	���
�����7������;� ����	�����,S����	�������� K ���������(����"
�����;�N95������0�����1 C �������>������� ����	�������� R "A��� ���������;�N9

� � � � � � ��� ����� � ��� E3 ��������,-�
������� ����	��������Y����@������������X	�����������"
��������� ���������;�N9

� � � � � � ��� ����� � ��� ��������������� D(X,K) = {f : X → K} �������
����	�������� K ��������� ���������;�T#���
�@�,-��������� )*�������������M15	����������������������>���
#���
�@�,-����� ������������B5�>	��������������������+���������;�N9$�.�(����	�������� �����.������,-��"
�������215������,-����,-��������� ���Q	����47�
����Q���;���.�����29

� � � � � � � �&$ ���!� � ����@������ X ���������������������������>��� 2X �+���������Q�������
@����.���������������W���?����������������9I���47�����
��;�N1-����� 2X �������+��	������ ����������"
��������� ��7������������

M M N = (M \N) ∪ (N \M)

��� M ∩ N ����
��������W�����H�� �������,-���������M1$)*�.������������������18����	�����,S)*����"
��������� ���Q	��������������������?���������;�N9

2X 	���������@�,-�����;����	���������� Z2 = {0, 1} ���������N���������;�N1��8� 	���
����������������
������������� ����������
������CB5�<	�������������������� )*��������	�
����������

0M = ∅, 1M = M ∀M ∈ 2X .
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����@������ A ����	���������� 	����47�
����=���CB5����� {e1, e2, . . . , en} ����	�����,
����@���������� ��������,-�.� K ��������� ���������;�T���Q����@������

a =

n∑

i=1

aiei, b =

n∑

i=1

biei

���&����	����������=
������������������6����� ����������
������29N����)*��
&	�������������������� ����"
������������,-����������������
�)*�������������>���������;� ��� 'MZ
������������������
<	�������������"

������������M15�����

ab =

( n∑

i=1

aiei

)
b =

n∑

i=1

ai(eib) =

n∑

i=1

ai

( n∑

j=1

bj(eiej)

)
=

=
n∑

i=1

n∑

j=1

aibj(eiej) =
n∑

i,j=1

aibj(eiej).

�.�&�������H	����47�����
������M1������>	������������������ A ����	���������)*�(����������� 	���
���"
���CB5D���������� �������CB5����� ����@�������������� 	��������������������N9
�8�'�������CB5����� ����@�������������� 	������������������>�����.������,-���������21���9 �29

eiej = ejei ∀i, j,
����)*��
8	������������������ A ����	���������)*���W��������
�������)*�N�����.������,-���������292������"
������,�1

ab =
∑

i,j

aibj(eiej) =
∑

i,j

bjai(ejei) = ba.

��
�������	���������� ��������,-�������21O�����X�8� �������CB5����� ����@�������������� 	�����������"
�������Q������,-����,-���������21���9 �29

(eiej)ek = ei(ejek) ∀i, j, k,
����)*��
 A " )*�Q	������������������>�W��������
�������)*� ������,-����,-���������29
���������
�.7������21 �8� V n ���������
����@���������������������,-��� {e1, e2, . . . , en}���CB5�������=��� eij (i, j = 1, . . . , n) ������������,-���X����@��������������21�����)*��
87�����


)*��	�����0������ V n " )*� 	��������������;� 	�������������������� �� �������,-���Q35�.�����

ab =

n∑

i=1

n∑

j=1

aibjeij =
∑

i,j

aibjeij
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���Q����	���������� 	�����������@�,-���;� V ����	�����������9
� � � � � � ��� ����� � ��� Mn(K) ������,-����,-������� ����	���������� ���;���.�������N9
Mn(K) " �>	����47�
����>
.������� 	��������;#$�����29
� � � � � ����	�����������@����.���������������.�N�G35��������� +���	!����� 	�
�� � 1C�8� ���
���;����"
����������� ������� @����.��������,-�Y���Q@�������	������29�����	�������������� ������7������?�G35��"
������� ��, � � ����� ��, � � 1$�8�=���+���;��������������� 35������������	���
.�(����@�����"
�������P��������,-����������� ���Q��	������������ �CB5�������;#$�CB5�.�M9
� � � � � � ��� ����� � ��� C �������21$����	�����, ����	�������� R " B5��1�������,-�����>����"
���CB5����� ����@�������������� 	��������������������>)*��������	��Q�������������

× 1 i
1 1 i
i i −1

�����.������,-���������������!���/������,-����,-�������������!)*������35�������/������������
������
1 ��� i ����������
���������� 	��������������������(�����.������,-�������������(��� ������,-����,-��"
����������� ����������������� )*������35�������CB5��9
� � � ��� � � ��� ����� � ��� E3 ��	 !���	�
���
��&# � ��	�+������ -/����� � � � ������	 �

���
 � ��	�� ��$ ��	�
�� �(� E3 �����������.������,-�������H���&������������,-����,-�������
��	��������29$����	������ ������)*� ��������������� )*��������	�� ��	����������������21-��������������,
����D���, �CB5�����T,-��������
Y�����.������,-������������� ���Q��,-��,-����,-�������������ML

a× b + b× a = 0 UV��
����������.������,-������������Z
(a× b) × c + (b× c) × a + (c× a) × b = 0 UV�������������?��	�������������Z .
��
����������.������,-�����������N,O7��������29 �������������<��	���������������)*������35�������������������
	���
�����7������;� E3 "A�������;����
�������������������� {i, j, k} ���CB5������)*��������	������."
@������������Q	��������������������?�������������NL

× i j k
i 0 k −j
j −k 0 i
k j −i 0

�.� 	������������������ ��
����������.������,-��������� ��� �����������;#$���������T�������������
��	��������������M9
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� � � � � � � ��� ����� � ��� +�� � � 	��&�����&� ��� ����� 	�
�� � � H ������,-�����
{1, i, j, k} ���CB5����)*� )*��������	�� 	��������������������?�������������NL

× 1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1

�.�/����	��������'������,-����,-��������� U )*��������35���W� � Z�1�����	������ ��� �������/����"
�.������,-�������29����?@���������	���������� ����7����T)*����,-�����?������ �����@.����� ����,O7������
����	����������M9
� � � � � � � � �&$ ���!� � Eij

����������,O�M18����������� (i, j) ����	����NB5� ��	���� 1 1
7������ ����
����87���
Y����	��������CB5� �H
.���������21��G35��������� � ������� $ -/��� 	�� �
� 	�-/��� UV���=���������;�=���;���.����������

����������,I����
 � Z�9 Eij (i = 1, . . . , n 1
j = 1, . . . , n) ����������,O�����(���;���.���������+@���
�����
 Mn(K) ����@������������
��������,-�������CB5�����M9 7����C35�����;� Mn(K) ����	�����������	��������������������N�����������
�������CB5����)*�29
� � � � � � � � �&$ ���!� � ��������������,-�W�N15����� M2(R) ����	���������)*�

(
a −b
b a

)

����7����?����������,-����� @���
�����
X@���������	����������M1O������������, C ����	���������� �CB5��"
�����;#��������29
� � � � � � � � �&$ ���!� � ��������������,-�W�N1������ M2(C) ����	���������)*�21�������������,
	���
.7������������ ����	�����,=����	�������� R " B5��1

(
a −b
b a

)

����7���� ����������,-�����Y@���
�����

@���������	����������M1 ������������,/@�����������
�����
W���X����"
	���������� �CB5�������;#��������29
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