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1. სიმრავლეები 

����������
, „
������н“ ���
 н�н�н���� н���������, ���� „�������“ 
– �н��
��н�� 	н
�, ���н��� #��н� н�н�н��
 н��� 
�������

�нש ������н�
 

нש��#��
 н�н�н��
 �н��н 
�������
��. 


�������
 �������н��: 
����#н!н #�н�� 	��нн��
 
������н, #�н�� ����-
������ ������� Q 
������н, #�н�� �����н�
�� ������� C 
������н, #�н�� 
��н� ������� Z 
������н. 
�
���� ���
н����
 
���
�
��� н�н�н���
���� 

�нש���� 
������нн�� שн
���н�н��� �;�	н��
 #�н�� ��
� н�н�н���
-�нש ����

���� 
��
 

���ש� ��
����н���, ���нש� ����
н�н� ������� ��$���нש��. 

�ש���
��н, #�н�� ��	� ��н�� �����н��
 
������н �����
н���� 0-
� 
� 8-
 

���ש, �� ����н��

нש ,������$ ���н�н��� 	������
����� ������ 

(0,2,4,6,8}, �
н�н 6-�
 #�н�� 
�
н���� ���#��н��
 
������н 	�����
���н�� 

�нשн�� 
���� {1,2,3,6}. ���
, �����
 ���н
����� 
����н����� �� 
�������
 
н�н�н��н��, �� ���
  .��н����: {1,2,3,6} = {1,3, 6,2}ש��� 

���������
, „x ∈S “ �;ש�����
, ��� „x ���
 S 
�������
 н�н�н��	“ ��, н�-
�����н�����
, „x ���
 S 
�������
 	н���“ �� „x н������
 S 
������н
“. ��-

�н��н „x ∉ S“  ש�����
, ��� „x �� ���
 S 
�������
 н�н�н��	“. �����
�� 
�����-
�н 
����
 ����
�!;��н�� ��
� н�н�н��н���, ��� 
������н S 
� T ���	
 ��-

 ��ש� �����

 ���н ����$��� ��� ���� ,��ש�� � ����н н�н�н��н��; 
������-
нש��, S 
� T 
������н�� ������ שн���н�� �
н $�	н��
: 

 S = T ⇔ #��н�� x-�
, x ∈ S ש���� 
� �����
 x ∈ T.          (1) ���� ,��ש�� 

(�� �������� �

 ��ש��„ 
���ש�� ”⇔“ ���� �����

��� S .(“��ש��  T-
 ��н�	��
�-
�н (�� �
����	
 T-ש�� ,(�ש���
, ��� S-�
 #��н�� н�н�н��� ���
 T-
 н�н�н���, 

�
н ���, �� x∈S , ש���� x∈T; 
������нש��: 

S ⊂ T ⇔ �н��
��н�� x-���
, x∈S ⇒ x∈T. 

(��, ��� �н�� ����н

���ש�� “ ⇒“ ��������� , „�����
����н��
“). �� ���
�!;�-

�н��
 �������
, S ⊂ T 
� T ⊂ U -
�� �����
����н��
 S ⊂ U. S 
� T 
������н-
н��
 ������, ������ н
 !н��� ���
 ���

�� ��н���нש ,�����;!���	н��
 

�нשн������
  

S = T ⇔ S ⊂ T 
� T ⊂ S. 


������н S �
�	н�	
, �� ��
 �� ���$��� н�н�н��н��. (1) ������
 
�������
, �н��
��н�� ��� ����н�� 
������н �����. ����н�� 
������н �;�-


 ∅ ���нש����������. ��
 ���н��н �	�
н�н� ��� 
������н
; �
 ���
 �н��
��-
н�� 
�������
 ��н
������н. S ���
 U 
�������
 �
����	�	 ��н�	��
��н, �� S 

≠ ∅ , S ≠ U 
� S ⊂ U.  
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���н���� U 
�������
 !���н��� ��н
������н ש����
 �;�	н�н�� ������ 

������н #�н�� �� x н�н�н��н��
� U-
��, ���н���� ���$���� ��;�� 
�н��-
������ ���
н��. �
н ���, #�н�� �����н�
��� z �����н��
 ��н
������н, �
н�� 

��� 12 −=z  $��	н�н�� שн�
н������
: {z| z∈C  
� 12 −=z }, �
н�н ������н��  

E ={x | x ∈ Z  
�  x = 2y   ���н���н   y∈ Z}, N = { x | x ∈ Z  
�  x ≥ 0} 

�;	н�н�, שн
�����
�
, #�н�� ��	 ��н� ������� 
������н E-
 
� #�н�� ���-
���#���� ��н� ������� 
������н N-
. 
���
�
��� ���
н�н��� שн
���н�н��� 
�;�	н��
 н��� 
� ����н ��н
������н; �
н, ��������
,  

{n | n ∈ Z 
� 0 < n < n} 
� {n | n ∈ Z 
� 12 −=n } 

����н �;	н�
 ����н� 
������н
 ∅. 
���������� ������н��
 
� ��н�����н��
 ��н����н�� 
������нн�!н. �� R 


� S ���н���� 
������нн���, ���� �
�
��н�
 R ∩ S ���
 R 
� S 
������нн��
 
#�н�� 
�н��� н�н�н���� 
������н: 

R ∩ S = {x | x ∈ R 
� x ∈ S}, 


! ���� ���� ,��ש��н��	
�н"
 R ∪ S ���
 #�н�� �� н�н�н���� 
������н, ���-
�н��� н������
 �� R �� S (�� ����н
): 

R ∪ S = {x | x ∈ R �� x ∈ S}. 

н
 ���
�!;��н�н�� שн�
н������

��������� ��н���нש :  

x ∈ (R ∩ S) ⇔ x ∈ R 
� x ∈ S, 

x ∈ (R ∪ S) ⇔ x ∈ R �� x ∈ S. 

������н��
� 
� ��н�����н��
 ��н����н��
 н
 �������н�н�� н����
н�� 

���нש��� ������� „
�“ 
� „��“-

ннש “���„ 
��ש��� ������� .����н�� „
����н-
��
“ ��н�����: �� S-� U-
 ��н
������н�, ש���� S-�
 #
�
�н"
, ���н��� �;ש���-
�н�� – S �� S ���
 #�н�� �� н�н�н��н��
 
������н U-
��, ����н��� �� н����-
���� S: 

− S= {x | x ∈ U 
� x ∉ S}. 

������н��
, ��н�����н��
 
� 
����н��
 ��н����н�� ����#����н�н� ��-
���н�
, ����н��� 
����������� �н��
��н�� 
�������
���
. ��������� н��-
н��� ������� 

 R ∩ (S ∪ T) = (R ∩ S) ∪ (R ∩ T),        (2) 

���н��� 
����������� �н��
��н�� R, S 
� T 
������нн��
����
 (н
 ������ 
������н�
, ��� „������н��
“ ��н����� 
�
����������� „��н�����н��
“ ��-

����). 
���������� н
 
н���н��. !н��� ��#������ ∩ 
� ∪ ���
�!;��н��
 ��-
�����
,  

x ∈ [R ∩ (S ∪ T)] ⇔ x ∈ R 
� x ∈ S ∪ T ⇔ x ∈ R 
� (x ∈ S �� x ∈ T ). 
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����������
,  

x ∈ [(R ∩ S) ∪ (R ∩ T)] ⇔ (x ∈ R 
� x ∈ S) �� (x ∈ R 
� x ∈ T). 


�нשн�, „
�“-
 
� „��“-�
 ������� ���
н�н��
 �������
, н
 ��� 
���
�
��� 
�����н���н�н�� x-�

нש ��н�, !н��� 	����
н���� ��� �н�� �����
 $���	н�н�� 
��������
 н������н����н���. ש���
�
��н, ����н 	����
�н��� 
������н
 
���$���� н��� 
� ����н н�н�н��н�� 
� ������ ���н���. ����������
  

 R ∪ (S ∩ T) = (R ∪ S) ∩ (R ∪ T).       (3) 

�� 
������н
, R 
� S-
, н	�
н�� �
�
���н�	, �� R ∩ S = ∅. 
�� �����
 �н��
��н�� 
������н U, P(U)-�� �;ש������� U 
�������
 #�н�� 

S ��н
������нн��
 
������н
, ���н�
�� ��	�
н�� U 
�������
 "��н
��; 

н.�., P(U) = {S | S ⊂ U}. ��������
, �� U ��н�н�н�������, ש���� ��
 ���$��� ���� 

���
�
��� ��н
������н, ����н��� ����� P(U)-
 ���� н�н�н���. ���� ���-

��
, P({1,2}) = {{1,2}, {1}, {2}, ∅}, 
�
�� ∅ ���
 ����н�� 
������н. 

• • •  

1.1 U 
�������
 R, S 
� T ��н
������нн��
���
, 
�������н� שн�
н�� ����н-
��н��: 

(a) R ∩ S = S ∩ R , R ∩ (S ∩ T ) = (R ∩ S) ∩ T . 

(b) R ∪ S = S ∪ R , R ∪ (S ∪ T ) = (R ∪ S) ∪ T . 

(c) −(R ∩ S ) = −S ∪ (R , −(R ∪ S ) = −S ∩ (R . 

(d) S ∩ (S ∪ T ) = S , S ∪ (S ∩ T ) = S . 

1.2 �$�н�н�, ��� �н��
��н�� н��� $��������� 
��� ������
��: S ⊂ T,  

S ∩ T = S, 
� S ∪ T = T , ����н��� �����
����н��
 
����$н�� ���
��. 

1.3 �� S ⊂ U, �$�н�н�, ��� S ∩ −S = ∅ 
� S ∪ −S = U .  

1.4 $�������н� P(P({1})) 
� P(P(P({1}))) 
������н�� н�н�н��н��. 

1.5 �$�н�н�, ��� n-н�н�н����� 
������н
 ���$��� 2n ���
����н���� ��н
�����-
�нн��. 

1.6 �� m < n, �$�н�н�, ��� n-н�н�н����� 
������н
 ���$��� (n !)/(n − m)!(m!) 


���
�
��� m-н�н�н������ ��н
������н, 
�
�� m! = 1⋅ 2 ⋅ ⋅⋅⋅ ⋅ m. 

1.7 
�������н�, ���: (a) A ∩ B ⊂ A ⊂ A ∪ B; (b) A − B ⊂ A. 

1.8 
�������н�, ���: (a) −(R ∩ S ) = −S ∪ (R , (b) −(R ∪ S ) = −S ∩ (R. 

1.9 
�������н�, ���: (A ∩ B) × (C ∩ D) = (A × C ) ∩ (B × D).  

1.10 
�������н�, ���: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )DBDACBCADCBA ×∪×∪×∪×=∪×∪   



 10 

2. ფუნქციები 

�н��
��н�� f -����	
 S 
�������
�� T 
������нש� #��н� s н�н�н��
 S-
�� 

���%н�

������нש���  f(s) ∈ T (��� s н�н�н��� ��
�9#��
 f(s) н�н�нש���, f(s) ∈ T). 
���

�нש ����ש���;� н������
 

s ( f(s), s ∈ S, f(s) ∈ T. 

f(s) н�н�н��� שн���н�� ���н��н $��	н��
 ������ fs �� fs, ��$���н��
 ��-
�нשн; н
 ���
 f-�

"����нש	��  s 
�!��н��0н. 
������н S-
 н	�
н�� f-�
 #�-
�н	�	, ���� T -
 – ��#��н	�	. �
  ���ש��;� �����

f : S → T �� TS
f

→  

������н�
, ��� f ���
 ������� S 
��н���� 
� T ��
��н����. ש����
 ����-
���
 �	�
н�н� „�
����
“ �� „����
��������
“.  

��� �;�	н��
 �����н���� �������, ��$�н�н�� ��
� �#�
 ��
� 
��н��� 
� 
��
� ��
��н���, $�	н���� ��
� �#�
 ��
� ����н
н��

нש н�� ����� („����
“) 

н�н�н��!н 
��н���
��. �
н ���, ���

����#� �ש��� ������� f : R → R ���
��� 
������� 
�������
����

�нש 
��н	�н���н�� �;ש н�� �н��
��н�� �!��: f(x) = x2 
#��н�� x ���
���� ������
����
, �� ������ ������� (–)2, 
�
�� – �������
-
	��н����� �
���� �����н���
���
, �� ������ �������, ���н�
�� ��
�9#��
 

#��н�� x∈R x2-ש�, �� ������ �������, ���н��� ���н����� �
����� x ( x2 , 


�
�� x∈ R.  

 ��� ,���ש���нש������ ��������� f �� g �;ש�����
 �������
-�� ��ש�� ,


н
�� ����
����н�� ��������� f(x) �� g(x) �;ש�����
 �� �������
-����нש��� 
��
 x н�н�н��!н ��
� 
��н���
��. ��������
 ����
������� „sin x“ ש�����
 
���н��;�� �����
, �
н ���, $�н� ����������� ��� „������� sin x“ , ����н
 

������� sin : R → R .  
��� ������� f 
� g ���	

 �����$���� н� ��� ���� �н��, f = g ),ש��;�( � 

����н 
��н���, н��� 
� ����н ��
��н���, 
� н��� 
� ����н ש�����н���� f(s) = 
g(s) #��н� н�н�н�� s-!н ���� 
�н��� 
��н���
��. ��������
, �
���� x ( x + 2 

���
�!;����
 �������
 f : Z → Z ��н� ������� 
������н Z-!н; ���
��� ����-

��� 
������н R-!н н
 �
���� ���н��н ���
�!;����
 �������
 g : R → R; ������ 
н
 ������н�� �2�
#
�2�
 ������н���, �����
�� ��� ���$���� 
���
�
��� 
��н-
��н��.  

�������
 f : S → T �
2н image(f) ���
 #�н�� f (s) ש�����н������ 
������н f 

(S), 
�
�� s ∈ S ; image(f) #��н����
 ���
 f-�
 ��
��н���
 ��н
������н.  

�н��
��н�� S 
�������
����
, 	!	���	 -����	
 1S : S → S ���
 ������� s 
(s, ���н��� �
����
 #��н� н�н�н�� s S-
�� ����

 .�ש��� ���
�
��� 
�����-
�нн�
 ���$���� 
���
�
��� ������� ������н��. �� S ���
 U-
 ��н
������н, 
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� ��ש��#!�
 i : S → U ���
 ������� S-
�� U-ש�, ���н�
�� ��
�9#��
 
�н��
��н�� н�н�н��� S-
�� ����н н�н�нש���, ���н��� ���
 U-
 ,���ש���нש .��

��� „$�
���“ ���
 ������� S → U , ���� „$�����“ ���
 ������н�� S ⊂ U; #��н-
�� $�����
 ������н�� 	��������
 $�
���
 �������
. 

��� �������
 ���4�0	�	
 fggf =�  ���
 �
н�� �������, ���н��� 

���;н�� ���� ������
н������ ����н
н��

нש н��
; ����н��
 g-
� 

�нש �н� f-
�
,���н��� �� ���
 �!�
 ����н����, н. �., f-�
 
��н��� ���
 g-
 ��
��н���. 
���� ���������
, ���н���� �����
 �� ������н��  

g : R → S, f : S → T, 

���� ���4�0	�	
 ���
 ������� TRgf →:� 
���ש�� ��� , ���  

))(())(( rgfrgf =� , #��н�� r ∈ R.        (4)  

н
 ���
�!;��н�� שн������� 	������
����� „�
���н��
 
�������
“ 
-�ש�
��н���: 

 gf �  

 R                      T  
  

 g              f  
 

 S  

��� ��
���
н� R-
�� gf �  �����!����� T-ש� н
 ����н� ��� ����;	��� T-
 

��� ���� �� S-�
 ������, ����н��
 g-�� 

�нש �н� f-��. �� �����
 �;
-ש���
����
 �����н� ���н��н, ��� н
 
������� 
������� „�������н�
“. 

������н��
 �����!���� ����#����н�
 
���	
�	���"	� �
����: 

 ),()( hgfhgf ���� =  


��� ���!���н���� ������нש �ש��� �����!;������. н
 ����������
 ���н���; 

����н
 hgf �� )(  
� )( hgf ��  ���$���� ����н
н��
 н������� н�н���:  н� h, 


�нשн� g, 
� ����
 f. ���������
, ���н���� ������н��
 h: P → R, g: R → 

S 
� f : S → T, ����н 
��н���
 �����!���н�� hgf �� )(  
� )( hgf ��  ���
 

������н�� P -
�� T -ש�� ,�ש�� ��
н
�� ����н�� �����!���� #��н� p-
 (p∈P) 
���%н�

������нש���  

;)]([))(())(())((])[(
)()(

pghfpghfhpgfhpfgphfg
ghfghfghfg
====  

������н��
���
 ������
 ���
�!;���
 �������
 �����
н�� �
�����������
 

������ (fg)h = f(gh): P → T. שнש������, ��� �� (

�нש 
���ש� ����) ��
��н��н�н-

��� �� �	н��� 
������ ""�  gf �  .�ש-
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�����!����
 ������ #��н�� ������� ����#����н�
 ����н���
 �
����: 

.:11 TSfff TS →== ��  

����н�� ������ ��� 
������
н
, (4)-�
 �������
 ��� ,���ש���нש 

fssfsf SS == )1()1(  #��н�� Ss ∈ 
�ש�� ;�
��н, ff S =1  ������н��
 ����-

��
 ��
�!;���
 �������
. ����������
 �����
н�� �н��н ������. 

�������
 r : S → T н	�
н�� f : U → V �������

�#�;н0ש , ���� S ⊂ U, T ⊂ 

V 
� r(s)=f(s) #��н�� s ∈ S (���н��н שн������� ������, ��� f ���
 r �������
 

!
-
���н"
). ��������
, ���н���� ��н
�������
���
 S ⊂ U, $�
��� i: S → U 

���
 �����н�� �������
 1U : U → U שн!;�
��.  
����������� 
�н������� ����
 ��н������, 
��н������ ��н������ ����-

��н��. 

������� f : S → T ���
 	�н��	��	 �� 	�н��	
, �� ������
�� a ≠ b S -ש�, ��-

���
����н��
 f(a) ≠ f(b) T-ש�; н. �. ���� f-
 ��
�9#��
 ���
����н���� н�н�н�-
�н�� ��
� 
��н���
�� ���
����н��� н�н�н��нש�� ��
� ��
��н���
��. ������-

��
, #��н�� $�
��� ���
 ��н����. ������� h : S → T ���
 ���н��	��	 �� 
���н��	
, �� ��
� 
��н н����н�� ��н� ��
��н�� T-
; н. �. #��н�� t (T ��
н���
 

н��� ����� s ( S 
�
�� t = f(s). 
�����
, "	н��	
 н	�
н�� b : S → T �������
, 
���н��� н��
�����
 ���
 ��н����� 
� 
��н�����; н. �. b ��н����� ש���� 
� 
�����

���н ���� ,��ש�� ��н�� t н�н�н���
���
 T-
�� ��
н���
 �����
 н�-

�� н�н�н��� s-� S-
�� b(s) = t �������. �;ש����� ≅ , �� TSb ≅: , �$�н�н�
, 
��� b ���
 ��н���� S-
�� T-ש�. 

��������
, Z → Z ������н�

���ש , ������� )( nn −֏  ���
 ��н����, 

������� nn 2֏  ���
 ��н����, ������ ��� 
��н����, 
� ������� 2
nn֏  ��� 

��н����� 
� ��� 
��н����. 

�� +
R  ���
 #�н�� ������#���� ���
��� ������� 
������н, ���
 �ש���

�#����
 ������� +→ RR:g , ���н��� ���н����� 2)( xxg =  	н
��, ���
 
�-

�н����, �����
�� �н��
��н�� ������#����� ���
���� ������ ���
 ���н��;�� 

���
���� ������
 ���
����. ������, ���

����#� �ש��� ������� RR →:f , 

���н��� ���н����� 2)( xxf =  	н
�� 
� ��
� ��
��н��� ���
 @�н�
 ���
��� 

������� 
������н, �� 
�	� 
��н����. н
 ��� ���

����#� �ש��� ������� 
(����н
���
 ���
�, ��� ��� ���$���� н��� 
� ����н ש�����н���н��) ����н���� 

���
�
��� ������н��
, �����
�� ��� ���� 
���
�
��� ��
��н��н��: ���
 �� 
�� ������� 
��н���� #
���	#н"��	
 �	� ��#��н	�0н. 

��н��� ��#������ �����
 �� ��н�н��
 
��� �����н���� �н����������  

���н���� S → T = „����н�����
���“ �
���� S-
�� T-ש� ; 


��н���� S → T = �
���� S-
�� T-!н ; 

��н���� S → T = “����н�� ���
���” �
���� S-
�� T-!н. 
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�н��
��н�� ������� f שн���н�� 	������
�����, ������ �����!���� 

hgf �= , 
�
�� g ���
 ��н����, ���� h 
��н����. �������, �� f : S → T 

�������
 
��н ���
 U ( T, ��

�;!нש ��� r : S → U ���
 
��н����, ���� $�
��� 

i : U ⊂ T ���
 ��н����, 
� ���� ������� f ���
 �����!���� rif �= .  

 !���н�� ������н�
 ��� ,���ש���
 .��н��н���“ ������нש„ ����$��� 

���н����� STg →:  
� TSf →:  �
н, ��� ���� �����!���� gf �  ���
�!-

;������. �� н
 �����!���� ���
 ������� ������� gfT �=1 
- f ��ש�� , ��	�-


н�� g-
 �
��2н�

-н��н���, ���� gש  f-�
 �
�A�н�

�� .���н��нש н
�� ���-

��!���� ����н ���
н������ ���
 ������� �������, gfT �=1  
� fgS �=1 , 


-f ��ש�� ��	�
н�� g-

�ש�� ,�
) ���н��нש �	���2� �
��н, g ���
 f-�
 ���2-
 (.	��н��нש 	�	�

��
�� ������н�� 

�н��
��н� �������
 }1,0{}1,0{: →nf  ��	�
н�� n-
#!	�	
� "��	� -���-

�	

��н�����нש �� .� �������
 ����

���� ��������нש��� ����;!� ������н�� 

�нשн������
:  

x ∨ y = max (x,y), x ∧ y = min (x,y), x → y = min (1, 1 – x + y ), ¬x = 1 – x.  

��н���, ������
 
����, ���н����� !���н��� ����
 ������� 
 

21 xx  21 xx ∨  21 xx ∧  21 xx →  21 xx ⊕  21 xx ⊗  21 xx ↔  

1 1 1 1 1 0 1 1 

0 1 1 0 1 1 0 0 

1 0 1 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 1 



����� �������н ��� ,���ש��� n ���
н����
 m-�
������� ��н����н�� 

nff ,...,1  ���
�!;����� X 
������н!н. ���н��н 

��� X-!н ��� ,���ש����!;�-

����� n-�
������� ��н����� f. ����
�!;���� X -!н m-�
������� ��н����� g 

�нשн������
  

)),...,(),...,,...,((),...,( 1111 mnmm xxfxxffxxg =  

�н��
��н�� Xxx m ∈,...,1 . ���#���, ��� ��н����� g ��;н����� nfff ,...,, 1  

��н����н��
���� ��4н�4�0	�		� (
� �
��	�). 
��� 
��#�н��� ��� ������, g 
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!
��	�
2н"
 nfff ,...,, 1  ��н����н��
 
),...,,,...,( .������нש� 11 knnn xxxxf ++  
n+k-����

���� �ש������� ���н�
 knn xx ++ ,...,1  н	�
н�� -	��	��	, �� f ����-

���

��� �� ������нש���  
�����
н���� knn xx ++ ,...,1  ����
н��
-����нש��� 

�н�!н. �� ���
�!;���
�� �����
����н, �н��
��н�� n-�
 �������нש ������� �������
������
���� ������ n + k-�
������� �������, 
�
�� k>0.  

�
��
 ������: ������ ����
 ������н�� �����
��н�� ¬∧∨ ,,  ������н��
 



�� ?������нש��н �� ������!н ����
��н�
н�, שн����;�� ���
�!;��н��: 
�-


��� F ���ש�� ��;�� ������н��
 
������н X-!н 
� nff ,...,1  ���
 ������н�� 

F-
��. ���#���, ��� 
�
�н�� },...,{ 1 nff  ���
 ����	 F-ש	, �� �н��
��н�� ���-

���� F -
�� �����
��н�� nff ,...,1  ������н��
 
 .������нש�

�н�	н�� (�	����	� �н��н�
). �	��н�
 { ¬∧∨ ,, } 
�	� ����	 @�н�
 "��	� 

-����	н"	� F �	��
��нש	�2 .�
 �	�@�н"	� ��� ����
�, �н"	��	н�	 "��	� 
-����	
 !
��	�
2н"
 ¬∧∨ ,,  -����	н"	� �

�ש�н"	�. 

 • • •  

2.1 �� S = {0, 1} ���
 ��н�н�н������ 
������н, $�������н� #�н�� ������-

н�� S → S 
� 
�� ���н� �
��� 
���н�����, ���н�����, ��н����� �� ���-
н��� ������� ������н��
.  

2.2 �� f � g ���
�!;����� 
� ����н
 f 
� g-
 ���$��� �����н�� שн��н���, 

�$�н�н�, ��� f � g �������
�� ���$��� �����н�� שн��н���. 

2.3 �$�н�н�, ��� ��� 
���н����
 �����!���� 
���н�����. 

2.4 �� f ��н����� 
� f � g ���
�!;�����, �$�н�н�, ��� g ���н����� ש���� 
� 

�����

 ,�����f � g ���н ���� , ��ש�� � 
���н����� ש���� 
� �����
 ��-


 f � g ���� , ��ש���н�����. 

2.5 N ������#����� ��н� ������� 
�������
����
, �$�н�н�, ��� ������� f : 

N → N , ���н��� ���н����� �
����� n ֏ n 2, �� ���$��� ��� �н�� שн�-

�н���.  

2.6 �� f ���н�����, ���� f � g 
� f � g’ ���
�!;����н���, �$�н�н�, ��� f � g = f 

� g’ ⇒ g = g’.  

2.7 �н��
��н�� f : S → T �������
���
, 
�
�� S ≠ ∅ , ���н� ������� h : T → S 
fhf = f �������.  

2.8 �$�н�н�, ��� �������, ���н�
�� ���$��� н���
н��� ��� �н�� שн��н-
���, �����н���
 ��н�����. 
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1.9 
�������н�, ��� ����
 ������н��
 
�
�н�� {∧, ¬} ���
 
����. 

1.10 
�������н�, ��� ����
 ������н��
 
�
�н�� {↓} ���
 
����. 

1.11 
�������н�, ��� 
�
�н�� שн�
���� н��� ����
 �������
��� {} ���
 

����. 

1.12  
�������н�, ��� ����
 ������н��
 
�
�н�� {→, ¬} ���
 
����. 

1.13  
�������н�, ��� ����
 ������н��
 
�
�н�� { ∨, ¬} ���
 
����. 
1.14 
��#���н� 
���#���� �������� 
�!�������� ������
н: 

a) ((¬p → ¬q) → ((q ∧ r) → (p ∧ r)), 

b) ((( p → q) → ¬ p) → (p → (p ∧ q))), 

c) (¬ ((p ∧ q) → (p) ∧ ¬((p ∧ q) → ¬ q)). 
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3. მიმართებები და ბინარული ოპერაციები 

���� $�н� ����#��
 ������
���� ������� �� �� ����


���ש  �����-
�н��, $�н� ��#н�н�� „
����н��� 	#���н�
“. #
�
!н"��	 I@�	�	, שн�
���� 
��� н�н�н���
����, s 
� t, 
	��н
 �� ���
н������, $��	н�н�� ������ (s,t). 
��� 
����н���� 	#����
 ������ ����
�!;��н�� שн�
н�� 	н
��  

  da '')','(),( ttsststs ==⇔= . 

S 
� T ��� 
�������
 #н�
����	 �
��
��	 TS ×  ����
�!;��н�� ��-
���� #�н�� 
����н���� (s,t) 	#���н��
 
������н, שн�
��� S 
� T שн
�����
 

�������
 н�н�н��н��
����.  

},|),{( TtSstsTS ∈∈=× . 


�ש���
��н, �� R ���
��� ������� 
������н�, R × R ���
 #�н�� 	н�-
����� 
н������� ����
����н��
 
������н 
����#н!н (���н���� ����
�-
����� ;н��н��
 ������).  

#��н�� 
н������� �������� שн���н�� „���н����н���“ ����
 ����
 „;н�-
�н�!н“, S-!н 
� T-!н: 

TTSS
qp

→×← . 

н
 ���н���н�� ����� ������н�� p 
� q, ���
�!;����н�� שн�
н������
: 

stsp =),(  
� ttsq =),( , ������ ��$�н�н��� 
�������!н  

  
 q 

 T |                  TS ×  
  

p 
  

S 
$�н� ���
 ��	�
н�� #н�
����	 �
��
��	� #	
!�
�
�. 

��н���� STTS ��� ,���ש���нש ×≅×  ���н����� �
����� ),(),( stts ֏ . 


����н���� 
��н��н�� שн
���н�н��� �;�	н��
 
����н���� 	#���н��
 



 ���н���. �� ���н����� r, sש�� t, #
�
!н"��	 �
�н��	 ),,( tsr  ��� 

����
�!;��н�� ������ )),(,( tsr . �	н�� TSR ××  ������
 )( TSR ××  #�н�� 

),,( tsr  
��н���
 
�������
�, 
�
�� Rr ∈ , Ss ∈  
� Tt ∈ , 
 ��� ,���ש���нש �

�
���� )),,(()),(,( tsrtsr ֏  ���
 ��н���� TSRTSR ××≅×× )()( . 
����н-

���� „���н��н��“ ),,,( utsr  
� �
���
н�� ����
�!;��н���� ����������
. 
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���� �������нש�!;���� ������н��
 
н������� ��������. 

�����
 �� ��� ������� u : S → S’ 
� v : T → T’, ���� 
н������� �������� 

'': TSTSvu ×→××  ����
�!;��н�� שн�
н������
 ))(),((),)(( tvsutsvu =× .  


н������� �������� 
�
���н���� $�н��н���� ��� �� �н�� �����н������ 

������н��
 �;
�	н��
: ������� F, ���н�
�� ���$��� ��� ����
� Ss ∈  
� 

Tt ∈  
� ��

��������н���н�� нש��� � W-�, ���
 �������  

WTSF →×:  


н������� ��������
�� TS × -
�� W 
������нש�. �
н�� ������� �
����
 

#��н� 
����н��� 	#���
 TSts ×∈),(  ����
WtsF �ש������нש���  ∈),( .  

�н��
��н�� ��� X 
� Y 
�������
����
, �н��
��н� ��н
������н
 

YXR ×⊂  н	�
н�� "	�
���	 �	�
��н"
 X-
�� Y-ש� (��, ������н�� X-
� 
� Y 

Ryx ��ש�� .(“
���ש„ ∈),(  $��	н�н�� ������ xRy 
� �����н�� : „x ��#��н�� R 

������нש��� y-���“, ������ "" yx ≤  �����н��
���
 �� „x #��
 y“ x, y ��н�� 

�����н��
���
. ��������
, �� }5,3,1{=X  
� }4,2,0{=Y 
 ��ש�� ,������н R = 


нש {{3,4} ,{1,4} ,{1,2}}�н�� #�н�� �� (x,y) 	#���н��
���, 
�
�� Xxyx ∈< , 
� 

Yy∈  , ������ �
 ���
 ������н�� „ < “ X-
� 
� Y -

���ש . ���н��н, ��������
, 


��������� $����� S ⊂ T ���
 �������� ������н�� U-
 P(U) ���н���
�� 

����

�	� �	"���� .�ש��� ��н"
 XII =  �н��
��н�� X 
�������
�� ����
 


�нש ��������н �ש���н������
  
: xIy ש���� 
� �����
 .x = y ���� ,��ש�� 

YXR ×⊂  ������н��

"н"���нש  ���
 ������н�� XYR ×⊂∪ , ���н��� 

����
�!;��н�� שн�
н������
: xyR∪ 
 ��ש�� � �����
xRy ���� ,��ש��  . �� R 

���
 ������н�� X-
�� Y-ש�� ,�ש�� ��

��� ����н����нש � ������н�� Y-
�� X-ש�, 


� RR =∪∪ )( . ��������
, �����н��
���
, ≥  ���
 ≤ -
  .��н����нש 

R 
� S ������н�н��
 „�����!����“ SR� , ���н���� ���
н������, ���
�!;�-

�����, ��
н
�� YXR ×⊂  
� ZYS ×⊂ ; н
 ���
 ������н�� ZXSR ×⊂� , 
���н��� ���

�нש ������;!�н������
  

   romelime da .,)( YyySzxRyzSRx ∈⇔�  

�����!�� �н��нש����� #��н�� �������
����
 R → R ���н�� ��
� „�����-

��“ ������ R × R-�
 ���н��;�� ��н
������н. ����н ���
������� ����н
н�
 

!���
YXf �� .��ש��н����нש  →:  ���

�� ��ש�� ,������� � !�
-	�	 ���
 

YX × -�
 ��н
������н  

)}(|),{()( xfyXxyxfG =∈=  da . 
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н. �. ������� �������
� X-
�� Y-ש� ���
 ������н�� X-
�� Y-ש�. ����н
���
 
���
�, �н��
��н�� ������н�� �� 	�����
�н�
 ���н���н �������
 ������
; 
�������
 ������� ���н�� �����
 “��н	 ����������н„ ���� ,�ש��н����нש �� 

�������� X 
�������
 #��н� 	н����!н ������н�
 
������н
 YXR ×⊂  
!�
��
 н�� 	н(1 ������ .��) �ש����. н
 �����, ������ н
 ��������н����� 
���
н��� �н��нש���, �����н�
 ���
����н��� �!�
 �������
 ���
�!;���
����
 

��������н �ש��н����нש ��) 
 .(������нש�

• • •  

3.1 $��������� 
��� ���
н��
��: „�н��н�
�����“, „
��н��������“ 
� „����-
!�������“ – ���н�� ��н
�
��н�� #��н� ��н��� $�������� ������н��
 ���-

�!;����
 Z ��н� ������� 
������н!н: 

„m #��
 n-
“ , „m ≤ n“ , „m < n“, „m2 + m = n2 + n“. 

3.2 R ������н��
 X 
�������
�� ����

�	н �ש��� н�� „�����������“ �� xRy 

� yRz �����
����н��
 zRx. �$�н�н�, ��� ������н�� ���
 �н��н�
��� 
� 

 ��ש�� ������������ �����

� ���� ,��ש��  �н��н�
���, 
��н������ 

� ����!������. 

3.3 �� �����!���� R � S ���
�!;������, 
�������н�, ��� (R � S)∪ = S ∪ � R ∪.  

3.4 �$�н�н�, ��� 
��� ������н��
 �����!����, ���� �
 ���
�!;������, �
�-
���������.  

3.5 

��� R ��� ,���ש��� �������� ������н�� ���
�!;����� X-!н. �;	н�н� 
�����н
� �������� ������н�� T ���
�!;����� X-!н �� �������, ��� 

R ⊂ T.  
3.6 

��� R ��� ,���ש��� �������� ������н�� ���
�!;����� X-!н. �$�н�н�, 

���:  

(a) R �н��н�

 ��ש�� ����� �����

) R ⊃ IX ���� ,��ש�� �
�� IX ���
 

�������� X-!н), 

(b) R 
��н������� ש���� 
� �����
 ,R ∪ ⊂ R ���� ,��ש�� 

(c) R ����!������ ש���� 
� �����
 .R � R ⊂ R ���� ,��ש�� 

3.7 

�����н�� �������� ��� ,���ש���   X-!н ���$��� �����н�� н��н��� 
� 

����#����н�

�нש н� �����
 x   (y   z) = (x   z)   y. 
������н�, ���   
���
 �
��������� 
� �����������. 

3.8. ���н�� ��н��� $��������� �������� ��н����н��
�� (m.n) → m n, ���-
�н��� ���
�!;������ ��н� �����н�!н, ���н��� �
��������� 
� ���н-
��� �����������? 

 m n = m − n , m n = m2 + n2, m n = 2(m + n), m n = − m − n..  
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4. ნატურალური რიცხვები 

����������
, �
���
��� �	�2��
 
������н N = 
нש {…,2 ,1 ,0}���н�н��� 
�;�	н��

�нש н������
: N שн����
 „
�	#�
“ �����
 0; ��
н���

�ש�„ ��# 


����	 ���“ ������� σ : N → N , ���н	��н�#!ש�н����� שн�
н�� �������  

...43210 ֏֏֏֏֏

σσσσ
 , 


� N „	��������н��“ 0-
��� σ-
 

��������� .������нש�, $�н� �;�	н�� N-
 
��
���н��
 

���н� ���н���, ����н��� $���#����н�����  .ש� (1932 – 1858) 
��н�. 

"н���� "����
��н��. �
���
��� �	�2��
 �	��н�
 N 
�	� �	��
��н N #
 

�
�0н !
��
0;����	 -����		� ( : N → N #
 
��н��	 н�н�н��	� 0 ∈ N), н. �. 

(N, σ, 0 ) ), 	�н�н"	, ���:  

(i) σ 
�	� 	�	н��	
;  

(ii) 0 
� н�����	� σ -����		� ��	ש��н��"
�
 
�н�;  

(iii) �н"	��	н�	 ��н�	��
��	�
��	� U ⊂ N , �� ��
 !

��	
 ��	 ��	�н"
  

(a) 0 ∈ U; (b) @��н�	 n ∈ N , n ∈ U ⇒ σ(n) ∈ U, 

�

�U н��2�н �	ש �	��
��н N-�.  

����$н��� н�н�н��� 0 ∈ N �����
��н�� ������ �������� ��н����� N-

!н, ���� σ – ������ ������� ��н�����. 
��
����� (iii)-
 н	�
н�� �
�н�
�	���	 	�#���		� 4�	��	4	. ����������� 

„n ∈ U“-
 ������
 ���#���, ��� „n-
 ���
 ���
н�� U“. �� н��� �н���
 ��
��-
���н�� �����н�� שн�
н������
: ��������� ������� 
������н N-
 ���$��� 
н��� ������� ��н����� (
� н��� �������� ��н�����, „��$н��� 0“, �
н�н��, 

���: (i) σ(n) = σ(m) ⇒ n=m; (ii) σ(n) ���

��
 �� �
��
 0; #
 (iii) �� ��������� 

������� �н��
��н�� ���
н��, ���н��� 
���
н�� 0-���
 
� 
���
н�� σ(n)-
���
, ��
н
�� �
 (���
н��) 
���
н�� n-���

� ��ש�� , (���
н��) 
���
н�� 
�н��
��н�� n ���������� ������
���
. 

��������� ������� #�н�� ���
н�� שн
���н�н��� ����#����� ����
 ���н-
���� ��
���н��
��; �н���
,  ���
� 
� �������н��
 ���
н�н��. ��  ��� ���
�-

�нש 
����ש� ��ש�� ,������;!���� ������� ( ���

�нש н������
 ���
�!-

;����� ������� : σ(n) = n + 1 #��н�� n-���
. 
�н��� 
�
���н��� ����� ��������� ������� שн
��н� שн���н�� 
�����-

�н��� ����
 ��
�����
 

�����н� ���н���.ש� ������#н��� ���н�������� 

��
����� ������ 
������нש���, ��� �� n ≠ 0 , ש���� n �
��
 σ(k)-
 ���н��-

;�� k ∈ N. ���
����
 

��� U ⊂ N ��� ,���ש�� 
������н  

U = {0} ∪ {m | m = σ(k) ���н��;�� k ∈ N }. 
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� σ(n) ∈ U , �� k ��ש�� , �н��н, �� n ∈ U�� U. ∋ 0 ��ש����
 n-

�ש�� .�
��н, 
���н�������� ��
�����
 ��
������
��, U = N. ���� 
�
���
� 
������н��. 

���������� �����н�� �����#н�н�� �н��
��н�� f ������� ��н�����
 

��н�����
 �;
�	н��
. #��н� �
н� ��н�����
 f : X → X ���$��� ��н����н�� 

fffffff ��� == 32 , , 

 ,.ש .� ��
�� ff =1  
� 0f  ���
 ����н��� 1 : X → X. 

�� n > 1, ש���� n 	�н�
�	
 ���
 fff n
��...= 
�нש ����!����� ,���� f-��
 n 

��������
���. n �������н��
 $�н�н��
 ������
, 
�
�� $�н��н���� �����#н-

�н�� 
��� 	н�����, שн������� $��	н��� nn fff �=+ 1 . н
 �����н�
 
-���нש�

��
 n ��н����� �;�	н��� σ �������
 �н����нש��: 

 XXffff nn

X →== :,1 )(0
�

σ  #��н�� n ∈ N.      (7) 

�
н������
 	����
�н��
 �	�
н�н� „�н���
���“ ���
�!;��н��
, �����
�� 
�
 �����н�
 f-�
 #��н� ��н�����
 f-�
 
� 	����н ��н����н��
 �н����нש��. ��� 

������� ��н����� f 
� g, ���
�!;����� X-!н, �����	�н"н�, �� fggf �� = . 

н

����	 ��н���нש �н��� �#�
 ���
������ 
��������, ������ н
 	����
-
�н����� �����!н. ��
 �	�
н�н� �����
�	�� #	
!�
�
�, ��
��� �����!���� 
����н ��������н��� – !н�� �����н�� �����
�� �������� 
� ��н��� 
� 
��н��� 
� ��� ���� – ���н���. 

 f 
  

  
 g              g 

  
f 

• • •  

4.1 �� �����
 ����#н�н���, ��� ���н���н��
 �����!���� ���н�����, ��
�����
 

����#н�н��� 
�������н�, ��� ������� f : X → X ���н��������
�� 
�����
����н��
 f n -�
 ���н�������� #��н�� n-
���
 N-
��.  

4.2 
�������н�, ��� f : X → X �������
 
���н��������
�� �����
����н��
 
fn -�
 
���н�������� #��н�� n-���
 N-
��.  

4.3 ��
������ 
�������н�, ��� ( n(0) = n #��н�� n-
���
 N-
��.  

4.4 ��
������ 
�������н�, ��� 1 + 2 + … + n = n (n + 1) / 2. 

4.5 ����������
, ��
�����
 ����#н�н��� 
�������н� שн�
н�� ������н��:  
(a) 1 + 4 + 9 + … + n 2 = n (n + 1) (2n + 1) / 6,  
(b) 1 + 8 + 27 + … + n 3 = [n (n + 1) /2] 2,  
(c) ( 1 + 2 5 + … + n 5) + (1 + 2 7 + … + n 7) = 2[n (n + 1) /2] 4.  
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4.6 ���н� 
��� 
���
�
��� �����н�� שн��н��� ������н�� σ �������
����
. 
4.7 ��
�����
 

 ������нש��������н�, ��� n 2 – n ���
 #��н����
 ��	�. 
4.8 
�������н�, ��� (fm)n = fmn. 

4.9 (a)  ���н� ������� τ : N → N , ���
����н���� σ-
���, ���н��� ����#���-
�н�
 �н���
 ��
�����н�
. 

(b) �$�н�н�, ��� �� τ : N → N ����#����н�
 �н���
 ��
�����н�
 ��ש�� ,

τβ  = σβ ���н��;�� β : N → N ��н����
���
. 

4.10 (a)   ש�����

�нש ���� ������� σ-
���
, ����н� #�н�� �
н�� 

������н��: N → N , ��� ϕσ = σϕ. 

(b) �$�н�н�, ��� �� τ : N → N ����#����н�
 �н���
 ��
�����н�
 
�  

στ = τσ, ש���� τ = σ. 

4.11 ���
�!;��н� Pm : N → N ������ Pm (n) = mn 
� m n ������ (Pm)n  
(a) �$�н�н�, ��� m n שн���н�� ���н��н ����
�!;���
 �н���
��� m 0 = 

1, m σ (n) = m (m n ) .  
(b) 
�������н�, ��� k m + n = kmkn , k mn = (k m) n , 
� (k n)(m n ) = (km) n 

�н��
��н�� k,m,n ∈ N. 

4.12 
�������н�, ��� ������н�� ≤N-
�� N-ש� ���
 ����!����� 
� �н��н�-

���. 

4.13 �����#���н� ���н�������� ��
�����
 (����н��) �������� �� �����
��, 
��� N 
����
 
����н�����. 

4.14 
�������н�, ��� 
����
 
����н���� 
�������
 #��н�� ��н
������н 

����
 
����н�����. 

4.15 �$�н�н�, ��� 
����
 
����н���� 
������н S �� שн����
 �
�
���� ��н-

��
 s ���
н�����
, н. �. �� ��
н���
 s : N → S �
н��, ��� s1 > s2 > s3 > ⋅⋅⋅ . 
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5. მთელი რიცხვები n მოდულით 

������� 
�
���� ���н����� 
�
�н�� 	��������н�� ������� 
������н��-


нש ��� ,�����н�н��� שн������� 
� ����������� „��	�“ 
� „�н���“ �����н�� 
– ��н
��
 �� �
��� ������ ��	� 
� �н��� �����н�� – שн�
н�� 	н
�
 �������
 : 

��	� ⊕  ��	� = ��	� = �н��� ⊕  �н���, ��	� ⊕  �н��� = �н��� 

��	� ⊗  ��	� = ��	� = ��	� ⊗  �н���, �н��� ⊗  �н��� = �н���. 

н
 �� 
��#���н�� 
������н!н ���
�!;�����  ���
� ⊕  
� �������н��
 ⊗  
������� ��н������
н, ���н��� שн
�н�� �����
 ��� н�н�н���
���� 0 
(„��	�“) 
� 1 („�н���“), ��� ����
�!;��н�� שн�
н�� 	н
��: 

0 ⊕  0 = 0 = 1 ⊕  1, 0 ⊕  1 = 1 = 1 ⊕  0, 

0 ⊗  0 = 0 = 0 ⊗  1 = 1 ⊗  0, 1 ⊗  1 = 1. 

�� 
�
�н��
 н	�
н�� ��н�	 �	�2�н"	 ��#��	 2-	�. 

$�н��н����� ��#���
 ����н
� k ��н�� ������
� )0(≠n -!н �����н�
 ���-

�#�� q 
� �

������� r ��ש, ��� .// nrqnk +=  н

нש н�� שн���н�� שн�
н���-

���
 �����
���
 �н��
��н�� „��#���
“ ���нשн.  
���
��н���� n-�
���
 ���н���� ��#���
 ��������� �����#н�н��, ���� 

�н��
��н�� ��н�� ������ ��
���� ����
��н ש�ש��� „n ��
����“. �� n ��
�-

 ���ש�� ���������нש �שн������� ��	������ שн��н�� 
� �������н��: ��;н�� 
$�н��н����  ��
 �� �������

нש �� ;н�� �;н���н�� n-
, ������ ��
 n-!н 
��#���

нש н��
 ��;н��� ש���!н. ש���н��
 Z5 = {0,1,2,3,4} 
������н!н  ��� 

� �������н�� ���н����� שн�
н�� �����н���:  

⊕  0 1 2 3 4  ⊗  0 1 2 3 4 

0 
1 
2 
3 
4 

0 1 2 3 4 
1 2 3 4 0 
2 3 4 0 1 
3 4 0 1 2 
4 0 1 2 3 

  0 
1 
2 
3 
4 

0 0 0 0 0 
0 1 2 3 4 
0 2 4 1 3 
0 3 1 4 2 
0 4 3 2 1 

Z5 -
 н	�
н�� ��н�� �����н��
 ���н��� „5-�
 ��
����“. 

• • •  

5.1 ���н�  ���
 
� �������н��
 ������ Z6 -
���
, 
� �$�н�н�, ��� Z6-ש� �� 

���
н�� שн��н��
 ������. 

5.2 �н��
��н�� n-����
, �$�н�н�, ��� ������н����
 ������н�� n ��
���� 
���
 �н��н�
���, 
��н������ 
� ����!�����. 

5.3 �� m ��н�� �������, �$�н�н�, ��� m 2 ≡ 0, 1, �� 4 (mod 8) . 
5.4. �н-3 

�ש� ���� ����#н�н���, 
�������н�, ��� �� ��
н���
 ��н�� ������ 

k ≡ 7 (mod 8) , ���н��� �����
��н�� 
��� ������
 ���
����
  ����. 



 23 

6. ჰომომორფიზმები Zn-ში 

„����н�
����� ���н��н��“ �#����н�н� 0�!
# �н��н�н�
 
�!н"�н"	� 
2
�нשн" ���
���
, #�н���� ���
�!;�����, 
�
���� ��н����н������. 

��	�н��
���	 
�!н"�
 
� ������
 
�!н"�
 н	�
н�� 	#���
 (A, F), 


�
�� A �������н�� 
������н�, ���� F ���
 αf  �4н�
�	
�
 ���н���� 
��-

����н 
� #��н�� �� ��н����������� �
����
 A 
�������
 ����
�
 )(αnA -
 A-ש�, 


�
�� )(αn  ���
 ���н���н שн
��#��
� ������#����� ��н�� ������. 


��� 
��#�н��� ��� ������, ��н����� αf  �����
н�
 #��н� )(αn  н�н�н�-

�н��
���� A-

�нש ����� 
����н��� ���
н�����
 ),...,( )(1 αnxx  ��
-��нש��� 

����
 ),...,( )(1 αα nxxf , ���н��� н������
 A-
, н. �. ���

нש н�� αf  ��н�����
 

����#н�н��
� )(1 ,..., αnxx  ���
н�����!н. �� 1)( =αn αf ��ש�� ,  -
 н	�
н�� 

��
���	 ��н�����, �� 2)( =αn αf ��ש�� , -
 н	�
н�� "	�
���	 ��н�����, �� 

3)( =αn αf ��ש�� , -
 н	�
н�� �н��
���	 ��н����� 
)(0 ���� .ש .� � =αn , 

��н����� αf -
 н	�
н�� ���
���	; �
 ����
��н�
 ���н��;�� н�н�н��
 A-


��. �� F 
�
���� 
������н�, שн�
���� k н�н�н���
 ,н��� (A��� ��ש�� ,����

F)-
 	������
�н�� ������ ).,...,,( 1 mffA  A-!н ���� ,�ש��н����нש ��ש� 

���
�!;����� ��н����н�� F-
�� ��������, ���н��� ),...,,( 1 mffA -
 	������-


�н�� �������
 �����
 A-
 
����.  

�
!
�	�	 1. ),,( ×+Z , 
�
�� Z ��н�� �����н��
 
������н�, ���� + 
� ×  


нש�����
�
 ����� �������� ��н����н�� –  ��� 
� �������н��.  

�
!
�	�	 2. ),,( ⊗⊕
n

Z , 
�
�� Zn n ��

 ���ש�� ����������н�, ���� ⊕ 



нש ⊗ ������
�
 ����� �������� ��н����н�� n ��
����  ��� 
� �������н��.  
A ���н���
 ��н
������н A’-
 н	�
н�� A-
 ��н���н���, �� A’ #

	��ש2 A-
 

#�н�� ��н����н��
 ������. н. �. �� Ff ∈α  
� ',..., )(1 Axx n ∈α  ��ש�� ,

'),...,( )(1 Axxf n ∈αα . #��н�� A-
 ��н���н��� A’ #��н����
 ��������� ���н�� 

������ ���н��� ����н ��н����н��
 ������, ����н��� שн!;�
���� A-!н. 
���н��� A-
 �н��
��н�� ��н���н��н��
 ���
�
 ������н�� ���н��н ���
 A-
 

��н���н���. ש���
�
��н, �н��
��н�� A-
 н�н�н���� �������н�� 0A  
�������-


����
, ��
н���
 �����н
� ��н���н��� A’, ���н��� שн����
 0A -
 (н. �. A’ ���
 

#�н�� ��н���н��н��
 ������н��, ����н��� שн����н� 0A ). �� �����н
 ��н���н��� 
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A’ -
 н	�
н�� 0A -� �	н� I
������	�	 ��н
�!н"�
, ���� 0A -
 A’ -	� I
������н-

�н"	� (
�� !н�н�
���н"	�) �	��
��н. ���
�!;���
 �������
, ���#���, ��� 


������н AA ⊂0  I
������	� A -
 �� ���
 A -
 I
�������н�н"	 (
�� !н�н�
-

���н"	), �� ���� ���н��� A  ���
 н���
н��� ��н���н���, ���н��� שн����
 

0A -
.  

���#���, ��� ���н��� ),( FA  ��!
��	
 ���н��� )',( FB , �� 'FF =  
�, 

�н��
��н�� Ff ∈α , αf  
� α'f  ��н����н��
 ����
н��
 ���
н���� н����н�� 

н�����н�
. 
��������
 �
���
 ���н��н�
 �	�
н�н� н��	 �	4	� ���н��н�
.  

��������
, A  ���н���
 �н��
��н�� 'A  ��н���н��� �
���
�� A  ���н�-
��

���ש� .� �
���
� ���н��н��
 ��н����н�

 ���н ����ש���;� � ����н 
����-

��н���. �
���� h -
 ���н��� ),( FA -
�� ���н��� ),( FB 
�	н �ש-н�� Q�����-

�-	0�	, �� �
 ������
 #�н�� ��н�����
, н. �.  

))(),...,((),...,(( )(1)(1 αααα nn xhxhfxxfh = , 
�
�� Axx n ∈)(1 ,..., α . 

�
�н ��������� ⊕  ��� 
� ⊗ �������� nZ 
� �ש-н������
�� ���
�!-

;�����, ��� ���н���� nZZ →:ρ  ����#����н�
 �����н�
 

)()()( mkmk ρρρ ⊕=+ , )()()( mkkm ρρρ ⊗= . 


��� 
��#�н��� ��� ������, ρ -
 „��
����
“ Z-ש� ���
�!;�����  ��� 
� 


нש �������������
 ��н����нש�� nZ 
� .�ש-���� 
�
������, ��� ρ  ���
 9���-

�����!�� Z-
�� nZ  .�ש-

�� ),( ×∗
P  ���н����, 
�
�� ∗

P  ���
 #�н�� 
�
н��� ��н� ������� 
��-

����н 
� × ���
 �������� ��н����� �������н��, 
� ),( +R  ���н����, 


�
�� R #�н�� ���
��� ������� 
������н� 
� + ���
 �������� ��н����� 


���н) ��ש�� ,��� ��н�� ����
) ��������� ),(),(:log +→×∗
RP  ���
 9���-

�����!�� : 

yxxy loglog)log( += . 

9��������!�� ),(),(: FBFAh →  н	�
н��  

�������-	0�	  �� ������� h  ���н�����; 

н4	���-	0�	  �� ������� h  
���н�����; 

	0����-	0�	  �� ������� h  ��н�����. 

9��������!�� ),(),(: FAFAh → , ),( FA -
� ����

�	н �ש��� н�� н�#�-

���-	0�	, ��, �� �
 ��н�����, 
������-	0�	. 
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6.1 ���н��н� Z -�
 #�н�� �
������ н�
������!��. 

6.2 #�н�� ��н��� $�������� שн����н�нש�� $�������н� #�н�� �
������ 
9��������!�н�� : 

Z 6 → Z 3 , Z 3 → Z 9 , Z 5 → Z 6 , Z → Z 4 . 

6.3 $�������н� Z 6-�
 
� Z 8-
 #�н�� ( ���
) н�
������!�н��. 

6.4 (a) �� m : Y → Z ���������!���, 
�������н�, ��� m � f = m � f ′ ������-


��, �н��
��н�� ��� 9��������!��
���
 f, f′ : X → Y, �����
����н��
 f = f′. 
(b) �� e : T → X н�������!���, 
�������н�, ��� f � e = f ′ � e ������
�� 

�����
����н��
 f = f ′ . 

6.5 �� f : (X , t ) → (X′ , t ′) 
� g : (X ′, t ′) → (X′′ , t ′′) �н������� ��н�����
 

9��������!�н���, !�
��
 �$�н�н�, ��� g � f ���н��н �
н���н 9������-

��!���, ���н� 
�������. 

6.6 �$�н�н�, ��� ���������� ���
��� ������� 
������н �������н��
 ��-
���� �� ���
 �!�������� #�н�� ���
��� ������� 
�������
�  ���
 
������. 

6.7 
�������н�: ���н��� ���

���н���н�� 9ש н
 �����н�н
 н��� н��н���-

�. 

6.8 
�������н�, ��� �������������� �����

 �ש���
н�� ������ 

.)(, nmmnnmnm aaaaa ==+
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7. კარდინალური და ორდინალური რიცხვები 

#��н� A 
������н

��нש ������ ���н��� |A|, ���н�
�� �	�
н�н� �� 


�������
 �	�T�
��н�, �
н������
, ��� |A| = |B| ש���� 
� �����
 ���� ,��ש�� 

��
н���
 ��н���� A 
� B 
������нн�

���ש . �н���
, ����н� 
������н
  


��нש������ 
��������
 
���� ������ 0, ���� 
������н
 {a1, … , an}, שн�-


���
 н�н�н���
�� (n = 1,2, … ), – ������ n. 
�������
 
�������н
 ���н��н 

�	�
н�н� �
�#	�
��� �	�2�н"� �� �
�#	�
�н"�. ��������� ������� 
��-

�����
 
�������н �;ש����н�� ℵ0-�� (��н�-����), ���� ���
��� ������� 
��-

�����
 
�������н �;ש����н�� ℵ1-�� (��н�-н���). 
�������н ℵ1-
 �	�
н�н� 

���	����	� �	�T�
��н�. ℵ0 -�
 
��������
 
������нн�
 �	�
н�н� ���
#�.  



 |a = |A ���ש���� b = |B|. 

�� �� ,a ≤ b ���ש���н���
 ��н���� 
������н 

A-
�� 
������н B-ש�. �

нש �������	�н�н���, ��� н
 ���
�!;��н�� �� ���
 


�����
н���� A 
� B 
������нн��
 ��$н���!н 
� ������ ���������
 ������н-

��
 ���
������ �����н�

���ש . 

	�����
 
����н���� 
������н A 	0����-��	
 	�����
 
����н���� 


������н B-
�, �� ��
н���
 ��н���� ϕ 
������н A-
�� 
������н B-!н, ���н-

��� ������
 	���� 
����н��
, н. �. x ≤ y ⇒ ϕ (x) ≤ ϕ (y) (x,y ∈A ). �
н�� ���
н��
 

ϕ  �
����
 �	�
н�н� 	0����-	0�� A-#
� B-0н. 

#��н� 	�����
 
����н��� 
������н A-

��нש ������ ���н��� o (A), ��-

�н�
�� �	�
н�н� ��#	�
��� �	4�, �
н������
, ��� o (A) = o (B) ש���� 
� ���-

��

�����	 ���� ,��ש��  
����н���� 
������нн�� A 
� B �!�������н���. 

�����
�� ��
������� ���н��
 ������ o (A) = o (B) �	�н�
 
������нн��
 


��������
 ������
 |A| = |B|, ������ #��н� ��
������ ���

ннש ����н�� 

���н��;�� 
�������н, ���н�
�� н	�
н�� �� ����
 
�������н.  

#��н�� n-н�н�н������ 
�������
���
 {a1, … , an} (n = 1,2, … ) ��
н���
 n! 

��
������н�� 
� ������ 	�����

 ��н���нש ����
н
 n! 
���
�
��� ���
н��-

���. ������ #�н�� �� שн����нש��� ��;н���� 	�����
 
����н��� 
������нн�
 

���$���� н���
�����н ��
������� ����, ���н��� �;ש����н�� n-��. ����н� 


������н
 ��������н�н� ��� 0-
. ��������� ������� 
������н
 N = {0,1,2, …}, 

���н��� 
����н����� !�
�
 ���н
���, ��������н�н� ��� (ℵ0-
. ���� 


������н
 (N, ≤-1), ���
��� 	����� 
����н��� … ≥ 3 ≥ 2 ≥1 ≥ 0, ��������н�н� 

��� ω ∗ -
. 


����
 
����н��� A 
�������
 н	�
н�� ��#	�
���	 
� ��
��-	�	��-

�	 �	�2�	, �� ������
 ��#	�
�	.  

��н
�� �����
����н��
, ��� n 
� ω ��
������� �����н���, ���� ��
�-

������ ���� ω ∗ �� ���
 ��
������� ������. 
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7.1 ���
 �� ��� 
������н ����
�, �����
 #��н�� 
�������� ��н
������н 
����
��,? 

7.2 
�������н�, ��� ���
��� ������� 	���
 #�н�� ���н����н��
 
������н, 

�����
 ����н�� ����������� �����н���, ����
��. 

7.3 
�������н�, ��� 
(a) �н��
��н�� A1, B1, A2, B2 
������нн��
���
, |A1| = |B1| 
� |A2| = |B2 | 

������
�� �����
����н��
 |A1×A2| =|B1×B2 |, 

(b) �н��
��н�� A, B 
������нн��
���
, �� |A| = |B|, 2 ��ש��A = 2B.  

7.4 

 a ���ש���� b �н��
��н�� ���
������� �����н��� 
� a = |A|, b = |B|, A ∩ 

B = ∅.  ���, �������� 
� �����
�н�� ����

�нש ���;!�н������
: 

a + b = |A ∪ B|, a b = |A × B|, a b = |AB|, 


�
�� AB ���
 #�н�� �
���н��
 
������н B-
�� A-ש�. 
�������н� שн�
н�� ���-
�н��н��: 

a + (b + c) = (a + b) + c, a (b c) = (a b) c, 

a + b = b + a, a b = b a, 

ab+c = abac, (ab) c = a cb c, (a b) c = a bc. 

7.5 
������н A-
 н	�
н�� B 
�������
 н��	�
�н����	 (�;ש����н�� ������ 

A ~ B), �� A-
 
� B-

���ש  ��
н���
 ��н����. 
�������н�, ��� 
(a) A ~ A; 
(b) �� A ~ B, ש���� B ~ A; 
(c) �� A ~ B 
� B ~ C, ש���� A ~ C. 

7.6 
�������н�, ��� 
(a) 
�
���� 
�������
 #��н�� ��н
������н 
�
�����; 
(b) 
�
���� 
������нн��
 
�
���� ��н�����н�� 
�
�����; 
(c) 
�
���� 
������нн��
 
�
���� 
н������� �������� 
�
�����. 

7.7 (a)    
�������н�, ��� 
�
���� 
������н �� ���
 н������н����� ������ 
����
� 
�������� ��н
�������
�; 
(b) 
�������н�, ��� ��� 
�
���� 
������н н������н������, ���� 

�

 ���н����н� нש ���� ����н ���
н����
 н�н�н��н�
; 
(c) 
�������н�, ��� ���
������ ������� ���
н���� �
�
�����. 

7.8 

 A ��� ,���ש���� B 	�����
 
����н���� 
������нн���. 
������н A-
 

н	�
н�� B 
�������
 ��!
��� A��� ���нש���;�) 	�� ≈ B), �� A 
� B 

�!�������н��� ������ 
����н���� 
������нн��. 
�������н�: 
(a) �� 	�����
 
����н���� 
������нн�� �
���
н���, ש���� �
��� н�����-

�н����н���. 
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(b) �н��
��н�� A 
������н, ���н��� н������н������ 	�����
 
����н-
��� 
������н B-

�����	 ��н���нש , 
����
н
 �
н������
, ��� A 

� B ���
�н� �
���
н��. 

7.9 

 A, B ��� ,���ש���� C 	�����
 
����н���� 
������нн���. 
�������н�, 
���: 

(a) A ≈ A; 

(b) �� A ≈ B, ש���� B ≈ A;  

(c) �� A ≈ B 
� B ≈ C, ש���� A ≈ C. 

7.10 

 A ��� ,���ש���� B 	�����
 
����н���� 
������нн���. 
�������н�, 
��� 

�� A 
� B �
���
н���, ש���� |A| = |B|, ������ ������� ���
	����. 

7.11 
�������н�, ��� n-н�н�н������ 
������н שн���н�� 
����
н
 n! 

 .������нש�

7.12 
�������н�, ��� #�н�� н��� 
� ����н 
��������
 ����н 
�
���� 
	�����
 
����н���� 
������нн�� �
���
н���. 
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8. ალგორითმები და რეკურსიული ფუნქციები 

���н������
 ��������н��
 �
�н�� 
��н���н�!н (��н�� н�����н, ������-
��, ��н�� 
��н���н��) ���� �$��� �н�������� ��
����
 �������� ����������� 
����н
��; ���� 

������� ������нש�н�����
 ��������н��
� 
�
���� ���-
����
 
���н�н�� 
�
�
нн�� ���н���� 
�	#�
� 
�
�
нн��
��, ���
�!;����� 
	н
н��
 
� ��
������н��
 ���н
���. 

� ���н# �ש���������� ����н� ���-
�н

 ���нש������� ��н�� ���������
 
��н�	�
н��. ��
��� 
������
 30-���� 
	�н��
 �� ���
н ���������
 н
 ��н�� ������
�
 �� ����н��
�, ����� �
н-
��
� ���� 
� ���� ������. ����н
���
 ���
�, �
 ����� �$н��
� ��������� 
��н��
, ���н�
�� 9���
� ���� �н��
��������, ��
�н ���н�������� ש���-
��н����. ��
� ��
� �
����
 ����н�� שн�
н�� �������н���. 

��������
 ������ 
�
�нש��� ���������� �����н�� �����
��н�� 0, 1, ... , 
9 ����н��
 
�
���� ���
н����н���. �
��
 ������, ����� ��
� ������� ��-
����
 ������� $���	н��, ���н��� �
��
 ��� ������
  ��
, 
������
, ���-
����
, ����#��
, ����н��� ���н����� ������� ������ $���	нש��? ������ 
�������� ����н
н��, �����
 

����� ��������нש��н�� н
 ������н��, 	����-
�
�н�
 
	��н
  ���
, 
������
, ��������
 
� ����#���
 ��������н�
 ���-
��� 
�
�нש���. 

���������
 ���н� �������
 	�����
�н�
 ���н��н ��� a1, a2 
�
н���� 
���������� ������
 �
�
н
� 
�н��� ���#���
 �н���
 ����н
�. н
 ����н
� 

�нשн���:  
1) �#��� a1 -
 a2 -!н, �������� ש���
 a3 
� ����	�н��, �
��
 �� ��� �
 0-
. 

�� �
��

���н� ��ש�� � 	#
н�� 
� a2 ���
 
��н��� �
�
н
� 
�н��� 
���#���. �� a3 > 0, ש����  

2) �#��� a2 -
 a3 -!н, �������� ש���
 a4. �� a4= 0, ש���� ����н
� 	#
н�� 
� 
a3 ���
 
��н��� �
�
н
� 
�н��� ���#���. �� a4 > 0, ש����  

3) �#��� a3 -
 a4 -!н 
 .ש .� �

�����
�� a2 > a3 > a4 > … ≥ 0 , �;ש������ ����н

#	нש �н�� #�н��!н �н�� a2 
���� �

�нש н� 
� ����н
�

��#�н	нש �
 $�н� ������� a1 
� a2 �����н��
 �
�-

н
 
�н��� ���#��
.  


�������н��� ���ש���;� ���� 
�н��� ���
н��. 
a) ��������� – н
 ���
 
�
�
нн��
 ������
н����� ��н��
 ����н
�, 

���н��� ���
����н��
 
�
��н��� 

� �ש��н������
, ��� 
�	#�
 
���нש��� ���н����� 
�
�
нн��
 
�	#�
� 
�
���� 
�
�н��, ���� 
#��н� שн�
��� ���нש��� 
�
�
нн��
 
�
�н�� ���;н�� �����н��� 
������� (���������) 
�
�
нн��
 
�
�н��
��, ����н��� ���н���� 
�#� 	����
н���н ���нש��� (
�!��	��	� #	���н����"
). 

b) 
�
�
нн��
 
�
�н��, ���н��� ���;н�� ���н��;�� (���
�	#�
) 
���
 
���нש���, ���
���
 ����
�!;��н�� 
�
�
нн��
 
�
�н���, ���н��� 
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��;н���� �#� 
���
 	����
н���н ���нש��� (
�!��	��	� #н�н��	�	-
�н"���"
). 

c) 	��� 
�
�
нн��
 
�
�н��
�� ���
н��� 
�
�
нн��
 
�
�н��
 ��;н��
 
������ ��
� �#�
 ������� 
� �������� (
�!��	��	� �
"	Aн"	� н�н-
�н��
����"
). 

d) �� שн�
���� 
�
�
�
 ��;н��
 	н
�, ���н��;�� ���н���� 
�
�
�
�� 
�� ���н�� שн
н�

�� ��ש�� ,� �#�
 �����н����, �� ��
� ����н��
н
 
���������

нש н��
 (
�!��	��	� �	�
�����"
). 

e) 
�	#�
� 
�
�
нн��
 
�
�н�� שн���н�� ����$н�� ����
 ���н������-
��
 �
�
���� 
�������
�� (
�!��	��	� �
��"�	�"
). 

���������
 ��н��, ���н��� ���н����� a) – e) ���������, ��
�����-
�н���, ���������� : �� �������н��
 ��������нש��� ����
н�� 
��#�н�� „	н
�“, 
„
�
�
н“, „�������“, „��������“, �����
 !�
�� �!�� �� ���
 
�
�н����. 

��������� �ש���
�нש �� �������� ��н��
 $�н� ��	�
н�� ���������
-�ש� 
��� �� ��������� ��н��
. 

���������
 ���������� ��н�� �������� ����������, ������ ��
н��
 
�������, ��� ����������
 �� #����� 
н���!��� שн����н�н��, ��� ���н��-
����
н��
 �!�� ��#�����#� ���
��� 

��� ,�����нש���� �� ��� ��������� 
н
� �� �
 �����н����
 ���н���� ����н
�. ���� �
����
 ���
�н�� ����
н-
���� �
�����н���, ���н��� 
�����
�
� ���нש������� ���������� ����-
�н�н���� 

 ��н��� XXש����������
 
�
�	#�

 �ש�����н�н� �� .�ש�%���� 
����н���
 ��������� ���н���н н����������� ������н��
 н��������
 ���-

��
�н��
, �����
 �����нש �ש�н
�
 
�
���� �����н��н��
 
�
�н��, ����н-
��� ;н�����н� $�н��н���� ��н�� �����н��

���н���нש��� . ��������
, 
�������н�� ����н���
 ���������, ���н��� ���н�� 

�����нש� #��н�� 
��н�� �����н��
 a, b, c, d ���н���
���
 �������, ��
н���
 �� ��� ��н�� 
�����н�� x, y, ����н��� ����#����н�н� ������н��
  

ax2 + bxy + cy2 = d . 

���н���� ���� ����н
�, �����
 

�����н���, ���н���� �����нש� �����-
��
	��н���, 
�
���� ���
н����
 „���� н��

�нש “н� שн
���н�н�� �
н�� ��-
�н��� ������!н ��
��� – „9�“ �� „���“. ������� 
��� ����������� �����н-
�н�� ���н��н ����
���� �#� �����н���� �����
�н�� ����н
н��
 �����н��
 
�!��. �
�����н��� ��
н����

 н������ XXש �����нש�, ���н���� 	��� ����!н 
	���	�� �
н�� ����������� �����н�н��, �����
 
�
н���� ����
��
 
��
н���� н%�
 �	�н�
�. �������, н���� – 
�������� ���������
 ��
н����, 
�н��н �� – 
�������� ��
� ����
н����. ����н�� שн
���н�н��� ���н�
н
 ���-
�н
�
 �������� �;	н���, ���н��� �
��
 �������

 �ש��н����нש �� ;������
�� 
���������
 ���������� �;	н���, ���� 
���	���
н� ש����, ��� �;	н���� 
����н
� ���
 ���������. �� �!�� ���������
 ����
н����
 
������н�� שн-
���н�н���. ���
����
 
�%���� !�
��
 ����
н�, �� ���
 ���������. ��
��� 
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������
 ����� 	�нש�� ���������
 ��н��
 !�
�� ���
�!;���
 ������� ���
� 
н��-н��� �н�������� ���н�������� �����н��. ��
� ����
�� ��;н��� ���� 
��
��� 
������
 ��
������ 	�ннש�� ����н���
, ��н
н��
, $н�$�
, �����
, 
��
��
 
� ��������

���� �����н� �н����. ��� �ש����нש �� 
�����н���� 
�#� �н���
���� �������
 ��н��!н, �н��н – !�
��
 ����!��� ����н
н��
 
���
�
 �;	н��!н.  

������ !н��� �;ש����н�, ����������� �����н�н��
����
 ������� 
�
�����н���, ��
н
�� 
�%���� ����н���
 ��������� ������н��
 ���
��-

�н��
, �����
 �����нש�� ���н����� ���н���н 
�
���� 
�
�н��
 �����н�-
�н�� x1, ..., xn , ����н��� ;н�����н� ��н�� �����н��

������нש��� , ���� 

��н��� שн
н�� ���н��н ��н�� ������ y-��. 
��������
 ��� ������, 
���н н�н�� 
���������
 ��
н����
 �������� �������
 y -�
 ����
����н��
, ���н��� 

�����
н����� x1, ..., xn �����н��н�!н, ����н��� ;н�����н� ��н� ש�����н��-
��
. ������� ������н�
, ���н��� ש����н���н�� שн
���н�н��� ����������
 
���н���н (���н���� �������
���
) ���������
 

�	���н���, нש�н�� !
���-
��	�	 -����	н"	. �����
�� �� ���
�!;��нש��� ���������
 ��н�� �;н����� 
���������� �!���, ���������� �������
 ��н��� �����������. ����н
���
 
���
�, ��������н��
�� ��������� ������н�!н ��
�
���
�
 $�
н�� н��� 
������ ��
н���� ���н��н��. ����н
н��
 н���������, ����н��� ����#����н�
 
a) – e) �����н�
 

�ש�� ,��
��н, н��н�
н���н�� ���������
 ��������� ��н��
, 
������ ������ 
� ���
�����н��
 ����н��
 ��
�	�
����. �������, ������-
���� ������н��
 н��������� ������� ����н
н��
 ��
��н��
, ����н��� ����-
#����н�
 a) – e) �����н�
, �;��$�
� н��� 
� ����н 
�, ���
�����н, �
����
 
�;	н��
� $�н��н���� ���н������� �н����нש��. �� !�
��
 �;	н��� ������-
���� ������н��
 н���������
, ���н��� н����н�� #�н�� ���������� ����-
��н��
 н���������
, 
��#��н���
 ����
н �����
 ������� ���������
 ��-
�н��!н, �	�
н�н� �н����	��	 -����	н"	� н���������
.  

�����
����н 9���н���
 �
нн��
��, � � н 
 н � � � ����н��
 �;	н�� #�н-
�� �н���
���� ������н��
 ���
� ������ #�н�� ���������� ������н��
 
���
�, ���
�!;����� ���н��;�� �������� 
�
�нש���. �����
����н 
�� 

��� 	�����;��н��
��, 1936 	н�
 $н�$�� �������� ����н ���������� ������-
н��
 ���

, ��
�� ��н
н���. �
нн��
 �����!��, �����
 
-���� ��������нש�
�н�� ���� �;ש������ ������н��
 ���
�, 

$����н�� ���� $нש� ����н��
 ��-
��н��н#�н���� 9����н!� ���

нש ��н�, ��� �н���
���� ������н��
 ���
� 
н����н�� #�н���� ���
�!;���� ���������� ������н��
 ���

. н
 9����н!� 

;н�
н �������� �н��	� �н0	�	� 
��н���. �����
�� ���������� �������
 
��н�� !�
��
 �� ����
�!;��н��, ������ $н�$�
 �н!�
�
 
������н�� שн���н-
�н���. 

!н��� ���н �#� �;ש������, ��� ���н��;�� x1, ..., xn 
�	#�
� �����н�н��
 
��

����нש����
 ���н���� ���������

нש �����
�

����нש �����
нש ,н
 

�������, ��
н
�� ��

����нש��� ����н
� �� ���
н��. �� שн����нש��� ����-
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�н�, ��� ���н���� ��������� ��

���нש���� x1, ..., xn �����н�
 „����-

�!;��нש�����“. ���
����
, ��� н
 �
�
����
 ���
����н ��

����нש��� 
����н
н��
� ,���������� �� �н��н�� ���н����нש ��������нש���  � � � � � 

���������� �н	�� ����н���#ש���� ������н��
 ��н�� 
� �������� 9����н!�, 
��� #�н�� ��	������� ���
�!;����� (н. �. �� ���
 �����н�н��, ��� 
������� ���
�!;����� �#�
 #�н�� ����
� �����н��н��
 (��н���н�!нש��� 
������н��, ��������
� ��������н��
 

���������� �н	�� ���н���,ש�-
�����. ���
��, ��� �����
 ���� !���
� 9����н!�� �� �����
н��, �
н�н 
������ $н�$�
 9����н!�. ����н
���
 ���
� ���н�н���, ����н�
�� ������� 
���н������
� �	����н�
� 	�н��

 ���������� ,�ש���������� ���� ��!��-

�������$ ,�������	нש ��	������� �н���
���� �������
 ��н��, �н���н��� 
н������н���
 ��	������� ���
�!;����� ���������� ������н��
 �������-
��� ��н��
�. 


����� �� ��н$ �ש���
�нש����н�� $н�$�
 
� �����
 �н!�
н�
 
� $н�$�
 �н-
!�
�
 $�н� �����!�н�� $н�$�
 �н!�

 �� �������н���� 
����, ���н��� ���-
��%� ��
 ������. 

$н�$�
 �н!�
� �;��$�
� 
������
�, ��� ������%�� �����н�н�� 
�!�
�н 
����������� �����н�н��
 ��������н��
 

нש �ש��н����нש ��! ����н�н�� 
���
н
 ���� �������
��
���
 
������н��. ���
 ��!н!� �
��, ��� $�н��н���� 
���н������
 ���������� �����н�нש�� 
������� ��� ��������н�!н, ����н
 
!���н��� 
�н�������
 ��н���� ������н��
 �������н�!н. $н�$�
 �н!�
�
 

�����н�!н �������
 ��������
 
������ н������н������ ��
� �н���
����-
��
 
������
�. �н���
���� �������
 ��н�� �������. ������ $�н��н����� 
���н�������� �н����� !�� н� 

�����нש� ���н�� ש�����
 
������
н
, ��� 
������� ���н��� �
��
 �������

�#� �� ��н���нש  �н���
����. 
��н�
���, 
�� �!�� $ н � $ � � ����н��� 
�������� ��н
������ ������
 ������
� ����-
������� �����н��
 �������
��
��� – !���
����н������
 �����н�� ���-
�н�� ����
 �н����
 ������н��
����
. 

��	�������� �н���
���� ������н��
 ���
�
 !�
�� �;	н��, $н�$�
 �н-
!�
��� н���
, �����н�
 ���������
 ��н��
 
�!�
�н��
 �������
 н��-н�� 

нש���� ����
��
. ������ н
 ����
�� �� ���
 
����
 ���
�����, �����
�� 
���������� �������
 ��н�� ���
 �н���
� ���������
 ��н��
 ������. �
��
 

����ש� ��� �� ��н���нש ,������ 
�!�
�
н
 ���� ���������
 ��н�� 
� 
���н שн�
н� ��
� 

�! ������нש���
 ����
�!;���
 ���н��н ���������� 
������н��
 ���
�? н
 н�����н��
���� 
������
н���
 ����н�н
 � � 
 � � �  

� � � � � � � � � �  ������
 н��
�����
 $н�$�
 
� �����

�����нש  �����-
�н#�н��
��� н���
. ��
��
 
� ��������
 ������
� �!�� �
�����н��
 ,�ש��� �
��� ����������� ����н
н�� – н
 ���
 ����н
н��, ����н�
 ��н���нש ��
9����
н

нש ��н��
�
 ��	#����� „�������“. �� �!��

нש �����
�
, ��� !�
� ��-
�н������� �н����нש�� �;	н�н
 ������н��
 
������
�
 ��	�� ���
�, ������ �� 
������н��
 

нש ������нש����� ���
� ��������н�н����#� �� ������н��-
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��#� #�н�� ����������� ����н
�, ����н��� ����������
 �
н
;�� �;	н-
���� �#� ���н������
н��
 ��н�. שн��������!н
-������ ������н�!н ���ש��;� 
��н�н���� ��������н�� ���������#�, ������ ���н�������� „	������
-
�н��н��“ 
�н���
 #�н�� ���������
�. ������ ��
�!�н�н��� �$�н�н
, ��� 
��������� ���
�, ����н��� ��������
�� �� ������н�!н, !�
��
 н����н�� 
#�н�� ��	������� �н���
���� ������н��
 ���

. �������
 ��;н���� �#� 
$н�$�
 �н!�
�
 ��
н� н��� ���
��н����� 
�
�
���н��.  

��н����н�
 ������� ������н�!н ש�������� ��	�
н�� ��н�����н�
. �� 

���� �ש���������!;��н�� ������� ��н������, ����н�
�� ���$���� �
 ���-

н�н��, ��� ���� ����#н�н��� ������н�!н, ����н��� ����������
 �����-
���

нש .��) �������), ���;н�� ���н��н ����������
 ��������
� ������н��. 
��	������� ���
�!;���� ������н�
, ����н��� ���;н�� ������� ������-
н��
�� s(x) = x + 1, o(x) = 0, Im

n(x1, ..., xn) = xm �� ��н�����н��
 ����#н�н���, 
н	�
н�� ��	������� �н���
����. $н�$�
 ������
� �н!�
� �
�����н��
 ���-

����н ��� ,�ש���� ������н��
 ���
� н����н�� ������н��
 ���

, ����н-
��� ���н�� ��������� �� ����������� ��������
 

�����нש�. 



��� �������	�� ���н����� ���н��;�� n ,���ש����!;����� н��� 
� 
����н m ������
 �����н������ ������н�� f1, ..., fn, A 
��н���� 
� B ש�����н-
������ ����, 
� 

��� B-!н ��� ,���ש����!;������ n-�����н������ ����-
��� f, �����

��������н���н�� нש���  ���н���н �н
��н 
������н C-
. н��� 

��� �������	�� ��;����нש�!;����� m-�����н������ ������� g, ���
�!;�-
���� 
��н�� A-!н 
� ��
��н�� C-��, ���н��� ���

�нש ������;!�н������
  

g(x1, ..., xm) = f(f1(x1, ..., xm), ..., fn(x1, ..., xm)) 

�н��
��н�� x1, ..., xm A-
��. ���#���, ��� ������� g ��;н����� ��4н�4�0	�		� 
�� �
�
���н"	� ��н������ f, f1, ..., fn ������н��
���. $������н��
 ��н����� 

 �н�� Sn+1ש���;� �ש���
�нש��������. !н
� ��
н�
� ������н�
 ������н��
 
���
н����!н. שн�

 A, B, C �ש���������нн��
 ������
 ������#н�н�� ������-

��� ������� 
������н N-
. ℑn-�� �;ש������ #�н�� n-�����н������ ��	����-
��� ���
�!;����� ������н��
 
������н. ��н������ Sn+1 #�н���� ���
�!;�-

���� �������� ℑn× ℑm× … × ℑm-
�� ℑn-ש�. �� $�н� ����������� ��	������� 

���
�!;����� ������н��
 
������н ℑ-
 �н��
��н�� ������
 �����н��н���, 

���� �������� ��н���нש н������ Sn+1�� ��ש�� ������ n + 1 �����н������ 

��	������� ���
�!;����� �������, �����
 
��н��� 
� ��
��н��� ���
 ℑ. �� 

���н �ש��н����нש Sn+1(f, f1, ..., fn) ���$��� �����н��� ש�����н���� (���н��� 
н����н�� m-�����н����� ��	������� ���
�!;���� �������

 ��ש�� (� 
�����

�� ,��ש�� н
�� ����
 f-�
 ,�������� ��������н�����н���� n-ש��� 
���� f1, ..., fn 
������н��

 �����н���н��� нש��� � ����н �����н������ ��	�-
������ ���
�!;����� ������н��. ��������
, �� �!��� S 3(I1

2, I1
3, I2

2) �н��� 
�� ���
 ���
�!;�����, �н�� S 3(I1

2, I1
3, I2

3) -�

� ������нש��� ��
 I1
3, 
�
�� I1

2, 
I1

3, I2
3 – ������� ������н��
 
������н���. 
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�
�н�� ℘=(ℑ, S 2, S 3, ... ), שн�
���� ������н��
 н���������
���� 
� 
���!н ���
�!;���� ��	������� ���
�!;����� ������н��
��� S 2, S 3, ..., 
���
 ��	�������� ���н���. 
f1 ���ש���

n1, ..., fs
ns ���
 �н��
��н�� ��	������� 

���
�!;����� ������н��, שн
�����
�
 n1, ..., ns �����н��н��� (n1, ..., ns 
�н��
��н�� ������#����� ��н�� �����н���). ��	������� ���
�!;���� ���-
���н�
, ����н��� ���;н�� 
��н���!����� f1

n1, ..., fs
ns -��� 
� Im

n (m, n =1,2, ...) 
������н��
���, н	�
н�� н�н�н��
���	 f1

n1, ..., fs
ns ������. ���� н��������� 

	�����
�н�
 ��н���н���
 ℘ ���нש����, 	���������
 f1
n1, ..., fs

ns, Im
n н�н�н�-

�н���. 



 + �����н����� $�н��н����� ������н ���ש���� ×. �������, �����
 

�����н��н��� x1 , x2 , x3 , ���� ��
� �н������� 	����
�н��� x1⋅ x2 + x3, ���
 
��н�������� �н���
 

S 3(+, S 3((, I1
3, I2

3), I3
3 ) 

 .������нש���


��� �������	�� �������� ��;�����н����� ���н ���ש����!;����� 

������н��: n-�
������� g 
� (n + 2)-�
������� ������� h. ���#���, ��� (n + 1)-
�
������� ������� f 	��������н�� g 
� h ������н��
�� 4�	�	�	��	 �н����		�, 
�� �н��
��н�� x1, . . . , xn, y ���������� ש�����н���н��
����
  

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn) ,       (1) 

 f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y)).       (2) 

�� ���
�!;��н��
 ���н��н ������#н�н�� ���� n = 1, ���#���, ��� 
н���
������� ��	������� ���
�!;����� ������� f 	��������н�� �����-
����� �н���
��� ���
������� н���
������� �������
��, ���н��� �
��
 
a, 
� ��	������� ���
�!;����� ������� h-
��, ��  

 f(0) = a ,         (3) 
 f(x + 1) = h(x, y, f(x)).         (4) 

�
��
 ������, #��н�� n 
� n+2-�����н������ g 
� h ��	������� ���
�!;�-
���� �������
���
 ��
н���
 �� ��� n +1-�����н������ ��	������� ���-

�!;����� ������� f, ���н��� ����#����н�

нש ,�� (1), (2) �����
�
, (3), (4) 
�����н�
 
� ���н�� �� ��� �
н�� ��	������� ���
�!;����� ������� н���-

н���? �����
�� ������н��
 ���
�!;���
 ��н ���
 ��������� ������� 
��-
����н, ש���� ��
��� �� �� ������!н, ���
��, 
�
н�����. �� ������� f ��
н-
���
(2) �
 (1) ��ש�� ,-
�� ������
н�����
 �;н������  

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn) , 

 f(x1, . . . , xn, 1) = h(x1, . . . , xn, 0, g(x1, . . . , xn) ),       (5) 

 …………………………………………………… 

 f(x1, . . . , xn, m + 1) = h(x1, . . . , xn, m, f(x1, . . . , xn,m)) 
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� ������ f ���
�!;������ ���
���
. (5)-
��, �н���
, $��
, ��� �� ���н-
��;�� x1, ..., xn, t ש�����н���н��
����
 f(x1, ..., xn, t) �� ���
 ���
�!;�����, 

  .��н���н�� f(x1, ..., xn, y) #�н�� y ≥ tש��� �����;!�
��� �����н �� ��ש��
���
����
, ��� ���н���� ��	������� ���
�!;����� g, h ������н��
�� 

������� f, 	���������� ���������� �н���
���, 
������
�� �����н�� (5) 
����;�� ������ �����н��, ����н��� ���
�!;����н� ������� f-

�ש�� .�
�-
�н, �н��
��н�� ��	������� ���
�!;����� n-�
������� 
� (n + 2)-�
������� h 
(n = 0,1,2, ...) ������н��
���
 ��
н���
 н��� 
� �����
 н��� ��	������� 
���
�!;����� (n+1)-�
������� ������� f, ���н��� 	��������н�� g 
� h-
�� 
���������� �н���
���. 
��������
 $��	н�н�� 

f = R (g, h) 


� R-
 ���������н�, ������ ���
������ ��	������� ���
�!;���� ��н�����
 

������
, ���н��� ���
�!;������ #�н�� ��	������� ���
�!;���� ��������� 


������н ℑ-(5) .�ש-
�� �����
����н��
, ��� �� g 
� h #�н���� ���
�!;���-
�н���, ש���� ������� f #�н���� ���
�!;������. 

(5)-
�� $��
 ���н��н $�н����
 ���
��н����� ���н��н��: �� $�н� ��;����-
���

 ������“ g�нש„ � h ������н��

������� f ��ש�� ,����� 
����н���нש���  

нש ����н���нש������н�н��� ����������
 
�����
 „�н��������“ ��
����
 
����н
���
 

 .������нש���н�
���, f(a1, ..., an, m+1) ש�����н���н��
 
����-
�н��
 
������
�� ������
н�����
 ������� �����н��  

 b0 = g(a1, . . . , an) , 

 b1 = h(a1, . . . , an, 0, b0 ), 

 b2 = h(a1, . . . , an, 1, b1 ), 

 ………………………… , 

 bm+1 = h(a1, . . . , an, m, bm ). 

 (m+1) ���� !н ��;н���� bm+1 ������ 
	��н
 ���н�� �������
 
��н��� ש�����н-

���� (a1,…,an, m+1) 	н����!н. f(a1, ..., an, m+1) �������
 ��������
 ����н
� 
�����н�
н�� �
�
����
 �����

���� ���н��-н ���� ,��ש�� ����н��
  

g(a1, ..., an), h(a1, ..., an, 0, b0), …, h(a1, ..., an, m, bm), 

��������
 ����н
� �����н�
н�� �
�
����
, н. �. ���� н��� ����� �� ����-

����н�н��
�� ���;н�
 ����
�!;��н� ש�����н����

������� f ��ש�� ������ . 
���
�!;���

нש �����
�
 f(a1, ..., an, m+1) ���н�� ����
�!;��н��. 

н��� שн����;�� �н���
���� ������н��
 н��-н��� ������� ��н��. 
�-


��� �������	�� ��������н ���ש���!;����� ������н��
 ��;�� ∑ 
�
�н��. 

��	������� ���
�!;���� ������� f-
 н	�
н�� 4�	�	�	��
# �н����	��	 ∑ 

�	�
��, �� f שн���н�� ��;н��� ����
 ������н��
 ∑ 
�
�н��
�� 
� ������� 
������н��
�� s, o, Im

n 
�
���� ���
н����� 
��н���!����
 
� ���������� 
�н���
��
 ��н����н���. 
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������� f-
 н	�
н�� 4�	�	�	��
# �н����	��	, �� f שн���н�� ��;н��� 
����
 �����
 ������� �����н��
�� s, o, Im

n 
�
���� ���
н����� 
��н���!�-
���
 
� ���������� �н���
��
 ��н����н���. 


��н���!����
 
� ���������� �н���
��
 ��н����н��, ����н��� ����-
#н�н����� #�н���� ���
�!;���� ������н�!н, שн
н��
 ���н��н �����н�
 #�н-
���� ���
�!;���� ������н�
. ������, �� ���н����� #�н���� ���
�!;�-

���� ������н��
 
�
�н�� ∑, ש���� ����������
 �н���
���� ������н�� ∑-�
 
������ ���н��н #�н���� ���
�!;������. �н���
, @�н�
 4�	�	�	��
# �н���-
�	��	 -����	н"	 @�н�!
� !
��
0;����	
.  

���
��, ��� ��	������� ���
�!;���� ������� f, ���н��� ����������
 

�н���
����� ���н��;�� ��	������� ���
�!;���� ��������� ∑ 
��н��
 
������, ����������
 �н���
����� ���� ����� 
�
�н��
 ������. �������-
���
 �н���
���� ������н�� שн���н�� �������� ����
, ������ �������-
���
 �н���
���� ������н�� ����н�� 
�
�н��
 ������. ������ ����������
 
�н���
���� ������н�� – н
 ���
 ������н��, ����н��� ����������
 �н���-

����� �������� �н��
��н�� 
�
�н��
 ������. 


�����
, ���
�!;���

����ש� �� �����
����н��
, ��� ��4н�4�0	�		� 
#
 4�	�	�	��	 �н���		� �4н�
�	н"	, ����н"	� !
��	@н�н"
 �
I	��"�	� 
!
��
0;���� -����	н"0н, ����н"	� 4�	�	�	��
# �н���	��	
 ���н�	;
� 

∑ �	��н�	� �	�

!н#нש ,��# !�
T�н�� 
!�н��н 4�	�	�	��
# �н����	�� 

-����	н"� ∑ �	�
��. 

���������� ���н��;�� n-�
������� (n ≥1 ) ��	������� ���
�!;����� 
�������� ������� f. 

�� ��� ,���ש���н���
 ����н „�н����!��“ f �������
 

����н���нש��� ����
����н��
, ���
�����н, ������� f �� ���
 ���
�!;���-

 ��ש�� ��� �����

н ���� ,��ש��  �н����!�� ש�����
 �
�
����
, ���н��� 
�� ���н�� �������� ���

нש ����;!�н�
. 
������
���� x1, …, xn-1 ������� f -
�
 ����н�� n – 1 �����н��н��
 ���н��;�� ש�����н���н�� 
� ���������� ���-
���н�� 

f (x1, … , xn-1 , y ) = xn .        (1) 

��� ������� �� ������н��
 (����������) ����
�� y , !н��� �;ש������ 
�н����!��
 

������ ������нש�н�����
 ,��н���н�� f (x1ש��� ����������� 
…, xn-1, y) ���� y = 0,1,2, … . �����н

����� ,��н���� aש��� ����
 �;н������  

f (x1, … , xn-1 , a ) = xn, 


�нש ���ש���;�н������
  

 µy ( f (x1, … , xn-1 , y ) = xn)        (2) 

(2)-�

������нש���  �н���
 �;	н���� ����н
� �����н�
н�� �
�
����
 

�нשн� $�������� שн����н�нש�� : 

�) x1, … , xn-1 , 0 ) ש�����н���� �� ���
 ���
�!;����� ; 



 37 

�) (x1, … , xn-1 , y) ש�����н���н�� ���
�!;������ ���� y = 0,1, … , a −1, 
������ ���
����н����� xn -
���, ���� f (x1, … , xn-1 , a ) ש�����н���� �� 
���
 ���
�!;�����; 

�) f (x1, … , xn-1 , y) ש�����н���н�� ���
�!;������ #�н�� y = 0,1, … , a −1, 
������ ���
����н����� xn -
���.  

#�н�� �� שн����нש��� ����
����н�� (2)-�

���� ����н���� ����нש��� �-
!;��н��
. 
����$н� שн����н�нש�� �;	н���� ����н
� 	#
н�� 
� �����н�
 
�����н
 ����
��
 y = a . н
 ����

���� ���н�, ���нש���;� ������ ,������н�� 
(2)-�
 .������нש��� 

• • •  

8.1 
�������н�, ���  ��� x + y ����������
 �н���
���� ��������.  
8.2 
�������н�, ��� �������� xy ����������
 �н���
���� ��������.  
8.3 
�������н�, ��� xy ����������
 �н���
���� ��������.  
8.4 
�������н�, ��� שн!;�
��� 
������ −ɺ  ����������
 �н���
���� 

��������. 
8.5 
�������н�, ��� ���
����� ����������
 �н���
���� ��������. 

8.6 
�������н�, ��� sg x 
� ¬sg x ����������
 �н���
���� ������н���. 

8.7 
�������н�, ��� | x − y | ����������
 �н���
���� ��������. 
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9. გამონათქვამთა აღრიცხვა 

������������ ���
 �
 н����, ���н�!н

����� ��н���нש ��: �
 %нש����-
��� �� ��
���. �����������н��
��� ���� 
���
�
-��нש ��!� 
����нש���нש ���
�н�� שн��
����� �����, ���� ����� ������������.  

�
�@�-
¬ ���нש���;� , 
������������ ��н�н	� ,���ש��  	��. �� p ������-
¬p ��ש�� ,�������  �����н�� „��� p“. p¬  %нש�������, ��
н
�� p ��
����; p¬  

��
����, ��
н
�� p  %нש�������. 
�н��н ש������ ���
 ���	����	
: „
�“. p 
� q �����������н��
 ���������� 


 ��ש�� �������ש����������� p ∧ q %н� ��� p ∧ q.��� ���нש���;�� �����
 

 ����������� p� ����н ���� ,��ש��� q %нש�������.  

#	0	����	
: „��“. p ∧ q �����������н��
 
 ������ ���нש���;� �������!�
qp ∨ . ������������ qp ∨  ��

 ��ש�� ����� �����
-���� ����н ���� ,��ש�� 

�������� p 
� q ��
����. 

�нשн�� ש�����н������ ש������ ���
 	�4�	�
�	
: „�� p, ש���� q“, �;ש���-


 ��ש�� ����
�� ����������� p → q� p → q. �ש��� �����
-��שp %н ���� ,��ש�� 
����� 
� q ��
����.  

н��	�
�н���"
: „p ש���� 
� �����
-���� .p ↔ q �ש���ש��;� ,“q ���� ,��ש�� 

�������� p ↔ q %нש�� �������ש�� 
� �����

 ����н p �� ���� ,��ש�� � q %нש��-
�����, �� ����н p 
� q ��
����.  


������н�
 ¬, ∧, ∨, →, ↔  ��	�
н�� 4��4�0	�	�� �
  .�"�н	ש�
������� �����������н��
���� (�����!���н��
-�ש��� ������!����� (����

�н��
 

�����������н��, ����н� ����� ���� ��н��� ������нש��� ��	�
н�� 
�����!����� ������н�
. ���� !�
��
: 
(1) �����!������ �
�н�� p1, p2, p3, … – �����!������ ������н���; 

(2) �� α 
� β �����!������ ������н���, (¬α), (α ∧ β), (α ∨ β), (α→ β) 
� 

(α↔ β) – �����!������ ������н���; 
(3) 
��� �����!������ ������н�� �� ���
.  

#�н�� �����!������ ������н��
 
������н �;ש������ Φ-��. 

���������� ������� ν : Φ → F #�н�� �����!������ ������н��
 Φ 
��-
�����
�� ����
 ��������� F 
������нש�, ���н��� ���

�нש ������;!�н�-
�����
: 

ν(pi) = xi, 

ν(¬) = ¬, 

ν(∧) = ∧, 

ν(∨) = ∨, 

ν(→) = →, 

ν(↔) = ↔, 
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�
�� ν �������
 �����н��нש�� ���
-���� ���� ,����нש��� ������!����� 

��
 ��� �н�� ����н
 ����
 ������н��. ��
н� �н��
��н�� α 
� β �����!���-
��� ������н��
����
  

ν(¬α) = ¬ν(α), ν(α ∧ β) = ν(α) ∧ ν(β), ν(α ∨ β) = ν(α) ∨ ν(β), ν(α → β) =  

= ν(α) → ν(β), ν(α ↔ β) = ν(α) ↔ ν(β). 

�
���� 
�
������, ��� ν �������
 ��
�9#��
 �����!������ ������� 

нש�����
 ����
 .�ש������� 

α �����!����� �������
 н	�
н�� �
�����!	
, �� ��

нש ������
� ��-

��
 ������� ν(α) �������
 ����� 1, н. �. ν(α) ;н�����

������нש���  1, ��-

��н
���
 ���

���н���нש��� �� �� � ;н�����н� ��
� �����н��н��. �� α ���-


-ν(α) ��ש�� ,�������� ������� 	����
�н��� �������
 ��������нש��� 

�нש�� ���
н�� �����
 1.  

%нש��������
 �����н�� �����н�
 

�����нש� ����
-��нש��� ������ ����
����� ������!н, ����н��� н�н�� %нש������� – ������������ 
�����н�
, 

���ש ��� �
н�н�
, ��������� 
������ ���

нש ��н�, ���
 �� ��� ���н���� 
�����!������ ������� ����������, 	����;�
н���� �� ��� ����н�� 
� 
��� �н��н, �����
����н��
 �� ��� ���н���� �����!������ �������
�� 
�н��н �� ����� �� ��� ���н���� �����!������ ������н�� ��������
 
н������н����н��. 

������
 ���� ����� 
�����н�� ���н שн���н�н��� ����
��� ����
 %нש��-
������
 ������
 

 ���н��� �� ���н���нש���� н�н����� ����н
��н��
 
�-

 ��������� ���н� ����н���. ������ $�н� ��нש��� �н��
� – ��������� �н�-
��н��
 �н��
�. 

-���
���	 (
��	��
�	���	) �н��	
 S ����н�� ���
�!;�����

нש �� -
���н����� שн�
н�� �����н�� : 
(1) ���н����� ���н���н 
������н��
 ����
� 
������н – S �н����
 
����-

��н��. S �н����
 
�������� 
�
��� ���
н����н�
 �	�
н�н� S �н����
 
!
���
2��н"н"�. 

(2) ���н����� S �н����
 ����
����н���� 
�������
 ��н
������н, �����
 
н�н�н��н�
 �	�
н�н� S �н����
 -�����н"�.  

(3) ����#������ ������н��
 ���н��;�� 
������н, ���н���� �	�
н�н� S 
�н����
 ��
���н�
. 

(4) ���н����� ��������� ש���
 ������н�н��
 R1, …, Rn 
�
���� 
������н, 
����н�
�� �	�
н�н� !
��@�
�	� Iн�н"�. #��н�� Ri-
���
 ��
н���
 
�
н-
���� ��н�� ������ j �
н��, ��� �н��
��н�� 
�������
���

�нש ,���� j -1 

���
н����
 ������н��
���, 
� #��н�� α �������
���
 н�н�����
 
����
��
�� 
������ ���

нש ��н�, ��� ��#��н�� �� ��� ���н���� j -1 ���-

���н�� Ri ������нש��� ������� α-
���, 
� �� �
н�, ש���� ���#���, ��� α 

�ש���# !
���#	�
�н�"� ���н���� j -1 ������н��
�� Ri 	н
�
 
-�ש�
��н���. 



 40 

!
��@�
�
� S -ש� �	�
н�н� ��������� �н��
��н� 
�
��� ���
н�����
 

α1,…,αn �
н�
, ��� #��н�� i-���
 ������� αi ���
 �� S �н����
 ��
����, �� 

����ש� �����
����н��
 	����
н���н ������н��
�� н��-н��� ����#����
 
	н
�
 
 .������нש�

S �н����
 ������� α-
 н	�
н�� S �н����
 �н��н�
, �� ��
н���
 ����#-

���� S -ש�, ���нש��� ���� ������� ���
 α; �
н� ����#����
 �	�
н�н� 

-�����
 α-� !
��@�
�
�. 

���#���, ��� ������� α �����
����н��
 Γ ��������� 
�������
�� ��-


 ��ש� �����

�� ���� ,��ש�� н���
 α1, α2, ... , αn �
н�� ���
н�����, ��� αn 

���
 α, 
� #��н�� i-���
 αi ���
 �� ��
����, �� н������
 Γ-

����ש� �� , 
�����
����н��
 	����
н���н ������н��
�� н��-н��� ����#����
 	н
�
 



� .������нש�н� ���
н�����
 �	�
н�н� α-
 !
��@�
�
� Γ-#
�. Γ-
 	н��н�
 

�	�
н�н� !
��@�
�	� Q	4��н0н"�. ������������
 „α �����
����н��
 Γ-
-нש “��


�����н���
 ������#н�н�� $���	н�
 Γ |– α. �� ����
-���н� �н ���ש���;� �


-���н�� α Γ#����� �ש������ ������#н�н�� $���	н�
 Γ |–S α, ���н��� �����-

�н�
 ���!н, ���н� �н����!н ���
����н��
 
������. �� 
������н Γ 
�
��-

���:  Γ = {β1, …, βn} , ש���� ������
 {β1, …, βn} |– α $�н� $��	н�� β1, …, βn |– α. 

�� Γ ����н�� 
������н� , ש���� Γ |– α ���
 �

 ��ש�� ����� �����
 ,��ש�� 

���� α �н��н���. $���	н� ∅ |– α ������
 ��;н����� $���	н�� |– α. ש���
�
��н 

|– α ���

������������ ��н����нש � „|α �н��н���“. 
����#����� ����
н���н ������� ���
н�� �����
����н���
 ��н��
��. 

(1) �� Γ ⊆ ∆ 
� Γ |– α, ש���� ∆ |– α. 

(2) Γ |– α ש���� 
� �����

�� �ש-Γ ���� ,��ש�� н���
 
�
���� ��н
������н ∆, 

�����
���
 ∆ |– α. 

(3) �� ∆ |– α 
� Γ |– β �н��
��н�� β-���
∆ 
�������
 .Γ |– α ��ש�� ,��

н��� $�н� $�����#����н�� �������� ��
��������� �н����
 L �������-
������ �;������
���
.  

(1) L-�
 
������н��� ¬, →, ( , ) 
� �
�н�� pi 
�
н���� ��н�� �����н��
 ��
н�-


н���: p1, p2, p3, … . 
������н�
 ¬ 
� → н	�
н�� 4�	�	�	��	 �
 , 	"�н	ש�
���� pi -
 – 4��4�0	�	��	 
��н"	.  
(a) #��н�� �����!������ �
� ��������.  

(b) �� α  
� β ������н���, ש���� (¬α) 
� (α → β) – ���н��н ������н-

�ש�� .����
��н, L �н����
 #��н�� ������� ������
 	�����
�н�
 
�����!����� �����
, ��н���
 �����!������ �
�н��

����нש��� ��� 

¬ 
� → 
 .������нש�

(2) L �н����
 �н��
��н�� α, β 
� γ ������н��
���

�нש ,н�� ������н�� 	��-
���
�н�н� L �н����
 ��
���н�
 : 

(A1) (α→ (β → α )) ; 
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(A2) ((α→ (β → γ )) → ((α → β ) → (α → γ ))) ; 
(A3) ((¬β→ ¬α ) → ((¬β → α ) → β )). 

(3) н���
н��� ����#����
 	н
�� 	н
� modus ponens:  

,

,

α α β
β
→

. 

α 
� α → β ������н��

����ש� �� �����
����н��
 ������� β. �� 	н

 
 .��-MP ����ש���;� ���н����нש


����L �н ��� ,���ש���нש ��
������ �
�
���� 
������н ��#������� 
�����
 
��� 
��	��
�
 ��н�н"	� (A1), (A2), (A3) 
 ������� �����н���, #��нש�
	�������
 ��
������ �
�
���� 
������н
. �н��
��н�� �������
����
 �
��-

нש �����	�н�н��� ���
 �� ��� �
 ��
����, 

�ש�� ,��
��н, L ���
 н�н�����
 
��
������!��н��
� �н����. $�н� ��!��
 ��
�����  �
н������
 ������ 
�
�н�� 
L, ��� #�н�� �н��н�н��
 ���
� н����н�
н
 #�н�� ����������
 ���

.  

����

�нש ����;!�н�� ש�����н�� : 

(D1) (α ∧ β ) ש�����
 ¬(α → ¬β ) ; 

(D2) (α ∨ β ) ש�����
 (¬α)→ β ; 

(D3) (α ↔ β ) ש�����
 (α→ β ) ∧ (β→ α ) . 

• • •  

9.1 ���
�!;��н�, ���

�нש ��� �� н�� �����!������ ������н�� �������-
��н��: 

(a) (((α ⊃ β ) ⊃ β ) ⊃ β ) ; 

(b) (( α ≡ β ) ≡ ( α ≡ (β ≡ α ))). 

9.2 �� (α ⊃ β) �����������, ש���� ���#���, ��� ��� β ��!	���
# !
���-

#	�
�н�"� α-
 ,����������� �). �� (α ≡ β)ש������;� �������������( ��


 α ��� ,���#��� ��ש��� β ��!	���
# н��	�
�н����н"	
 (������������� 
 .(�ש������;�


�������н� �� ���#���� : 

(a) (α ⊃ β) ��������
 �����
����н��
 (α ≡ β)-
��; 

(b) ((¬α) ∨ (β) ��������
 н������н������ (¬β) ∨ (α); 

9.3 �$�н�н�, ��� α 
� β ��������
 н������н����н��� ש���� 
� �����
 ��-


��������שн% ���� ,��ש �����нש�� α 
� β-

нש �����
� 
�н�н�� н����-
�н�
 н����н��. 

9.4 ���
�!;��н�, ���
 �� ��� #��н�� שн�
н�� �����!������ ������� ���-
�������, 	�����;
н���� (н. �. ����������
 ���#���) �� ��� н��� 
� 
��� �н��н : 

(1) (α ≡ (α ( α )) ; 

(2) (α ⊃ β ) ⊃ ((β ⊃ γ ) ⊃ (α ⊃ γ )) ; 
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(3) ((α ⊃ β ) & β ) ⊃ α ; 

(4) (¬ α ) ⊃ (α & β ) ; 

(5) α & (¬(α ∨ β )) ; 

(6) (α ⊃ β ) ≡ ((¬α ) ∨ β ) ; 

(7) (α ⊃ β ) ≡ ¬ (α & (¬β )). 

9.5 
�������н�, ��� #��н�� ��н��� $��������� 	#���� שн�
�н�
 ������-
��
 н������н���� �����!����� ������н�
 : 

(a) ¬ (α ∨ β ) 
� (¬ α ) & (¬ β );  

(a) ¬ (α & β ) 
� (¬ α ) ∨ (¬ β ); 

(a) α & (β ∨ γ) 
� (α & β) ∨ (α & γ);  
(a) α ∨ (β & γ) 
� (α ∨ β) & (α ∨ γ); 
(a) α ∨ (α & β ) 
� α ;  

(a) α ⊃ β 
� ¬ β ⊃ ¬ α ; 

(a) (α & β) ∨ (¬ β ) 
� α ∨ (¬ β ) ; 

(a) α & (α ∨ β ) 
� α ; 

(a) α & β 
� β & α ; 

(a) α ∨ β 
� β ∨ α ; 

(a) (α & β) & γ 
� α & (β & γ ) ; 
(a) (α ∨ β) ∨ γ  
� α ∨ (β ∨ γ ) ; 
(a) α ≡ β 
� β ≡ α ; 

(a) (α ≡ β ) ≡ γ 
� α ≡ (β ≡ γ ) . 
9.6 (� � � 
 � � � 
  � � � � � � � � .) 

(a) 

��� α ��� ,���ש�� �����!������ �������, ���н��� שн����
 

�����
 ¬, & 

���нש��� ∨ �, ���� α′ ���;н�� α-
��� ��
-& �����н# �ש

�

 ��-∨ �����нש � ∨-�
 &-��; 
�������н�, ��� α ���
 ���������� 


 ��ש��� �����

��� ′α¬ ���� ,��ש��  ����������. ��н
��: �� α ⊃ β 

���

��� ′β′ ⊃ α ��ש�� ,����������  ����������, 
� �� α ≡ β ���
 


��� ′α′ ≡ β ��ש�� ,���������� ����������.  

(b) 

��� α ��� ,���ש��� �����!������ �������, ���н��� שн����
 

�����
 ¬, & 

���нש��� ∨ �, ���� α* ���;н�� α -
��� #�н���� &-�
 


 ��-∨ �����нש� ∨-�
 &-�� 
� #��н�� �����!������ �
�
 ���#�-

���; �$�н�н�, ��� �����!������ ������� α* ��������
 н�����-

�н������ �����!������ �������
� ¬α′. �����!����� �����-

��
 α* н	�
н�� α �����!������ �������
 ��
#��	. ���н��н� 
�����!������ �������, ���н��� ���

�нש ����н�� �����!���-
��� �������
�  

(α ∨ ¬β ) & α & (¬γ ∨ (α & γ )). 
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9.7 
�������н� (����#����
 ��н���) : 

1. |−L (¬α ⊃ α ) ⊃ α . 

2. α ⊃ β , β ⊃ γ |−L α ⊃ γ . 
3. α ⊃ (β ⊃ γ ) |−L β ⊃ (α ⊃ γ ) . 
4. |−L (¬β ⊃ ¬α ) ⊃ (α ⊃ β ) . 

9.8 �$�н�н�, ��� שн�
н�� ������н�� 	�����
�н�
 L �н����
 �н��н�н�
: 

(a) ((α ⊃ β ) ⊃ α ) ⊃ α ; 

(a) α ⊃ (β ⊃ (α & β )) . 


���н�, ��� �н	���нש 9.9��н�� α, β 
� γ �����!������ ������н��
���
-�нש 

н�� �����!������ ������н�� ���������н��� 

�ש�� ,��
��н, L �н�-
���
 �н��н�н���: 

(a) ((α ∨ β ) & (α ⊃ γ ) & (β ⊃ γ )) ⊃ γ ; 
(a) α ⊃ (β ⊃ γ ) ≡ (α & β ) ⊃ γ . 

9.10  1)  

 ) ��� ,���ש��� ( ��#��н�� R ������нש�� �ש���� 
� �����
 ,��ש�� 

���� |−L α ≡ β . 
�������н�, ��� R ���
 н������н�����
 ������н��.  

2) �н��
��н�� [α] 
� [β] н������н�����
 ���
н��
���
 
  ��� ,���ש���

[α] ∪ [β] = [α ∨ β ], [α] ∩ [β] = [α & β ], −[α] = [¬α]. 
�������н�, ��� R 
������н��
 ��н� 	���������� н������н�����
 ���
н�� 9������ ��-

��
 ���н���
 ∪, ∩, – ��н����н��
 ������. �� ���н���
 �	�
н�н� 
�	�#н"
��	� 
�!н"�
�, ���н��� 	����������� L �н����
 ��н� 
� 

���н��� �н�� L*. L*ש���;� �������� н�н�н��� 0 ���
 #�н�� 	����;�-

н������ (н. �. ������������ ���#���) ���
�. L* ���н���
 н��н-
��� 1 ���
 н������н�����
 ���
�, ���н��� שн
�н�� #�н�� �����-

����н��

 ��ש�� L α ⊃ β−| ��� ,���ש���нש .����� �����
 ���� ,��ש�� 

[α] ≤ [β] L*-ש�, 
� |−L α ≡ β ש���� 
� �����
 .[α] = [β] ���� , ��ש�� 

�������н�, ��� �н��
��н�� ����
 ������� f, (��н���� ����
н��
-

��� ∪, ∩, −, 0 
� 1 

������� (������нש� ����� 1-�

 ��ש�� � ���-

��

 , #L f−| ���� ,��ש�� �
�� f# ���;н�� f-��� ∪, ∩, −, 0 
� 1  ��н����-

н��

 н�����н��� ∨, &, ¬, p1 & ¬p1ש � p1 ∨ ¬p1 ש�����н��� שн
�����
�
. 

9.11 $�	н�н� ������� (¬p → ¬ q) ∨ r 
���#���� �������� 
�!�������� 
 .�ש�����

9.12 $�	н�н� ������� (p → ¬ q) ∨ r 
���#���� �������� 
�!�������� 
  .�ש�����

9.13 
�������н� שн�
н�� н������н����н��: 

(a) (P ∧ Q ) ∨ (Q ∧ R ) ≡ Q ∧ (P ∨ R ) 

(a) ¬(¬(P ∧ Q ) ∨ P) ≡ F 

(a) ¬P → ¬ Q 

9.14. ���������н� שн�
н�� ����
����н�н��: 
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(a) (P3 ∧ T ) ∧ (P2 ∧ T )  

(a)  (P3 ∧ (P2 ∧ (P1 ∧ P3 )))  

(a) (P3 ∧ T ) ∧ (P2 ∧ ¬P3 )  

9.15 ���������н� שн�
н�� ����
����н�н��: 

(a) (Q ∧ R ∧ S ) ∨ (Q ∧ ¬R ∧ S )  

(a)  (P ∨ R ) ∧ (P ∨ R ∨ S )  

(a) (P ∨ (Q ∧ S )) ∨ (¬Q ∧ S )  


���� ���#��� ��н����н� #�нש 9.16����н�н��

нש �����ש ���н�����
��н��:  

(a) ¬(P1 ∧ ¬(P2 ∨ ¬P3 ))  

(a)  P ∨ ¬( P ∨ (Q ∨ R ))  

9.17 �����#н�н� ������������� ���н���
 
н���н�н�� שн�
н�� ����
����н-
�н��
 ��������н��
����
: 

(a) P ∨ ¬Q ∧ (P ∧ Q ) ∧ (P ∨ ¬Q) ∧ ¬P ∧ Q  

(a)  (P ∨ ¬Q ) ∧ (¬P ∨ Q ) ∨ ¬(¬(P ∨ ¬R) ∧ Q )  

(a) ¬((P ∨ ¬Q ) ∧ R ) ∨ Q  

9.18. ���н��н� ������������ ��������� ����� שн�
н�� ����
����н�н��
��-
��
,  ������������� ���н���
 
н���н�н��
 ����#н�н���: 

(a) (P → Q ) ↔ (P → R ∨ Q)  

(a)  (P ∨ Q ) ∧ (P ∨ (R ∧ S )) ∨ (P ∧ Q ∧ S )  

(a) ¬((P ∨ ¬Q ) ∧ R ) ∨ Q . 
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10. პირველი რიგის თეორია 

�
���
�
 ���
�, ����� �#� ����#н�н���� �����!������ ������н�� 
�������� 
��������
 ����
���н��
, ���н��� 
�����
н���� �#� �����!�-

нש ,��н�!нש��� �������н�н��� ���н��н 	������
����� ��
������� ���-
�нש�� �
 н���н�� (�
н��, ������ (1) – (3)), ����н��� שн����н� �������н�
 , 
�
н������
 ������ н
 ���н�н���� �#� (1’) – (3’) 
����. �� ��!��� $�н� 

������#н�н�� ����нн�
, ��$���н�
, ������������� �;������
 
������н�
 ¬ 


� ⊃, �
!��"�	� (	�#	�	#��) ���
#н"� x1, x2, …, xn, … , �
!��"�	� (	�#	�	#��) 

�����
��н"� a1, a2, …, an, …, 4�н#	�
��� 
��н"� ,...,...,, 2
1

1
1

j

kPPP  
� -����	-

��
��� �	�"���н"� ,...,...,, 2
1

1
1

j

kfff . ��н
������� �� ������������� �
�
 

!н
� ��
н�
� ������н�
 �����н��н��
 ���
н����
, ���� ��н
� ��
н�
� ����-

����н�
 н��
� 
� ����н �����н����� �
�н�
. ������������� �
�н��, ����#н-
�н���� 
�������� ����
н�!н 
� ���
����н�!н, 	���������� �н��н"�. ���� 
!�
��
: 

(a) #��н�� 
��������� ����
� 
� ���
����� �н����; 

(b) �� n

if  ������������� �
�� 
� t1, …, tn �н��н���, ש����  ),...,( 1 n

n

i ttf  

���
 �н���; 

(c) ����
����н�� ���
 �н��� �����

� ���� ,��ש��  ���;н�� (a) 
� (b) 
	н
��. 

��н
������� �
�н��, ����#н�н���� �н��н�!н, 	���������� н�н�н��
��� 

-�����н"�. ���� !�
��
: �� n

iP  ��н
������� �
��, ���� t1, … , tn – �н�-

�н���, ש���� ),...,( 1 n

n

i ttP  н�н�н������� ��������.  

��н
������ �;������
 -�����н"	 ����
�!;��н�� שн�
н������
: 

(a) #��н�� н�н�н������� ������� ��������; 

(b) �� α 
� β ������н��� 
� y 
��������� ����
 (¬α), (α ⊃ β) ��ש�� ,��


� (∀yα) ������н���; 

(c) ����
����н�� ���
 ������� �����

� ���� ,��ש��  ���;н�� (a) 
� 
(b) 	н
��. 

(∀yα) ����
����нש��� “α”-
 н	�
н�� ∀y ��
����	� ����н#н"	� 
�н. שнש���-

���, ��� α שн
���н�н��� �� שн����
 ����
 y; �� שн����нש ��� ,������ �ש���-

����
������ �!�� α 
� (∀yα) н��� 
� ����н�. �
н�н ������ ������������� �;-


���� �ש�������!;��н�� ����
����н�н�� α & β , α ∨ β, α ≡ β. �� ���
 ��-

���н����� ������ 

�� ���ש�� ∃ 
�����$ �ש����� ��������н����
 ������-

��
����
, �����

���� �������нש ���!;���� ∃xα ������ שн����н���� $���-

	н�� ¬(∀x(¬α)) ����
����н��
�. 
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����
 x-�

�������нש  ���н��� ש�������� н	�
н�� "���	 , �� x ���
 �� 


�������� ������нש �ש������� ∀x ����
� �� ��#��н�� �� ש �ש�������н����-

�� ��������
 ∀x ����н
н��
 ��нש�; 	����;�
н� שн����нש���, ����
 x-�
-���нש 
����
 ���н��� ש�������� н	�
н�� �
�	��-
�	. 

�н�� t-
 н	�
н�� �
�	��-
�	 xi ����
�
���
 ������� α-ש�, �� xI-�
 ���-

н��� ����

��н�� ������� (xj ����н#�� �� �ש-н������� αש �����н��
 ��нש�, 

�
�� xj 
�	� ���
#	, ���н��

�	нש ��� t. 

����
��н��. 

(a) �н��� xj ����
������ xi -���
  

)(1
1 ixP 
��� �� ������ ,�ש- ����
����� )(1

1 ij xPx∀ ),( ����н .�ש- 31
2

1 xxf  

����
������ xi-���
 )(),( 1
1

121
2

12 xPxxPx ⊃∀ 
��� �� ������ ,�ש- ����
�-

���� )(),( 1
1

121
2

123 xPxxPxx ⊃∀∃  .�ש-

(b) #��н�� �н���, ���н��� �� שн����
 ����
н�
, ����
������ �н��
��-
н�� ����
�
���
 �н��
��н� ש��������. 

(c) �н��� t ����
������ �н��
��н�� ����
�
���
 ������� α-ש�, �� 

�н�� t-
 ���н��� ����
��� ���
 ����� ����
� α-ש�. 
(d) xi ����
������ xi ����
�
���
 �н��
��н� ש��������. 

(e) #��н�� �н��� ����
������ xi-���
 α-ש�, �� α �� שн����
 xi-�
 ���
�-

�������нש ���. 

	��н�4�н�
�		� ��нש $�н� ��н
��
 ������� ϕ : L → D,  

���н��� �
����
 н��
 ���н���� 
�
�нש���  

(D, {gi 
j}, {Ri 

j} ), 


�
�� ϕ(ai) ∈ D, ϕ( fi 
j ) = gi 

j, ϕ( Pi 
j) = Ri 

j, 
� gi 
j: D j → D da Ri 

j⊆ D j ���

нש �����
�
 

j-�
������� ��н����� 
� ������н�� D-ש�. D-
 н	�
н�� ϕ ���н���н�����
 ��н. 
���н��� ���н���нש������ ����
н�� ���
�!�н�� ������ ����
н�� D-!н, 


���нש��� ���� ¬ , ⊃ 
� �������н�
 н��%н�� ���� $�н��н����� �!��. 
���н���� ���н���н�����
����
 �н��
��н�� ������� ����
����� ����-


н��
 ���нשн (��, 
��������
, �
�н�	�	 -�����
) 	�����
�н�
 �����������
, 
���н��� %нש������� �� ��
����, ���� �н��
��н�� ������� ����
����� 
����
н��� ���������
 ���н��;�� ������н��
 ���н���н�����
 ��нש�; н
 ��-
����н�� שн���н�� �#�

нש ���н��
� (%нש������) ����
н��
 ���н��;�� ש���-
��н���н��
����
 ���н���н�����
 ��н
�� 
� �� �#�

нש ���н��
� (��
���) 


����н���нש��� �������
.  

����
��н��: 
(i) P1

2(x1, x2) ; 

(ii) ∀x1 P1
2(x1, x2) ; 

(iii) ∃x2∀x1P1
2(x2, x1) . 
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�� $�н� ��;н�� ���н���н�����
 ��н
 
�
н��� ��н� ������� 
������н
 


� P1
2(y, z) ���н���н����� ���
 y ≤ z , ש���� (i) 	�����
�н�
 ������н��
 y ≤ z , 

���н��� שн
���н��
�� #�н�� �
н� 
�
н��� ��н� ������� (a,b) 
����н��� 

	#���н��
���
, ��� a ≤ b; (ii) 	�����
�н�
 ���
н��
 (н. �. ������ (н���
����-

��) ������н��
) „#��н�� 
�
н���� ��н�� y ������
���
, y ≤ z“, ���н��� 


���
н�� �����
 1 ������
���
; 
�����
, (iii) ���
 %нש������ ��������-
����, ���н��� ������н�
 �����н
� 
�
н���� ��н�� ������
 ��
н����
. $�н� 
��� ���н���н�����
 ��н
 ���н;� #�н�� ��н�� �����н��
 
������н, ש���� (iii) 
�;��$�
н��
� ��
���. 


нש���н��
���
 
� %нש��������
 ��н�� ����������
 ��
��н���, ������ 

�н�����
н��
���

нש ���н�н��� ����#����� ���� !�
�� ��������н��. 
�-


����� ���ש� ���н���н ���н���н����� ϕ ����
� ���н���н�����
 ��н�� D, 
� 

Σ �#�
 #�н�� ����
� ���
н������� 
������н, �����
 н�н�н��н�� ���
 D-


��. $�н� ���� ����
�!;�����, ��

���ש�� , ��� ������� α שн
���н��
�� s = 

(b1, b2, …. ) ���
н�����!н Σ-
�� ���н���� ���н���н�����
����
. 

	���
	�� ����
�!;����� н���
������ �������
 s*, �����
 
��н���� 
#�н�� �н���� 
������н, ���� ��
��н��� ���
 D. 

(1) �� �н��� t ���
 
��������� ����
� xi, ש���� s*(t) = bi . 

(2) �� �н��� t ���
 
��������� ���
����� ai, ש���� s*(t) н����н�� ��
 

���н���н�����
 ϕ(ai) ∈ D. 

(3) �� fi
n ������������� �
��, �����
 ���н���н����� ϕ( fi 

n) = gi 
n ���
 n - 

�
������� ��н����� D-!н, 
� t1, … , tn �н��н���, ש����  

s* (fi
n(t1, … , tn)) = gi 

n(s*(t1), … , s*(tn)) . 


��нש �����н� ������
 ���
�!;��н��
, ���н�
�� ����������� �����-
��
 ��
������ ���
�!;���!н 
�#�
�����. 

(i) �� α ���
 н�н�н������� ������� Pj 
n(t1, … , tn) 
� Rj ���
 ��

нש ��-

����
� ������н�� ϕ(Pj 
n) ���н��� ���н���нש�� ,�ש������� ������� 


нש)���н��
�� Σ ���
н�����!н ש���� 
� �����
                  ���� ,��ש�� 
Rj 

n(s*(t1),…, s*(tn)), н. �. n-н�н�н������ ���
н����� (s*(t1),…,s*(tn)) 
н������
 ������н�� Rj 

n. 

(ii) ������� ¬α שн
���н��
�� s-!н ש���� 
� �����
 ���� ,��ש�� 

������� α �� ���

нש ���н��
� s-!н.  

(iii) ������� α ⊃ β שн
���н��
�� s-!н ש���� 
� �����
 ���� ,��ש�� 

������� α �� ���

нש ���н��
� ���
н����� s-!н �� ���� ������� 

β שн
���н��
�� s-!н.  

(iv) ������� ∀xiα שн
���н��
�� s-!н ש���� 
� �����
 ���� ,��ש�� 

������� α שн
���н��
�� �н��
��н� ���
н�����!н Σ -
��, ���н��� 

���
����н����� s-
��� �����н�н
 ����
� i-��� ������н����. 
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��������
 ��� ������, ������� α שн
���н��
�� s = (b1, b2, ….) ���
н�-

����!н ש���� 
� �����

-������н�� #��н�� i$ ���� ,��ש�� ���
 
������
�, 
���н��� 	�����
�н�
 bi, �
���н�!н 
�
�� xi 	�����
�н�
 ����
���� ����

 

α-ש� �����н�
 %нש����� 	���
�
н��
 ���н��� ���н���нש������. 

�������  α-
 н	�
н�� _нש�
�	�	 (���н��� ���н���нש������) ש���� 
� 

�����

нש 
� ���� ,��ש�� ���н��
�� �н��
��н� ���
н�����!н Σ-
��. 

������� α-
 н	�
н�� ��#
�	 (���н��� ���н���нש������), �� �
 �� ���
 


нש���н��
� ���н�� ���
н�����!н Σ-
��. 

���н��� ���н���н�����
 н	�
н�� ��#н�	 ���н���� Γ 
�������
����
, 

�� #��н�� ������� Γ-
�� %нש������� ���н��� ���н���нש������. 

�н��
��н�� ����н�� ����
 K �н����
 
������н�� ��
н����
 	�����
�н-
�н� ����н 
������н�
, ����н��� $�н� שн����;н� �
�н �� ש����: �����!���-


������)  ( , ) ���нש�� 
���������� ;⊂ ,¬ ����нש��� ��� ��� ������, ����н �� 

���
 �����н�н��, ������ ��
��н��н�н��� ������н��
 	�������
����
); 
��-
������� ����
н��
 x1, x2, … ����
� 
������н; �������н��, 
�
���� �� 

����
�, ��н
������� �
�н��
 
������н Pj
n (n, j ≥ 1); 
�

нש) �������н�н��� 

����н���) �� ����
� 
������н ������������� �
�н��
� fj
n ( n, j ≥ 1); 
���-

��
, 
�
���� (���н��н, שн
���н�н���, ����н��) �� ����
� 
������н 
�����-

���� ���
����н��
� ai (i ≥ 1). �������
, K �н����

нש ���н�н��� �� ���$�
н
 

���н���н �� #�н�� ������������� �
�н��� �� 
� 
��������� ���
����н��, 
���н��н ���н���н – ������ ��� #�н��! – ��н
������� �
�н��. 
���
�
��� �н-
���н�� שн���н�� ���
����
н��
�н� н�����н��
��� 
������н��

��нש �н���-
���. 	��� �нש����� ���
�!;����� �н��н��, ������н�� 
� �����!������ 


���н �ש���� ����н�� &, ∨, ≡�$нש�����н�� ���н�� ����
 �н����
����
. �� ���� 
��
�, #��н�� ����н�� ����
 (�н����
���
 �н��н��
 
� ������н��
 ��нש��� 
����	��н��н� �����
 �
 
������н��, ����н��� н�������� ( �н����
. 

K �н����
 ��
���н�� �#��� �� ���
�
: ������� 
� 
������� (�����-
�����) ��
���н��
. 

��!	���	 
��	��н"	: K �н����
 α, β 
� γ �н��
��н�� ������н��
���
, 


�нשн�� ������н�� 	�����
�н�н� K �н����
 ��
��н�
 : 

(1) α ⊃ (β ⊃ α ) ; 

(2) ((α ⊃ (β ⊃ γ )) ⊃ ((α ⊃ β ) ⊃ (α ⊃ γ ))) ; 

(3) ((¬β ⊃ ¬α ) ⊃ ((¬β ⊃ α ) ⊃ β )) ; 

(4) ∀xi α (xi) ⊃ α(t), 
�
�� α(xi) ���
 Κ �н����
 �������, ���н��� ����
���-

��� xi -
���
 α(xi)-ש .�שнש������, ��� t שн���н�� н����н�
н
 xi -
, 
� M-
 ��ש�� 

$�н� �;н������ ��
���
 ∀xiα(xi) ⊃ α(xi). 

(5) ∀xi (α ⊃ β ) ⊃ (α ⊃ ∀xiβ ), �� ������� (�� שн����
 ����
 xi ����
���� 

�������нש.  
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• • •  


�������н� שн�
н�� 
н���н�н��, ����н��� �����
����н��н� ���
�!;�-

�н��
��: 

(I) α ��
���� ���н��� ���н���нש�� �ש������� 
� �����
 α¬ ���� ,��ש�� 

%нש������� ����н ���н���нש������, 
� α %нש�� �������ש�� 
� �����
 


�� α¬ ���� ,��ש������. 

(II) ���н��� ������� �� שн���н�� �#�
 н��
�����
 %нש������ 
� 

��
��� н��
� 
 ����н ���н���нש������. 

(III) �� ���н��� ���н���нש������ %нש������� α 
� α ⊃ β, ש���� %нש������� 

β. 

(IV) α ⊃ β ��
���� ���н��� ���н���нש�� �ש������� 
� �����
 ���� ,��ש�� 

α %нש������� �� ���н���нש������, ���� β ��
����.  

(V) (i)   α & β שн
���н��
�� s-!н ש���� 
� �����
 α ������� ���� ,��ש�� 


нש���н��
�� s-!н 
� β שн
���н��
�� s-!н. α ∨ β שн
���н��
�� s-!н 


 ��ש��� �����

нש α ������� ���� ,��ש�� ���н��
�� s-!н �� β 


нש���н��
�� s-!н. α ≡ β שн
���н��
�� s-!н ש���� 
� �����
 ��-


нש α ������� �� ���� ,��ש���н��
�� s-!н 
� β שн
���н��
�� s-!н, 

�� α �� ���

нש ���н��
� s -!н 
� β �� ���

нש ���н��
�� s-!н.  

(ii) ∃xiα שн
���н��
�� s-!н ש���� 
� �����

нש α ���� ,��ש�� ���н��-


�� н��!н ����� s′ ���
н�����!н, ���н��� ���
����
н�� s-
��� 

�����н�н
 �����
 i -��� ������н����.  

(VI) α %нש������� ���н��� ���н���нש�� �ש������� 
� �����
 ���� ,��ש�� 

����н ���н���нש������ %нש������� ∀xiα. ���н���� α �������
 �
�н�-

�
 н	�
н�� �������
, ���н��� ���;н�� !���
���
 �������н��
 

����	н��� α-
 	��, ����н��� שн����н� ��
н�
н��
 ��н��
���
 ���н
��� 

α-
 #�н�� ����
���� ����
н�
. α �������
 $��н���
, ���н��� �� שн-

����
 ����
���� ����
н�
, ��	�
н�� ���� �� ������� α-
. (����-

����
, �� α ���
 P1
2(x2, x5) ⊃ ¬∃x2P1

3(x1, x2, x3), ש���� α-
 $��н��� ���н�� 

∀x5∀x3∀x2α). 

(VII) ����������
 #��н�� �н��� שн����н�� %нש������� �н��
��н� ���н���н-


����� ������!����� �������н) �ש����� �н��� שн����н��
 ��	�-


н�� �н��
��н� �������
, ���н��� ���;н�� �� ש�������� �����-

!������ ������н��
 ������
 (��н
������ �;������
) ������н��
 

$������н��� �� �������, ��� н��� 
� ����н �����!������ �
�н��
 


�������нש �
����
 н��� 
� ����н ������� $�������н��).  

(VIII) 

-α ������� ��� ,���ש�� #�н�� ����
����� ����
н�� ��#��н�� 

kii xx ,...,
1

 ����
н�

 s �� ��ש�� .
���ש � s′ ���
н����н��
 ������н��н�� 
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i1, … , in ������ н����н�� н�����н�

нש α ������� ��ש�� ,���н��
�� s-!н 


 ��ש��� �����

нש 
� ���� ,��ש�� ���н��
�� s′ -!н. (� � � � � н � �. 

��

����нש��� ����� 
� �������н��
 ���
н����
 ���н
��� ������� 

α-ש�.  н� 
������
н
, ��� �н�� t-
 ����
н�� ��#��н�� 
kii xx ,...,

1

���ש , 

���� s 
� s′ ���
н����н��
 	н��н�� i1,…,in ������ н����н�� н�����н�
, 


���s*(t) = (s′)*(t). �н ��ש��, �� t �� שн����
 ����
н�
 s1*(t) = s2*(t) ��ש�� ,

�н��
��н�� s1 
� s2 ���
н����н��
����
.  

#�н�� �
н� n-н�н�н����� ),...,(
1 kii bb  ���
н����н���� 
������н
, 

���н��� н�н�н��н�� н�������� ���н���н�����
 D ��н
, 
� ������� 

α שн
���н��
�� #��н� ���
н����� s-!н, �����
 i1, … , in ������н��н�� 

н����н�� שн
�����
�
 
kii bb ,...,

1
, н	�
н�� ���н���н�����
 ������н�� (�� 

���
н��), ���н��� שнн
����н�� ������� α-
. 

�������� ,���ש���, 

��� D ���
 #�н�� �
������� 
������н, P1
2(x,y) 
� P2

2(x,y) ���н���н��-

��н�� שн
�����
�
 ����� „x ���
 y-�
 ���“ 
� „x ���
 y-�
 ��ש�� ;“����нש� 

�������� ������н�� D-ש�, ���н��� שнн
����н�� �������
 ∃x3(P1
2(x1,x3) 

& P2
2(x3,x2)), 	�����
�н�
 ������н��
 – ���н

��ש��� ���, ���н��� 


���нש���� ���

���ש 
� ����
. �� ���н���н�����
 ��н
 ���;н�� ��н� 


�
н��� ������� 
������н
, ���� P1
2, f1

2 
� a1 ���н���н���н����� 


нש�����
�
 ������ = , �������н�� 

������� ��ש�� ,1 � 

¬ P1
2(x1, a1) & ∀x2(∃x3 P1

2(x1,f1 
2(x2, x3)) ⊃ P1

2(x2, x1) ∨ P1
2(x2, a1)) 


ннש����н�� ���н���� �!��� ������
 ���
н��, �#�
 �������. 

(IX) �� ������� α $��н�����, ש���� �н��
��н� ���н���нש������ %нש����-

��� �� α, �� ¬α (н. �. α ��
���� . 

(���$��н����� �������, ���н��� �� שн����
 ����
���� ����
н�
, 

������� α שн���н�� !���н�� ���н���нש������ �#�
 ��� %нש������ 


� ��� ��
���. 

�������� ,���ש��, α ���
 P1
2(x1,x2). ���������� ��-

�н���н�����, �����
 ��н ���
 ��н� ������� 
������н 
� 
�
�� 

P1
2(x1,x2) ���н���н����� ���
 x < y. �� ���н���нש������ α שн
���н-

��
�� �����
 ���
н����� s = (b1, b2,…)-!н, ���н��� ����#����н�
 

������
 b1 < b2. ש���
�
��н, �� ���н���нש������ ��������� ������� α 

��� %нש������� 
� ��� ��
���). 

(X) 

 t ��� ,���ש��� v �н��н���, s ���
н����� Σ-
��, t′ ���;н�� t-
�� #�н�� 

xi שн������н��
 $������н��� v �н���� 
� s′ ���;н�� s-
�� ��
 ���-i �ש

������н���
  .s*(t′ ) = (s′ )*(t) ��ש�� ;��-н����� s*(v)ש 


���� ���(xi) ��������, t �н����, ���н) ��� ,���ש��������� xi-


���
 α(xi)-ש�, 
� α(t) ��������, ���н��� ��;н����� α(xi)-�
 #�н�� ��-
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��
����� xi ����
�

нש α(t) ������� ��ש�� .��-н�����н��� tש ���н��-


�� ���
н����� s = (b1, b2, … )-!н ש���� 
� �����

нש 
� ���� ,��ש�� ��-

�н��
�� s′, ���н��� ��;н����� s-
�� н�н�н�� bi -�
 .��-н����� s*(t)ש 

(XI) �� ������� α �� שн����
 xi ������ ����
���� ����

 ��ש�� ,

�������  

(xi(α ⊃ β ) ⊃ (α ⊃ (xiβ ) 

%нש������� �н��
��н� ���н���нש������.  
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11. კომბინატორიკის ელემენტები 

������������� 	�����
�н�
 
�
��н���� ���н������
 н��-н�� ��	��
, 
���н���� ������� ���
�����н���� ש�����н���� ��������
 �нש�����, ���н-

��н�������н ��������� ,�ש�����н ������� ,�ש������ �������� �� ���н-
������� ���н��нש�����. 

���������	���� '�	����� "	����"�. 

�� ���н�	�н A 
��н�

"T�н	нש 	� !
�2���	н�#н� m �2�
#
-
�2�
 �

�ש�н"	�, #
 @��н�	�н 
� !
�2���	н�н"��	 �

�ש�н"	� 

"T�н	нש !н�#нש !
�2���	н�#н� �2�
 B 
��н�
�	 n �
�#н��"	� 
�

�ש�н"	�, �

# A �	ש 
��н�
�	 (���н���	 �	�#н���"	�) שн	T-
�н"
 !
�2���	н�#н� m  n �
�#н��"	� �

�ש�н"	�. 

• • •  

11.1. ���
н�� 

 ��н���нש ������нש�����
н
 {1,2, ..., n} 
������н �
н���-
���
, ��� #��н� 2-�
 
� 3-�
  н��
 �����
 ���$�
н

нש ,�����
�
, 2-�
 

� 3-�
  н��
� ����н��. 

11.2. ���
н�� �н���� שн���н�� 
��
��� �н��!н н�����н��
 ��н�
�� 
��� 
 ?��ש���

11.3. ���
н�� �н���� שн���н�� שн��
����� 
�� 4 ��
	����
����? 

11.4. ����н�� ���
�
 ��
	���нн�� ש���������� 
	�����н� 
�� 
����
. ����-
��

нש �н��
 ���
н�� �������� ��
н���

�����ש�� ���
? 


��нש���� ������!� .11.5 ������ ����
�
��� 8 �
�����. ���
н�� 
���
�
��� 
�н���� שн���н�� 
��

�нש ���
�ש������ ��� �������  ���� �� ����-

�
���? 

11.6. ������� ����
�

� н�� 10ש��� �����. ���
н�� �н���� שн���н�� 
��
-
��� �� �
���н�!н 3 ש�����? 

11.7. ����

��н����� 2 н�����нש ���� ���
����н���� ��н
���
 ���н��. �
��-
�н��� ������� 8. K�н
���
 ���н��
 ���
н�� �������� ��
н���
? 

11.8. ���
н�� �н���� שн���н�� 4 ����
 ��$н�� 4 
���
�
��� �����
н����!н, 
�� �� �����
н���н��
 ���
�
���� ������� 9? 

11.9. 
��
н���� ��
� $������
 
��� �����
� н��
 
;нש�. ���
н�� �н���� שн-
���н�� שн��
����� �����
н��
 ������? (н�� 
;н

����� ���нש���  
н��� �����
�) 

11.10. 
��
н���� н��
 
;нש� ��
� $������
 
��� �����
-����� ,�ש������ :�

��
� 
� ���нש�������. ���
н�� �н���� שн���н�� שн��
����� �����-

н��
 ������, �� ���н������
 �����
� ��
� 

��ש���� ���� 
;н
? 
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11.11. 
��
н���� ��
� $������
 ���� �����
� ��� 
;нש�. ���
н�� �н���� 

��нש ��н���нש����� �����
н��
 ������, �� н��-н��� �����
� ��
� 


��ש���� �н��н 
;н
? 

11.12. ��%�
���н�� ���
�
����
 ���� ���
�
���
�� ��

н��$нש � 
���. 
���
н�� �н���� שн���н�� שн��
����� ���
�? 


��ש .11.13� ���
�
���
�� ��

��нש ������ 3-������� ����
��. ���
н�� �н�-

��� ��н���нש ��� ���н�н��? 


��� .������� 6 �ש���� .11.14н�� �н���� שн���н�� �����
 �����н�� �
н, ��� 
���н���� �#�
 !�
��
 ��� ������. 

11.15. ���
н�� �н���� שн���н�� 15 
��
н���

нש �����н����  ����
 �� 
 ����
 ��#��� �
н, ��� н��-нש��� ���� 
��
н��� �#�
? 

11.16. 	�н	��!н ���н����� 9 	н�����. ���
н�� �
н�� 
������н
� ��
н���
, 
���н��� 	�н��н�� �� 	н����н�
 н����н��? 

11.17. 	�н	��!н ���н����� A, B, C, D, E, F 	н����н��. ���
н��� �
н�� 
��-
����н
�, ���н��� н��-н��� 	�н�� A 	нש������? 

11.18. ��н

���  10 �ש��#������� 
� 5 ����н���. ���
н�� �н���� שн���н�� 

���  ���
����
� 
� н��� ������

нש �����н���� ��!��
 ����#���? 

11.19. ����н� �� ש������ �����н��
 ���
н����, ���н��� ����н ����� ��	��. 

11.20. $н��ש������ ����	��н��
 16 ���
�, ���
н�� �н���� שн���н�� ����-
	��
н
 ����н�� 
� �н��н �
���н��? 

11.21. ���
н�� 

��нש ��н���нש ������ ��ש��������� ����н��
���� 1,2,3,4,5? 

11.22. ����н� �� ש������� �����н��
 ���
н����, ���нש��� #�н�� ����� 
�н����. 

11.23. ���
н�� 
���
�

��нש ��н���нש ������ ��ש����� �������� 0,1,2,3 
����н��
 

�����н� ��н���нש �����н���? (����нש�н
). 

11.24. ����н� #�н�� �� ש������� ������
 ����н��
  ���, ���н��� שн
�н��-
��� ����н��
���� 1,2,3,4. ����н��� ����� ����
н�� �����
 н��-
 н�. 

11.25. ���
н�� ש ������ ��ש�����н���н�� שн��
����� 0,1,2,3,4,5 ����н��
�-
���, ��: 1) ����н��� ����� ����
н�� �����
 н���н�; 2) ����н�� שн-
���н�� ����н��
н
: 3) ��;н���� ������ �#�
 �н��� (����н�� שн���н�� 
����н��
н
). 

4 ,���� 4 :�������
� 10 �ש���  .11.26 ���� 

��� .��ש��� 2 �н�� 3 �
������-


нש �����н����  ����

нש �н�� שн���н�� �� ������н�н��
��� �
н, 
��� ����н��  �ש��� �#�
 н��� ����, н��� ���� 
� н��� ש�����? 

11.27. ���
н�� �н���� שн���н�� 
�������� �н
��
 ��
	���� ���� 
����, ��-
�н������ 
��� н��������, ���� 
����$н�� ��� н�����н��
���� ���-

����н����? 
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11.28. �����
 ���� �н��� 
� 

��� .����� ���ש ���н�� �н���� שн���н�� 
���-
����� н�� ���ש� н
 ����н��? 

11.29. $������н��� ���

нש ��н�� 3 ��%�
� 
� 2 ����
����. ���
н�� �н���� 

� ��н���нשн�� ���
�

нש �н�� 10 ��%�
� 
� 6 ����
����? 

11.30. ����
 
����	#
� �������
 �н�н����
 н��
�������� ���н��, ������ ��
 
��
��
� ��� н
 ���н�� שн
�н�� �����н �н��� �����
���� 
� ����� 6-

���, ���н��� ��

н�
 3-
. ���
н�� ���
����н���� ���н�� ��
� ����-
��
 ���, ��� �����н���

���нש  ��������� 
 ?����нש����
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12. გრაფები 

����н��
 ����
�!;���� ������� ����� G. 	#���
 (V(G), E(G)) н	�
н�� 
�
��	�	 !�
-	, �� V(G) н�н�н��н��
 �������н�� 
�
���� 
������н�, 
����н�
�� �	�
н�н� I�н��н"� (�� ��
�Tн"�, �� Iн��	�н"�), ���� E(G) ���
 

�����н�н�� н�н�н��н��
 V(G)-
�� 	#���н��
 
�
���� 
������н, ����н�-

�� �	�
н�н� I�н��н"� (�� 2
0н"�). !�� н� V(G)-
 �	�
н�н� G �����
 I�н��-
н"	� �	��
��н�, ���� E(G)-
 – G �����
 I	"�н"	� �	��
��н�. ��������
, 12.1 
�����!н 	����
�н����� ������� ����� G, �����
 	�н��н��
 
������н V(G) 
���
 {u.v,w,z}, ���� 	���н��
 
������н E(G) שн
�н�� {u.v}, {v,w}, {u,w} 
� {w,z} 
	#���н��
���. ���#���, ��� 	��� {v,w} 
н��н"� v 
� w 	�н��н�
.  
 
                      u                     z                                                        u                      z 
         
                     
 

 v                  w                v                       w 

���. 12.1                                                          ���. 12.2 

�н��� שн
н��, ���н��� ��;н����� ������� ����н��
���
, �
����
 ��
�-
����н�� ���� !���
 ���н��н�!н, 
�
�� ��� 	�н�� שн
 ����нн��нש �����
�#�
 н��!н �н�� ���
н����
 	���н��
 

��� .������нש�� ���

���ש� ,� 
��
��н��н�н��� ����

�;!нש �����, ���н��� �
�����н��
 ���	 ��� ,�ש��� 
��
� �н�����н�
н
 �� �2�
#
�2�
 	�н��
, 
� 

� ���ש����@�cн"	� ��
н����, 
н. �. 	���н��
, ����н��� �н�����н�н� 	�н��
 ����
 ������. �
н������
 ��-
;н��� ���н��н�
, 
�
�� 
�

 ���н��� ���#�qнש��  н��
� 	���н��, н	�
н�� 
0�!
#	 !�
-	.  

��	н��	�н
��	 ����	 (��� ������	) D ���
 	#���� (V(D), A(D)), 
�
�� 
V(D) ���
 н�н�н��н��
 �������н�� 
������н, ����н�
�� ��	�
н�� I�н��-
н"�, ���� A(D) ���
 н�н�н��н��
��� V(D)-
�� 
����н���� 	#���н��
 �����-
��н�� 
�
���� ���
�, ����н�
�� �	�
н�н� ����н
-��� ��� ,���ש���нש .�
�н�� (v,w) 
� (w,v) 
���
�
����. 12.2 �����!н ���н����� �������, �����
 
����н��� (u,v), (v,v), (v,w), (v,w), (v,w), (w,u), (w,z).  

G �����
 �� 	�н��
 v-
 
� w-
 н	�
н�� ��������н, �� ��
н���
 ���� 
����н�����н�н�� 	��� (н. �. {v,w} 
���
 	���); ���
��� н���
, 	�н��н�
 v-
 
� 
w-
 н	�
н�� �� 	���
 	��	�н����	 	�н��н�� (���� 	���
 – �� 	�н��н��
 
	��	�н����	). ����������
, G �����
 �� ���
����н��� 	���
 н	�
н�� 
��������н, �� ��� ���$���� н��� 
�н��� 	�н��. G �����
 v 	�н��
 ���	��	 
(�� ���н���
�) ���
 	���н��
 ���
н����, ����н��� v 	�н��
 ����
н������; 
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v 	�н��
 ����

���н	 �н�� ρ(v)-��. vש���;� �� ����
��
 ��������
�
 ���#�q
 
������� �� н�. 	�н��
, �����
 ����
�� �
��
 0-
, �	�
н�н� 	���	�н
�� 
��н���, 	�н��
, �����
 ����
�� �
��
 1-
, �	�
н�н� ���	��� ��н���.  

�
���� 
�

���н��н	 ��н�� ��н�� #�нש �� ,������ ����
�
 ��н;���� ��ש�� ,
��	 �����
 – ���н��� ����� 	���н��
 �������н��� ���
н����
, �����
�� 
#��н�� 	��� ����	��н��

�! �ש��  �� ��
 �� н�. �� שн
н�
 �	�
н�н� �н�	� 
�������н�	� �н���.  

�� ����
 G1-
 
� G2-
 �	�
н�н� 	��������н
�, �� ��
н���
 ����н��-
���

нש ��������
��� 	�н��н��
 
������нн�

���ש , ���н���� ���$���� ���-

н��, ��� 	���н��
 ���
н����, ����н��� �н�����н�н� �� 	�н��
 G1-ש�, �
-
��
 	���н��
 ���
н����
, ����н��� �н�����н�н� שн
�����
 	�н��н�
 G2-ש�.  

 
���. 12.3 

��� �����, ���н��� ���н����� ���. 12.3-!н, �!��������� שн�
н�� שн
�-

����
����: u ↔ l, v ↔ m, w ↔ n, x ↔ p, y ↔ q, z ↔ r. G �����
 ��н����	 ���
 
�����, �����
 #�н�� 	�н�� н������
 V(G)-
, ���� #�н�� 	���н�� н������
 
E(G)-
.  


�����

н���нש ,	� ����	�� G �����
� 	�н��н��
 {v1, … , vn} 
�������� 

н	�
н�� n × n ���!����н��
 A = (aij) �������
, 
�
�� н�н�н��� aij �
��
 G-ש� 
	���н��
 ���
н����
 �����
, ����н��� �н�����н�н� vi-
 
� vj-

нש .н��
 $�н� 
����;н�� 
��н����� �������

�нש ���
 ������#����� ��н�� �����н��
���, 
���н�
�� ���$��� ���
н��, ���  ��� �н��
��н� 

 �� �ש�������нש�� �
��
 

нש�����
� 	�н��
 ����
�
 (�� #��н�� ���#�q� 	�н��
 ����
 ������н �ש�
н���н�). �������, �н��
��н�� ���н���� 
��н������ �������
 ���н
��� 

�нש��
 ������#����� ��н�� �����н��
��� �
����
 ���н�� ����� (���н��� 
н���
н���� �!����������
 
�!�
���), �����

 ������� ����н�;�нש 	�-
�н
 ���н���� ��������. ��н
�� �����
����н��
, ��� ����н��
 �н���� 

 ��н���нש�#����� ����
 
�н������� ����
 ������н��

нש 	����!н. 


�нש 
��� �ש���� ���н��� G ���	ש	��н�� 
���
 	���н��
 
�
���� ���-

н����� 

{v0, v1}, {v1, v2}, … , {vm-1, vm} 

u v   w 

x                  y                 z 

               l                     p 

 

 

          r                             m 
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(���н�
�� ���н��н �;ש�����н� v0 → v1 → v2 → … → vm ). ���

����ש��� �� 

�нשн�� ���
н��: �н��
��н�� ��� ���
н���� 	��� ���
 �� ��
�!;��н, �� н��� 

� ����н. #��н� ש������

ннש ����н�� 	�н��н��
 ���
н����� v0 , v1 , v2, …, vm; 
v0-
 н	�
н�� ���(��� ��н	�, ���� vm-

�� ����	ש	�� � ��н	�. ש���
�
��н, 
$�н� �

-н v0!���ש��� ��������� vm-�
н. שнש������, ��� �н��
��н�� v0 

	�н��
���

 ������н ,����ש��� ���������� �н���

����нש ��  	���н�
, 
���

-v0 ����ש��� �� v0-�
н. ��	ש	���� ���	'н н	�
н�� ��
-���	 �����нש �ש

н��
 �����
; ��������
, 12.4 �����!н ש������
 v → w → x → y → z → y → w     
v -
�� w -�
н ���$��� 
����н, ���н��� �
��

��ש 
.  

 
���. 12.4 


���ש��� н	�
н�� ��)��, �� #�н�� ��
� 	��� ���
����н�����, 
� ��	���� 
��)��, �� #�н�� ��
� 	�н�� v0, v1, v2, …, vm ���
����н����� (���

нש ,����н�н-
���, v0 = vm).  �%�� �� �������  �%�� *��н��
��, �� v0 = vm. $��н���� ������� 
 �%��, ���н��� שн����
 н�� 	���
 �����, н	�
н�� ���
�; �н���
, �н��
��н�� 
���#�q� �� �н��
��н�� 	#����  н��
� 	��� 9����
 ����
.  

���� ����н� ���
����н����, שн
�����, ���� ���н��н���� ���
�!;��н�� 
����� ����н��
�. ���� G-
 ��	�
н�� ���
�, �� �н��
��н�� ��
� ��� v 
� w 
	�н��
���
 ��
н���
 �������  �%�� v-
�� w-�
н. �н��
��н�� ����� שн���н�� 

��#�
 �������н� ��н����н��
, ����н�
�� ��	�
н�� (���
����) ���"��н�-
�н��, ����
�!;����� �� ���� н������н�����
 ������н��
 	�н��н��
 
�����-
�н!н: ��� 	�н�� н�����
н���	��, �� ��
н���
 �������  �%�� н���
�� �н-
��нש�. ���

нש ����� ����� ��� ,���н�� н�� ������н���
���. ����
 н	�
н�� 
�	����
�, �� ��
� ������н��н��
 ���
н���� �;н���н�� н��
. 

���� ���� G-
 �	�
н�н� н�
н	�� �	���, �� ��
н���
 $��н����  �%��, 
���н��� ��
�
 #�н�� ��
 	���!н; �
н�  �%�
 �	�
н�н� н�
н	�� ��)��. שн�-

��� �� ��� ,���ש���!;��нש��� �������н��, ��� #��н�� 	��� ���
н��
н
 
�����
 н���н�. �� $�н� ����
��� ��������
  �%��
 $��н������!н, ש���� 
����
 н	�
н�� ���н���
 н��н��
. 

$�н� ��������н� $��н����  �%��
 ��
н����
 �����н��, ���н��� ��
�
 
���н���� G ����� �����
 #��н� 	���!н. שн
���н�н��� �������� ����
 ���-

 v 

x 

y 

z w 
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������� �����н�� $��н����  �%��
 ��
н����
�, ���н��� ��
�
 �����
 
н���н� ���н���� G ����� �����
 #��н� 	�н��
. ��
��н���, ��� �
н��  �%�� 
��
� �#�

��� н����н��, ���� Gש ���������� ������������) �����  ����� 
N1); �� �
н�� ����� ��
н���

�� ��ש�� , �	�
н�н� ,���
����� ���
�, ���� 
G-
 ,���
����� �	���. ����
, ���н��� שн����
 ������  �%�
, ���н��� 
��
�
 #��н� 	�н��
, н	�
н�� ���н�	��,���
����� �	���. 

�(н н	�
н�� ����
, ���н��� �� שн����
 ����н�
; ���� �#н
 н	�
н�� �н. 
��������
, �����!н ����
������ �#н, ���н��� שн
�н�� ���� ������н���
-
���, 
�
�� #��н�� ������� �н�. שнש������, ��� ���
�!;���
 �������
 �нн�� 
� 
�#нн�� 	�����
�н�н� ������ ����н�
. 
 

 

• • •  

12.1 
����н� �����н�н
 8 	�н��
 ����н #�н�� ������ �����.  

12.2 ���н���� �����
 ������� ����н�� G, H 
� K; 
�������н� �� ���#���� 

�нשн�� �����н��: 

(i) G ∪ (H + K) = (G ∪ H) + (G ∪ K); 

(ii) G + (H ∪ K) = (G + H) ∪ (G + K). 

12.3 
�������н�, ��� �
�

 ��н���нש ����� ��������
н
 
�����!����н��-
�� н����
н
 
����нש�� �ש�� 
� �����

�� ���� ,��ש�� н���
 ��н����, 
������ ��
� #�н�� 	�н��н��
 
������н
�, �
н�н ������ ��
� #�н�� 	�-
��н��
 
�������
�, ���
��� ������� ���н��;�� ��н
������н

���ש . 

12.4 ������� G �����
 I	"��н"�� !�
-� L(G) �	�
н�н� ����
, �����
 	�н-
��н��
 
������н ����н�����
��� 
�����
н���нש���� 	���н��
 
�����-
�н
���, ���
 �������
	��н���, ��� L(G) �����
 ��� 	�н�� ��
�!;��н� 

 ��ש��� �����

нש ���� ,��ש�� �����
� G �����
 	�н��н�� ��
�!;��н�.  


�������н�, ��� �� G ������� ������, ש���� (i) G 
� G �� שн���н�� 
�#�
 н��
�����
 ��������; (ii) ���
��, ��� G ������, �����
����н��
, 
��� 	���
н���� ����� L(G) ���н��н ������.  

12.5 ���н�� m 
� n �����н��
���

�нש ��н�� ����н�� н��н��
 ����н��?:  

(i)  Km,n,    (ii)  Kn,    (iii)  Wn? 
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12.6 
�������н�, ��� ������� н��н��
 �����
 	���
н���� ����� ���
 
н��н��
 �����. 

12.7 ���н�� m 
� n �����н��
���

�нש ��н�� ����н�� 9��������
 ����н��?:  
(i)  Km,n,  (ii)  Kn,   (iii)  Wn? 

12.8 
�������н�, ��� ��
н���
 !�
��
 н��
� ����!�������� �н н��
� 
	�н����, 
� �н���н�� – ש��
� 	�н����. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ������н�����
 �н
������ ���� н ���� 

 ���н����
 
�!���� ���� н������н  

 ����. �!����н�#��� ���� ���
;нש������ 

 �����н��
 �н�н н�� ������ нש���������� 
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