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$1.   ვექტორები  

სავარჯიשო ამოცანები 

1. მოცემული 
→
a  და 

→
b  ვექტორებით ააგეთ ვექტორები:  

(ა) 
→
a2 ;   (ბ)

→→
−− ba 2 ;   (გ) 

→→
− ab 32 . 

2. OACB  პარალელოგრამשი 
→→

= aOA  და 
→→

= bOB . გამოსახეთ 

მათი საשუალებით: 
→
MO , 

→
MA , 

→
MB  და 

→
MC  ვექტორები, თუ 

M პარალელოგრამის დიაგონალების გადაკვეთის წერტილია. 

3. ABCDEF  წესიერ ექვსკუთხედשი 
→→

= pAB  და 
→→

= qAF . გა-

მოსახეთ მათი საשუალებით 
→
BC , 

→
CD , 

→
FE  და 

→
ED  ვექტო-

რები. 

4. ABCD  ტეტრაედრשი 
→→

= bAB , 
→→

= cAC  და 
→→

= dAD , 

იპოვეთ BCD წახნაგის 
→
DM  მედიანა. 

5. რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდნენ 
→
a  და 

→
b  ვექტორები, 

რომ שესრულდეს პირობა: 

ა) ||||
→→→→

−=+ baba                         ე) ||||||
→→→→

−=+ baba  

ბ) ||||
→→→→

−>+ baba                         ვ) ||||||
→→→→

+=− baba  

გ) ||||
→→→→

−<+ baba                         ზ) ||||||
→→→→

−=− baba  

დ) ||||||
→→→→

+=+ baba                    თ) ||||||
→→→→

−=− abba . 
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6. აჩვენეთ, რომ ABC  სამკუთხედის 
→
AD , 

→
BE  და 

→
CK  მედი-

ანებისთვის 0=++
→→→
CKBEAD . 

7. აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი ოთხკუთხედის თანმიმდევრობით 

აღებული გვერდების שუა A , B , C  და D  წერტილებისათ-

ვის სრულდება ტოლობა: 0=+
→→
CDAB . 

8. იპოვეთ )4,8,8(=
→
m  ვექტორის გეგმილი:  

ა) საკოორდინატო ღერძებზე; ბ) (2, 2 ,1)n
→

=  ვექტორზე. 

9. იპოვეთ )2,1,2( −=
→
a  და )2,4,1( −=

→
b  ვექტორების სკა-

ლარული ნამრავლი და კუთხე მათ שორის. 

10. იპოვეთ  
→→→→

−+= cbap 23  და 
→→→→

−−= cbaq 54  ვექტორების 

სკალარული ნამრავლი, თუ 
→
a , 

→
b  და 

→
c  ერთეულოვანი და 

წყვილ-წყვილად მართობული ვექტორებია. 

11. დაადგინეთ )1,2,1( −A , )0,2,3(B  და )1,1,0( −C  წერტი-

ლებზე გავლებული სიბრტყის მართობული რაიმე 
→
n  ვექ-

ტორის კოორდინატები. 

12. იპოვეთ )2,0,1(−A , )0,1,3( −B  და )1,1,2(C  წვეროების 

მქონე სამკუთხედის ფართობი. 

13. იპოვეთ კუთხე kjia ++=
→

2  და kjib 22 ++−=
→

 ვექტო-

რებზე აგებული პარალელოგრამის დიაგონელებს שორის.  

14. იპოვეთ 
→→→

+= nma 2  და 
→→→

−= nmb 2   ვექტორებზე აგებული 

პარალელოგრამის დიაგონალების სიგრძეები, თუ 
→
m  და 

→
n  

ერთეულოვანი ვექტორებია და მათ שორის კუთხეა 60 . 
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15. იპოვეთ 
→→→

+= nma 2  და 
→→→

+= nmb 2  ვექტორებზე აგებული 

პარალელოგრამის ფართობი, თუ 
→
m  და 

→
n  ერთეულოვანი 

ვექტორებია და მათ שორის კუთხეა 3/π . 
16. დაადგინეთ არიან თუ არა ვექტორები კომპლანარულები:  

ა) kjia ++=
→

, kjib −+=
→

, kjic +−=
→

,   

ბ)  jia 53 +=
→

, kjib 2+−=
→

, kjic 435 ++=
→

. 

17. აჩვენეთ, რომ )7,0,1(A , )2,1,1( −−B , )2,2,2( −C , 

)9,1,0(D  წერტილები ერთ სიბრტყეשი მდებარეობენ.  

18. იპოვეთ პარალელეპიპედის მოცულობა,  თუ ის 

kjia 22 −+=
→

, kjib +−=
→

2  და kjic 234 +−=
→

 

ვექტორებზეა აგებული. 

19. იპოვეთ )1,0,1(A , )0,1,2( −B , )2,1,3( −C , )1,1,0( −D  

წვეროების მქონე ტეტრაედრის მოცულობა. 

20. იპოვეთ )3,2,1( −−O , )1,3,2(A , )2,1,3( −B  და )3,2,1(C  
წვეროების მქონე პირამიდის ABC  წახნაგზე დაשვებული 

სიმაღლის სიგრძე.   

 
 



პასუხები: 

2.  , , ;  

3. , , , ;  

5. ა) ,   ბ) ,   გ) ,     

დ) ,   ე)  და ,   ვ) , 

ზ)  და ,   თ)  და ;  

8. ა) ,  და ; ბ) ;   9. , 

;   10. ;  

11. ;   12. ; 

13. ;  

14. , ;   15. ;  

16. ა) არა, ბ)  კი;   18. ;   19. ;  

20. . 

 

)(5,0
→→→

−= baMA )(5,0
→→→

+= baMB )(5,0
→→→

−= abMC
→→→

+= qpBC
→→

= qCD
→→→

+= qpFE
→→

= pED

2/),( π=
∧

→→
ba 2/),( π<

∧
→→
ba 2/),( π>

∧
→→
ba

0),( =
∧

→→
ba π=

∧
→→

),( ba ||||
→→

≥ ba π=
∧

→→
),( ba

0),( =
∧

→→
ba ||||

→→
≥ ba 0),( =

∧
→→
ba ||||

→→
≥ ab

8 8 4 12 6−=⋅
→→
ba

)21/6arccos(),( −=
∧

→→
πba 9=⋅

→→
qp

)2,1,1( −−==
→→→
ACxABn 625,0||5,0 ==

→→
ACxABS

109/3)cos( −=−+
∧

→→→→
baba

10|| =+
→→
ba 10|| =−

→→
ba 35,1|| ==

→→
bxaS

5|),,(| ==
→→→
bbaV 1=V

59/10=h
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$2. წრფე სიბრტყეზე 

 
წრფის ვექტორულ-პარამეტრული სახის განტოლება:   

Rtetrr ∈⋅+=
→→→

,0 , 

სადაც 
→
e  წრფის პარალელური ნებისმიერი არანულოვანი ვექტო-

რია, მას წრფის მიმმართველი ვექტორი ეწოდება, 
→

0r  – წრფეზე 

რაიმე ფიქსირებული ),( 000 yxM  წერტილის რადიუს-ვექტორია, 

ხოლო 
→
r  – წრფის მიმდინარე ),( yxM  წერტილის რადიუს-

ვექტორი. Rt∈ -ს პარამეტრი ეწოდება. 

 

წრფის განტოლება საკუთხო კოეფიციენტით:   

bxky +⋅= , 

სადაც αtgk =  საკუთხო კოეფიციენტია და ტოლია იმ კუთხის 

ტანგენსის, რომელსაც მოცემული წრფე ადგენს აბსცისთა ღერ-

ძის დადებით მიმართულებასთან (კუთხე გადაზომილია საათის 

ისრის საპირისპირო მიმართულებით), ხოლო b , აბსოლუტური 

 →
0r

 →
r  0M

M  →
e

X

Y

O
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მნიשვნელობით, ტოლია იმ მონაკვეთის სიგრძის, რომელსაც ეს 

წრფე ორდინატთა ღერძზე ჩამოკვეთს.  

 

წრფის ზოგადი სახის განტოლება:      

0=++ CByAx , 

სადაც ,A  B  და C  ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია და A  და 

B  რიცხვებს שორის ერთი მაინც არაა ნულის ტოლი ( 022 ≠+BA ). 

ვექტორი ),( BAn =
→

 ამ წრფის მართობული ვექტორია, მას წრფის 

ნორმალი ეწოდება. 

 

წრფის კანონიკური სახის განტოლება:    

q
yy

p
xx 00 −

=
−

, 

X

Y

α
b

 
),( BAn =

→

),( 000 yxM

),( yxM

•

•
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სადაც ),( 000 yxM  წრფეზე მდებარე რაიმე წერტილია, ხოლო 

),( qpe =
→

 არანულოვანი ვექტორი – წრფის მიმმართველი ვექ-

ტორია. 

 

წრფის პარამეტრული სახის განტოლება:       

tqyy
tpxx

⋅+=
⋅+=

0

0
, Rt∈ . 

ამ სახის განტოლება უשუალოდ მიიღება წრფის კანონიკური სახის 

განტოლებიდან. 

წრფის ნორმალური სახის განტოლება:       

0sincos =−+ pyx αα , 

სადაც p  კოორდინატთა სათავიდან წრფემდე მანძილია, ხოლო 

α  არის კუთხე, რომელსაც ადგენს კოორდინატთა სათავიდან 

წრფეზე დაשვებული მართობი აბსცისთა ღერძთან.   

 

),( 000 yxM•

 
),( qpe =

→

X

Y

α
p
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წრფის განტოლება მონაკვეთებשი:       

1=+
b
y

a
x

, 

სადაც a  და b , აბსოლუტური მნიשვნელობით, იმ მონაკვეთების 

სიგრძეების ტოლია, რომლებსაც წრფე ჩამოკვეთს აბსცისთა და 

ორდინატთა ღერძებზე, שესაბამისად.  

მანძილი წერტილიდან წრფემდე: d  – მანძილი ),( 00 yxM  წერ-

ტილიდან 0=++ CByAx  განტოლებით მოცემულ L  წრფემდე 

გამოითვლება ფორმულით    

22

00 ||

BA

CyBxAd
+

++
=  

 

L

 d

 ),( 00 yxM
•
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სავარჯოשო ამოცანები 

 

1. რა ფიგურას განსაზღვრავს tarr += 0  ტოლობა, თუ t  იღებს 

მნიשვნელობებს שემდეგი სიმრავლიდან: (ა) ( ]0,∞− , (ბ) [ ]1,1− , 

(გ) ( )1,1− , (დ) { }R∈ττ |sin . 

 ეადგინეთ წრფის პარამეტრული სახის განტოლება, თუ ისש .2

გადის )5,2(0M  წერტილზე და )3,4( −=
→
a  ვექტორის პარა-

ლელურია. 
 ეადგინეთ წრფის პარამეტრული სახის განტოლება, თუ ისש .3

გადის კოორდინატთა სათავეზე და )2,3(=
→
b  ვექტორის პა-

რალელურია. 
 ეადგინეთ წრფის პარამეტრული სახის განტოლება, თუ ისש .4

გადის )9,1(A  წერტილზე და Oy  ღერძის პარალელურია. 

 ეადგინეთ წრფის პარამეტრული სახის განტოლება, თუ ისש .5

)7,2(1M  და )3,2(2 −M  წერტილებზე გადის.  

6. წრფე მოცემულია პარამეტრული სახის განტოლებით: 

tx 52 −=  და ty +−= 1 . იპოვეთ:  

(ა) მისი მიმმართველი ვექტორი;  
(ბ) წერტილები, რომლებიც განისაზღვრებიან პარამეტრის 

ვნელობებით: 31שემდეგ მნიש =t , 22 −=t , 03 =t , 

54 =t , 205 =t ; 

(გ) პარამეტრის მნიשვნელობები, რომლისთვისაც წრფე გა-
დაკვეთს საკოორდინატო ღერძებს; 

(დ) დაადგინეთ שემდეგი წერტილებიდან რომელი მათგანი 
მდებარეობს მოცემულ წრფეზე: 

)5,1(A , )2,7( −B , )1,2( −C , )7,3( −D . 
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7. M წერტილის მოძრაობის ტრაექტორიის განტოლებაა: 

tx 23 −=  და ty 71 +−= . იპოვეთ:  

(ა) M წერტილის სიჩქარე;  

(ბ) სიბრტყის იმ წერტილის კოორდინატები, რომელשიც 

იქნება M წერტილი 6=t მომენტשი; 

(გ) დროის ის მომენტი, როდესაც M წერტილი tx ′+= 27 , 

ty ′+= 35  წრფეს გადაკვეთს. 

-ეადგინეთ M მატერიალური  წერტილის მოძრაობის განש .8

ტოლება, რომელიც კოორდინატთა სათავიდან გამოდის, მოძ-

რაობს წრფივად და თანაბრად და რომლის სიჩქარის ვექტო-

რის გეგმილებია: 3=xv  სმ/წ, 4=yv სმ/წ. ჩათვალეთ, რომ 

1|||| == ji  სმ. 

9. M წერტილი იწყებს წრფივ და თანაბარ მოძრაობას )5,8(0 −M  

წერტილიდან 40|| =v სმ/წ სიჩქარით )3,4(=
→
a  ვექტორის 

გასწვრივ, იგულისხმება, რომ 1|||| == ji  სმ. რა დრო დასჭირ-

დება მას მოძრაობის ტრაექტორიის იმ ნაწილის გასავლელად, 

რომელიც საკოორდინატო ღერძებს שორისაა მოქცეული? 

10. სინათლის სხივი tx 24 −−= , ty += 3  წრფიის გასწვრივაა 

მიმართული, ამასთან Ox  ღერძთან მიღწევის שემდეგ ის აირე-

კლება. იპოვეთ სხივის Ox  ღერძთან שეხვედრის წერტილი და 

 .ეადგინეთ არეკლილი სხივის განტოლებაש

-ეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომლის საკუთხო კოეფიש .11

ციენტია 7−=k და რომელიც )3,2( −A  წერტილზე გადის. 

-ეადგინეთ წრფის განტოლება, რომლის საკუთხო კოეფიციש .12

ენტია 5=k  და რომელიც Oy  ღერძზე 3-ის ტოლ მონაკვეთს 

ჩამოკვეთს. 
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)ეადგინეთ წრფის განტოლება, რომელიც )4,1ש .13 −A  და )1,2(−B  

წერტილებზე გადის. 

)ეადგინეთ წრფის განტოლება, რომელიც )3,2ש .14 −A  წერტილ-

ზე გადის და Ox  ღერძთან °60 -იან კუთხეს ადგენს. 

ეადგინეთ წრფის განტოლება, რომელიც )5,2(Aש .15 წერტილზე 

გადის და )3,4(=
→
n  ვექტორის ორთოგონალურია. 

-ემდეგ წრფეთა პარამეტრული სახის განტოლებეש ეადგინეთש .16
ბი: 

(ა) 53 −= xy ;    (ბ) 2
2
1 += xy ;    (გ) 0576 =+− yx ;  

(დ) 1
54

=+ yx
;     (ე) 1

23
=− yx

;      (ვ) 
34

2 yx =+
;  

(ზ) 035 =−x ;   (თ) 094 =+y . 

 :ემდეგ წრფეთა ზოგადი სახის განტოლებებიש ეადგინეთש .17

(ა) tx += 2 , ty 31 −= ;    (ბ) 2−=x , ty += 3 ;  

(გ) tx = , 2=y ;    (დ) 1
3
2 −= xy ;    (ე) xy 5−= ;  

(ვ) 1
35

=+ yx
;    (ზ) 1

3
2 =

−
+ yx ;    (თ) 

3
1

4
3 +=

−
+ yx

. 

18. მოცემულია )1,1(A , )3,2(−B  და )7,4(C წვეროების მქონე 

სამკუთხედი. שეადგინეთ სამკუთხედის გვერდებისა და A  
წვეროდან გავლებული მედიანის განტოლებები.  

ეადგინეთ წრფის განტოლება, რომელიც )7,2(−Aש .19  წერტილ-

ზე გადის და კოორდინატთა ღერძებზე ტოლი სიგრძის მონაკ-
ვეთებს ჩამოკვეთს.  

20. გამოთვალეთ იმ სამკუთხედის ფართობი, რომელსაც საკოორ-

დინატო ღერძები და 03053 =−− yx განტოლებით მოცე-

მულ წრფე განსაზღვრავს.  



 18

)ეადგინეთ წრფის განტოლება, რომელიც )2,5ש  .21 −A  წერტილ-

ზე გადის და საკოორდინატო ღერძებთან ერთად ადგენს სამ-

კუთხედს, რომლის ფართობია 150.  

22. მოცემულია 0=++ cbyax  და ltxx += 0 , mtyy += 0  

წრფეები. დაადგინეთ აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

იმისა, რომ ისინი: (ა) იკვეთებოდნენ; (ბ) იყვნენ პარალელუ-

რები; (გ) ერთმანეთს ემთხვეოდნენ; (დ) იყვნენ ურთიერთმარ-

თობულები. 

23. წრფეთა თითოეულ წყვილისათვის გამოარკვიეთ: ემთხვევიან 

თუ არა ისინი ერთმანეთს, არიან თუ არა პარალელურნი, 

თანაიკვეთებიან თუ არა. თანაკვეთის שემთხვევაשი, იპოვეთ 

გადაკვეთის წერტილი: 

(ა) 032 =+ yx , tx += 3 , ty −= 2 ;  

(ბ) 0152 =−+ yx , tx 45 += , ty 22 −−= ; 

(გ) 02043 =−+ yx , tx 84 −= , ty 62 += ;  

(დ) 042 =+− yx , 01263 =−+− yx ; 

(ე) 05 =− yx , 0102 =− yx ;  

(ვ) 0832 =−+ yx , 03 =−+ yx . 

24. წრფეთა თითოეულ წყვილისათვის გამოარკვიეთ: ემთხვევიან 

თუ არა ერთმანეთს, არიან თუ არა პარალელურნი, თანაიკვე-

თებიან თუ არა. თანაკვეთის שემთხვევაשი, იპოვეთ გადაკვე-

თის წერტილი: 

(ა) tx += 2 , ty −−= 9  და tx ′+= 51 , ty ′+−= 21 ; 

(ბ) tx 43 +−= , ty 31 −=  და  tx ′−= 41 , ty ′+−= 32 ; 

(გ) tx 21−= , ty += 7  და  tx ′+= 85 , ty ′−−= 42 ; 

(დ) tx 22 +−= , ty 59 +−=  და  tx ′−= 59 , ty ′+= 24 . 
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25. მოცემულია წრფეები: tlxx 11 += , 1 1y y mt= +  და 2 2x x l t′= + , 

tmyy ′+= 22 . დაადგინეთ აუცილებელი და საკმარისი პირო-

ბა იმისა, რომ ისინი : (ა) იკვეთებიან; (ბ) არიან პარალელური; 
(გ) ემთხვევიან ერთმანეთს; (დ) არიან ურთიერთმართობულები. 

ეადგინეთ სამკუთხედის გვერდების განტოლებები, თუ )2,1(1Mש .26 , 

)4,3(2M  და )1,5(3 −M  მისი  გვერდების שუა წერტილებია.  

27. 02 =−+ yx  და 042 =+− yx  პარალელოგრამის ორი გვე-

რდის განტოლებებია. שეადგინეთ პარალელოგრამის დანარ-
ჩენი ორი გვერდის განტოლებები, თუ ცნობილია, რომ 

)1,3(M  დიაგონალების გადაკვეთის წერტილია.  

ეადგინეთ ABCDש .28  პარალელოგრამის გვერდების განტოლე-

ბები თუ ცნობილია, რომ მისი დიაგონალები )6,1(M  წერტი-

ლשი იკვეთება, ხოლო AB , BC , CD  და DA გვერდები, שესა-

ბამისად, )0,3(P , )6,6(Q , )9,5(R და )4,5(−S  წერტილებზე 

გადის. 

ეადგინეთ )5,1(Aש .29 , )3,4(−B  და )9,2(C  წვეროების მქონე სამ-

კუთხედის BC  გვერდისადმი გავლებული სიმაღლის განტო-
ლება. 

30. რა ტრაექტორიაზე უნდა იმოძრაოს მატერიალურმა წერტილ-

მა, თუ ის )12,5(0 −M  წერტილשი იმყოფება და 0632 =+− yx  

წრფემდე უმოკლესი გზით უნდა მიაღწიოს? რომელ წერტილ-
 ?ი მიაღწევს ის ამ წრფესש

31. იპოვეთ 02043 =−+ yx  წრფის მიმართ )10,10(M  წერტი-

ლის სიმეტრიული წერტილი. 

32. სამკუთხედის ორი წვეროა )2,6(−A  და )2,2( −B  წერტილები. 

იპოვეთ სამკუთხედის მესამე წვეროს  კოორდინატები, თუ 

მისი სიმაღლეების გადაკვეთის წერტილია )2,1(H . 
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33. იპოვეთ ABC  სამკუთხედზე שემოხაზული წრეწირის ცენტრის 

კოორდინატები, თუ )2,1(A , )2,3( −B  და )6,5(C .  

34. ცნობილია, რომ მართკუთხა სამკუთხედის ფართობია 20, ჰი-

პოტენუზა Oxღერძზე მდებარეობს და მართი კუთხის წვე-

როა )4,1( −C  წერტილი. שეადგინეთ მისი კათეტების שემცვე-

ლი წრფეების განტოლებები. 
35. დაადგინეთ წრფეთა საკუთხო კოეფიციენტი (დახრილობა): 

(ა) tytx 23,32 −=+= ;  (ბ)  tytx 4,3 =−= ;  

(გ) tyx 41,2 −== ;  (დ)  443 =− yx .  

36. გამოთვალეთ კუთხე წრფეებს שორის: 

(ა) 42 += xy  და 3+−= xy ;  

(ბ) 0453 =+− yx  და 043 =+−− yx ;  

(გ) 43 +−= xy  და tytx 21,3 −=+= ;  

(დ) tytx +=−= 2,31  და tytx 52,43 −=+= .  

ეადგინეთ წრფეთა განტოლებები, რომლებიც )1,3(Aש .37  წერ-

ტილზე გადიან და 3/1)3/2( +−= xy  წრფესთან 4/π -ის 

ტოლ კუთხეს ადგენენ. 

38. მოცემულია tytxL −== ,3:1  და 8:2 += xyL  წრფეები. 

ეადგინეთ 3Lש  წრფის პარამეტრული სახის განტოლება, თუ 

ცნობილია, რომ 2L  წრფე 1L  და 3L   წრფეებით განსაზღვრუ-

ლი კუთხის ბისექტრისაა. 

39. იპოვეთ 03 =+ yx , 3=x  და 032 =+− yx  განტოლებებით 

განსაზღვრული გვერდების მქონე სამკუთხედის წვეროები და 
კუთხეები. 

)ეადგინეთ )2,1ש .40 −A , )4,5(B  და )0,2(−C  წვეროების მქონე 

სამკუთხედის A  წვეროსთან მდებარე שიგა და გარე კუთხე-
ების ბისექტრისების განტოლებები. 
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 ეადგინეთ ტოლფერდა მართკუთხა სამკუთხედის კათეტებისש .41

განტოლებები, თუ 53 += xy  მისი ჰიპოტენუზის განტოლე-

ბაა, ხოლო )1,4( −M  სამკუთხედის ერთ-ერთი წვეროა. 

42. 0526 =+− yx  და 013 =−+ yx  ტოლფერდა სამკუთხედის 

ფერდების განტოლებებია. שეადგინეთ მისი ფუძის განტოლე-

ბა თუ ის )1,1(M  წერტილზე გადის. 

 ეადგინეთ იმ კვადრატის გვერდების განტოლებები, რომლისש .43

წვეროა )5,4(−M  და დიაგონალი 087 =+− yx . 

ეადგინეთ წრფის განტოლება, თუ ის 0253ש .44 =+− yx  და 

0425 =+− yx  წრფეების გადაკვეთის წერტილზე გადის და: 

(ა) გაივლის კოორდინატთა სათავეზე; (ბ) გადის )2,1(M  წერ-

ტილზე; (გ) აბსცისთა ღერძის პარალელურია; (დ) 042 =+− yx  

წრფის პარალელურია; (ე) 023 =++ yx  წრფის პერპენდი-

კულარულია. 

 ეადგინეთ სამკუთხედის სიმაღლეების განტოლებები, თუש .45

მისი გვერდების განტოლებებია 012 =−+ yx , 

01745 =−+ yx  და 0114 =+− yx . 

ეადგინეთ ABCש .46  სამკუთხედის დანარჩენი ორი გვერდის გან-

ტოლებები, თუ მისი AB  გვერდის, AH  და BK  სიმაღლეე-

ბის განტოლებებია, שესაბამისად, 0632 =+− yx ,  022 =−+ yx , 

და 0123 =−+ yx .  

ეადგინეთ წრფის განტოლება, თუ ის )9,8(Mש .47 წერტილზე 

გადის და 02 =− yx  და 052 =+− yx  წრფეებს שორის მოქ-

ცეული მისი მონაკვეთის სიგრძე 5 -ის ტოლია.  

48. იპოვეთ მანძილები )0,0(A , )2,1(B , )7,5(−C  და )3,8( −D  

წერტილებიდან 01586 =−+ yx  წრფემდე. 
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49. იპოვეთ მანძილი პარალელურ წრფეებს שორის: 

(ა) 053 =+− yx  და 0962 =+− yx ;  

(ბ) 0132 =+− yx  და tytx 21,32 +=+= ; 

(გ) 0526 =+− yx  და 43 += xy ;  

(დ) tytx 61,42 +=+=  და ττ 32,21 +=+= yx . 

50. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც 

თანაბარად არიან დაשორებულნი שემდეგი ორი პარალელური 

წრფიდან: 

(ა) 0754 =+− yx  და 01154 =−− yx ;  

(ბ) 073 =+− yx  და 053 =+− yx . 

ეადგინეთ 0112ש .51 =−+ yx  და 0563 =−− yx  წრფეების გა-

დაკვეთით მიღებული კუთხის ბისექტრისის განტოლება, თუ 

ის გადის წერტილზე: (ა) )3,1( −M , (ბ) )1,2( −M .  

-ეადგინეთ ყველა იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილის გაש .52

ნტოლება, რომლებიც 0=− yx  წრფიდან ორჯერ მეტი მან-

ძილით არიან დაשორებულნი, ვიდრე აბსცისთა ღერძიდან. 

-ეადგინეთ მატერიალური წერტილის მოძრაობის ტრაექტოש .53

რიის განტოლება, თუ დროის ყოველი მომენტისათვის ის სამ-

ჯერ ნაკლები მანძილითაა დაשორებული 02 =+ yx  წრფი-

დან, ვიდრე კოორდინატთა სათავიდან. 

54. იპოვეთ სამკუთხედის სიმაღლეების სიგრძეები, თუ მისი წვე-

როებია )5,2(A , )3,1(B  და )0,7(C . 

55. იპოვეთ მანძილი სამკუთხედის B  წვროდან AD  მედიანამდე, 

თუ )1,2(−A , )1,3(B , )5,1(C .  

56. აჩვენეთ, რომ 013 =+− yx , 0123 =+− yx , 013 =−+ yx  

და 0103 =++ yx  წრფეებით שემოსაზღვრული ფიგურა კვა-

დრატია. იპოვეთ კვადრატის ფართობი. 
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ეადგინეთ კვადრატის გვერდების განტოლებები, თუ )6,0(Aש .57  

და )0,8(B  მისი ორი მეზობელი წვეროა.  

58. კვადრატის ორი გვერდის განტოლებებია 010125 =−+ yx  და 

029125 =++ yx -ეადგინეთ მისი დანარჩენი გვერდების გაש .

ნტოლებები, თუ ცნობილია, რომ )5,3(−A  მის გვერდზე დევს. 

59. 053 =−+ yx  კვარდატის ერთ-ერთი გვერდის განტოლებაა, 

ხოლო )0,1(−O  მისი სიმეტრიის ცენტრია. שეადგინეთ 

კვადრატის დანარჩენი გვერდების განტოლებები. 
 ეადგინეთ სამკუთხედის მესამე გვერდის განტოლება დაש .60

დაადგინეთ წვეროების კოორდინატები, თუ )0,0(O  სამკუ-

თხედის მედიანების გადაკვეთის წერტილია და მისი ორი გვე-

რდის განტოლებებია 04 =−+ yx  და 012 =−+ yx . 

 ეადგინეთ სამკუთხედის მესამე გვერდის განტოლება, თუ მისიש .61

ორი გვერდის განტოლებებია 0123 =+− yx  და 01 =+− yx , 

ხოლო 012 =−− yx  ერთ-ერთი მედიანის განტოლებაა. 

 ეადგინეთ სამკუთხედის გვერდების განტოლებები, თუ მისიש .62

ორი მედიანის განტოლებებია 03 =−− yx  და 0945 =−+ yx , 

ხოლო )2,1(−A  მისი ერთ-ერთი წვეროა. 

63. იპოვეთ სამკუთხედის წვეროები, თუ მისი მედიანების გან-

ტოლებებია 03 =−− yx , 0654 =−+ yx  და 0945 =−+ yx , 

ხოლო ფართობია 6=S . 
 ეადგინეთ სამკუთხედის გვერდების განტოლებები, თუ მისიש .64

ორი სიმაღლის განტოლებებია 0852 =+− yx  და 04 =−+ yx , 

ხოლო )4,3(A  მისი ერთ-ერთი წვეროა.  

 ეადგინეთ სამკუთხედის გვერდების განტოლებები, თუ მისიש .65

ორი ბისექტრისის განტოლებებია 063 =−− yx  და 02 =−+ yx , 

ხოლო )4,2( −A  მისი ერთ-ერთი წვეროა. 
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 ეადგინეთ სამკუთხედის გვერდების განტოლებები, თუש .66

0157 =+− yx  და 057 =++ yx  ერთი წვეროდან გამოსული 

სიმაღლისა და ბისექტრისის განტოლებებია, ხოლო )6,2(A  

მისი ერთ-ერთი წვეროა. 
 ეადგინეთ სამკუთხედის გვერდების განტოლებები, თუש .67

02743 =+− yx  და 052 =−+ yx  სხვადასხვა წვეროდან 

გამოსული სიმაღლისა და ბისექტრისის განტოლებებია, ხო-

ლო )1,2( −A  მისი ერთ-ერთი წვეროა. 

 ეადგინეთ სამკუთხედის გვერდების განტოლებები, თუש .68

0113 =++ yx  და 072 =++ yx  სხვადასხვა წვეროდან 

გამოსული სიმაღლისა და მედიანის განტოლებებია, ხოლო 

)7,2( −A  მისი ერთ-ერთი წვეროა. 

 ეადგინეთ სამკუთხედის გვერდების განტოლებები, თუש .69

052 =−+ yx  და 010134 =−+ yx  ერთი წვეროდან გამო-

სული ბისექტრისისა და მედიანის განტოლებებია, ხოლო 

)3,4(A  მისი ერთ-ერთი წვეროა. 

70. 052 =−+ yx  და 0102 =++ yx  ტოლფერდა სამკუთხედის 

ფერდების განტოლებებია. იპოვეთ სამკუთხედის მედიანების 

გადაკვეთის წერტილი, თუ )2,1(−M  მის ფუძეზე დევს. 

ეადგინეთ წრფის განტოლება, რომელიც )1,0(Aש .71  წერტილზე 

გადის და 0103 =+− yx  და 082 =−+ yx  წრფეებს שორის 

მოქცეული მისი მონაკვეთი ამ წერტილით שუაზე იყოფა. 
 ეადგინეთ წრფის განტოლება, თუ პირველ საკოორდინატოש .72

მეოთხედשი მოქცეული მისი მონაკვეთის სიგრძე კოორდინატ-

თა სათავიდან ამ წრფემდე მანძილზე ორჯერ მეტია, ხოლო 

საკოორდინატო ღერძებითა და ამ წრფით שედგენილი სამ-

კუთხედის ფართობია 2/9 . 
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73. იპოვეთ ტოლფერდა სამკუთხედის მედიანების გადაკვეთის 

წერტილისა და მასשი ჩახაზული წრეწირის ცენტრის კოორ-

დინატები, თუ 07 =−+ yx  და 097 =−− yx  სამკუთხედის 

ფერდების განტოლებებია, ხოლო )8,3( −M  წერტილი მის 

ფუძეზე დევს. 

74. აჩვენეთ, რომ )2,3( −A , )5,1(B , )3,4(−C  წვეროების მქონე 

სამკუთხედის სიმაღლეები ერთ წერტილשი იკვეთებიან. 

იპოვეთ იმ სამკუთხედის ფართობი, რომლის წვეროებსაც 

სამკუთხედის სიმაღლეების ფუძეები წარმოადგენს. 

75. 03043 =−+ yx  და 01243 =+− yx  წრფეები R -რადი-

უსიანი წრეწირის მხებებია. იპოვეთ მხებებითა და שეხების 

წერტილებשი გავლებული წრეწირის რადიუსებით שედგენილი 

ოთხკუთხედის ფართობი, თუ 5=R . 
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პასუხები 

1. (ა) სხივი; (ბ) ჩაკეტილი მონაკვეთი; (გ) ღია მონაკვეთი; (დ) ღია 

მონაკვეთი;  

2.  tx 42 += , ty 35 −= ; 

3. tx 3= , ty 2= ;  4. 1=x , ty 9= ;   5. 2=x , ty 107 += ;  

6. (ა) )1,5(−=
→
e ; (ბ) )3,12(1 −A , )3,12(2 −A , )1,2(3 −A , 

)4,23(4 −A , )19,98(5 −A ; (გ) 1=t  აბსცისთა ღერძს, 5,2=t  

ორდინატთა ღერძს; (დ) A  არა, B  კი, C  კი, D  არა; 

11. 117 +−= xy ; 12. 35 += xy  ან  35 −= xy ;  

13. 0735 =++ yx ; 14. 03233 =−−− yx ; 

15. 02334 =−+ yx ; 16. (ა) tx = , ty 35 +−= ;  (ბ) tx 4= , 

ty 22 += ;  (გ) tx += 1 , ty )7/6(7/11 += ; (დ) tx 48 += , 

ty 55 −−= ; (ე) tx 63 −= , ty 4−= ; (ვ) tx 42 −= , ty 33 −= ; 

(ზ) 5/3=x ; (თ) 4/9−=y ;  

17. (ა) 073 =−+ yx ; (ბ) 03 =+x ; (გ) 02 =−y ;  

(დ) 0332 =−− yx ; (ე) 05 =+ yx ; (ვ) 01553 =−+ yx ;  

(ზ) 036 =−− yx ; (თ) 01343 =++ yx ; 

18. 0532: =−+ yxAB , 01332: =+− yxBC , 

012: =−− yxAC , 01 =−x ;    

19. 05 =±+ yx , 05 =±− yx ; 20. 30=S ;   

23. (ა) )10,15( −A ; (ბ) პარალელური არიან; (გ) ემთხვევიან 

ერთმანეთს; (დ) არიან მართობულები; (ე) ემთხვევიან ერთმანეთს; 

(ვ) )2,1(B ;  
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24. (ა) თანაიკვეთებიან; (ბ) თანაიკვეთებიან; (გ) პარალელური 

არიან; (დ) მართობულები არიან; 

26.  06 =−− yx , 0925 =−+ yx , 02543 =−+ yx ; 

27. 06 =−+ yx , 0142 =−− yx ;    

28. 032: =−− yxAB , 062: =−− yxBC , 

0132: =+− yxCD , 0142: =+− yxAD ;   

29. 06 =−+ yx ; 31. )6,2(' −−M ; 32. )5,1;2(C ;  

33. )6/11,3/14(O ; 

34. 062,072 =−−=++ yxyx ან 

022,092 =++=−− yxyx ; 

35. (ა) 3/2− ; (ბ) 3/4− ; (გ) არ არსებობს; (დ) 4/3 3;  

36. (ა) 3arctg− ; (ბ) )6/7(arctg ; (გ) )7/1(arctg ;  

(დ) )17/11(arctg ;  

37. 0165 =−+ yx , 025 =+− yx ; 38. tytx 31,5 −−=+−= ;  

39. )1,3( −A , )3,3(B  და )5/3;5/9(−C , 10/1cos 1 =α , 

2/1cos 2 =α , 5/1cos 3 =α ;  

40. 035 =−+ yx , 0115 =−− yx ;  

41. 72 +−= xy , 35,0 −= xy ;  

42. 012 =+− yx , 032 =−+ yx ;  

43. 03243 =+− yx , 0743 =+− yx , 02434 =−+ yx , 

0134 =++ yx ;  

44. (ა) 08 =− yx , (ბ) 0678 =+− yx , (გ) 0219 =+y ,  

(დ) 0301938 =+− yx , (ე) 0461957 =+− yx ; 

45. 02254 =+− yx , 0184 =−+ yx , 012 =+− yx ;  

46. 023 =+− yx , 01463 =+− yx ;  
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47. 0534 =−− yx ;   49. (ა) 20/10 ; (2) 13/132 ;  

(გ) 20/103 ; (დ) 13/135 ;  

50. (ა) 0254 =−− yx ; (ბ) 043 =+− yx ;  

51. (ა) 0193 =−x ; (ბ) 031010 =−− yx ;  

52. 0)221( =±− yx ; 53. yx )259(2 ±−= ; 

54. 53 , 2/3 , 5 ; 55. 5 ; 56. 1,12 ;  

57. 02443 =−+ yx , 07443 =−+ yx , 01834 =+− yx  და 

03234 =−− yx  ან 02443 =−+ yx , 02643 =++ yx , 

01834 =+− yx  და 03234 =−− yx ;  

58. 061512 =+− yx , 022512 =+− yx  ან 061512 =+− yx , 

0100512 =+− yx ;  

59. 093 =+− yx , 033 =−− yx , 073 =++ yx ;  

60. )7,3(−A , )10,6(−B , )17,9( −C , 0459 =++ yx ;  

61. 03 =−x  და 0135 =−− yx ; 62. 032 =−+ yx , 

01 =−+ yx , 062 =−+ yx ;  

63. )2,1(−A , )0,3(B , )4,5( −C ; 64. 02325 =−+ yx , 

01 =+− yx , 01143 =−+ yx ;  

65. 067 =−+ yx , 06 =−− yx , 0107 =−+ yx ; 

66. 01034 =+− yx , 0207 =−+ yx , 0543 =−+ yx ; 

67. 0174 =−+ yx , 03 =−y , 0534 =−+ yx ;  

68. 0233 =−− yx , 01997 =++ yx , 01334 =++ yx ;  

69. 07 =−+ yx , 057 =++ yx , 0208 =+− yx ;  

70. )3/8,3/13(−A ; 71. 044 =++ yx ;  

72.  03 =−+ yx ; 73. )1053;57( −− ; 75. 3/100  და 2/75 . 
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$3. სიბრტყე 

სიბრტყის ვექტორულ-პარამეტრული სახის განტოლება:   

Rtqptrr ∈⋅+⋅+=
→→→→

ττ ,,0 , 

სადაც ),,( 321 pppp =
→

 და ),,( 321 qqqq =
→

 სიბრტყის პარალე-

ლური ნებისმიერი არაკოლინეარული ვექტორებია, 
→

0r  – სიბრტის 

რაიმე ფიქსირებული 0 0 0 0( , , )M x y z  წერტილის რადიუს-ვექტო-

რია, ხოლო 
→
r  – სიბრტყის ( , , )M x y z მიმდინარე წერტილის რა-

დიუს-ვექტორი. Rt ∈τ, -ს პარამეტრები ეწოდებათ. 

 

სიბრტყის ზოგადი სახის განტოლება:   

0=+++ DCzByAx , 

სადაც ,A  B , C  და D  ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია, ამას-

თან A , B  და C  რიცხვებს שორის ერთი მაინც არაა ნულის ტო-

ლი ( 0222 ≠++ CBA ). ვექტორი ),,( CBAn =
→

 სიბრტყის მარ-

თობული ვექტორია, მას სიბრტყის ნორმალი ეწოდება. 

),( 000 yxM

 ),( yxM
 →
p

 →
q



 30

 

სიბრტყის განტოლება ღერძთა მონაკვეთებשი:    

1=++
c
z

b
y

a
x

, 

სადაც a , b  და c , აბსოლუტური მნიשვნელობით, იმ მონაკვეთე-

ბის სიგრძეების ტოლია, რომლებსაც სიბრტყე საკოორდინატო 

ღერძებზე ჩამოკვეთს.  

 

სიბრტყის ნორმალური სახის განტოლება:  

0coscoscos =−++ pzyx γβα , 
სადაც p  – კოორდინატთა სათავიდან სიბრტყემდე მანძილია, 

ხოლო α , β  და γ   კოორდინატთა სათავიდან სიბრტყეზე დაשვე-

ბული მართობის, שესაბამისად, OX , OY  და OZ  ღერძთან שედ-

გენილი კუთხეებია.   

 
),,( CBAn =

→

X

Y

Z

a
 b

c
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სიბრტყის პარამეტრული სახის განტოლება:  

Rt
qptzz
qptyy
qptxx

∈








⋅+⋅+=
⋅+⋅+=
⋅+⋅+=

τ
τ
τ
τ

,,

330

220

110

. 

ეს ტოლობები მიიღება, თუ სიბრტყის ვექტორულ-პარამეტ-
რული სახის განტოლებას ჩავწერთ კოორდინატობრივად. 

მანძილი წერტილიდან სიბრტყემდე: 0 0 0 0( , , )M x y z  წერტილი-

დან 0=+++ DCzByAx  განტოლებით მოცემულ სიბრტყემდე 

მანძილი გამოითვლება ფორმულით 

222

000 ||

CBA

DzCyBxAd
++

+++
= . 

სიბრტყეთა კონა:  

თუ 01111 =+++ DzCyBxA  და 02222 =+++ DzCyBxA
განტოლებებით მოცემული სიბრტყეები იკვეთებიან, მაשინ მათი 
თანაკვეთა წრფეს წარმოადგენს. ყველა იმ სიბრტყეთა ერთობლი-
ობას, რომლებიც ამ წრფეზე გადის სიბრტყეთა კონა ეწოდება. 

0)( 22221111 =+++⋅++++ DzCyBxADzCyBxA λ  

განტოლება, ყოველი R∈λ -თვის, განსაზღვრავს კონაשი שემავალ 
სიბრტყეს.  

X

Y

Z

p
O

 N•
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სავარჯიשო ამოცანები 

 ეადგინეთ სიბრტყის პარამეტრული სახის განტოლება, თუש .1

ის გადის:  

(1) )2,0,1(A  წერტილზე და )3,2,1(=
→
p  და )1,3,0(=

→
q  

ვექტორების პარალელურია;   

(2) )1,2,1(A  წერტილზე და i  და j  ვექტორების 

პარალელურია; 

(3) )1,7,1(A  წერტილზე და OXZ  სიბრტყის პარალელურია; 

(4) )2,3,5(A  და )1,0,1(B  წერტილებზე და )3,3,1( −=
→
p  

ვექტორის პარალელურია; 

(5) )7,5,1(A  წერტილზე და OX  ღერძზე; 

(6) OY  ღერძზე და )1,2,1(=
→
p  ვექტორის პარალელურია; 

(7)  კოორდინატთა სათავეზე და )1,0,1(A  და )1,3,2( −−B  

წერტილებზე; 

(8) )3,2,1(A , )4,4,2(B  და )1,3,3(C  წერტილებზე. 

 ეადგინეთ სიბრტყის ზოგადი სახის განტოლება, თუ ისש .2

გადის: 

(1) )1,1,1(A  წერტილზე )0,2,1(=
→
p  და )3,1,0(=

→
q  

ვექტორების პარალელურად; 

(2) )1,0,31(A  წერტილზე და აბსცისთა ღერძზე; 

(3) )2,2,1(A  წერტილზე და OXZ  სიბრტყის პარალელურია; 

(4) კოორდინატთა სათავეზე და )2,0,1(A  და )3,0,0(B  

წერტილებზე; 

(5) )1,0,1(A , )3,2,0(B  და )1,2,0(C  წერტილებზე. 
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 ეადგინეთ სიბრტყის ზოგადი სახის განტოლება, რომელიცש .3

)2,2,1( −A წერტილზე გადის და )3,1,2( −=
→
n  ვექტორის 

მართობულია. 

4. დაადგინეთ שემდეგი განტოლებებით მოცემულ სიბრტყეთა 

საკოორდინატო სისტემის მიმართ მდებარეობის 

თავისებურებები: 

(1) 0=D ; (2) 0=A ; (3) 0=B ; (4) 0=C ;  

(5) 0,0 == DA ; (6) 0,0 == DB ; (7) 0,0 == DC ;  

(8) 0,0 == CB ; (9) 0,0 == CA ; (10) 0,0 == BA ;  

(11) 0,0,0 === DCB ;  (12) 0,0,0 === DCA ;  

(13) 0,0,0 === DBA . 

 :ეადგინეთ სიბრტყის ზოგადი სახის განტოლებაש .5

(1)  uzvyvux ⋅+=−=⋅−⋅+= 32,4,432 ;   

(2)  vuzvuyvux ⋅−⋅+=−=+= 465,, . 

 :ეადგინეთ სიბრტყის პარამეტრული სახის განტოლებაש .6

(1) 063 =+− zyx ;    (2)  032 =−−− zyx . 

7. იპოვეთ სიბრტყის მიერ საკოორდინატო ღერძებზე 

ჩამოკვეთილი მონაკვეთების სიგრძეები:  

(1) 018932 =+−+ zyx ; (2) 02052 =−+− zyx ;  

(3) vuzuyvux −+=+=++= 3,2,1 ;  

(4) vuzvuyux 31,422,23 ++=+−=+= . 

)ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც )7,5,3ש .8 −A  

წერტილზე გადის და საკოორდინატო ღერძებზე ტოლი სიგ-

რძის მონაკვეთებს ჩამოკვეთს. 

9. გამოთვალეთ პარალელეპიპედის მოცულობა, რომელიც სა-

კოორდინატო სიბრტყეებითა და 0301553 =−+− zyx   სიბ-

რტყით არის שემოსაზღვრული.  
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10. )0,1,2(A , )5,3,1(B , )4,3,6(C  და )8,7,0( −D  ტეტრაედრის 

წვეროებია. שეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 

AB  წიბოზე და CD  წიბოს שუა წერტილზე გადის. 

ეადგინეთ )2,0,0(Aש .11 , )5,0,3(B , )0,1,1(C  და )2,1,4(D  

წვეროების მქონე ტეტრაედრის წახნაგების განტოლებები. 

12. დაადგინეთ שემდეგი სიბრტყეებიდან რომლები კვეთენ 

ერთმანეთს, არიან პარალელურნი ან ემთხვევიან ერთმანეთს:  

(1) 013 =++− zyx  და 0252 =−+− zyx ;  

(2) 0422 =+++ zyx  და 08424 =+++ zyx ;  

(3) 0223 =+−+ zyx  და 01246 =+−+ zyx ;  

(4) vuzuyvux −+=+=++= 3,2,1  და 

'3'1,'4'22,'23 vuzvuyux ++=+−=+= ;  

(5) vuzvyvux −=+=+= ,1,2  და 

'22,''1,''32 vzvuyvux −=++=++= ;  

(6) vuzvyvux −+=+=++= 3,2,22  და 

'2,'',''3 vzvuyvux −=+=+= . 

13. იპოვეთ სიბრტყეებს שორის კუთხის კოსინუსი:  

(1) 0622 =+−+ zyx  და 0822 =++− zyx ; 

(2) 0222 =++− zyx  და 05 =−++ zyx ; 

(3) vuzuyvux −+=+=++= 3,2,1  და 

'3'1,'4'22,'23 vuzvuyux ++=+−=+= .  

)ეადგინეთ )3,2,1ש .14 −A  წერტილზე გავლებული იმ სიბრტყის 

განტოლება, რომელიც )1,1,1(B , )1,0,2( −C  და )5,4,3(D  

წერტილებზე გავლებული სიბრტყის პარალელურია.   

15. მოცემულია  პარალელეპიპედის )1,1,1(A  წვერო და მისი 

012 =−++ zyx , 0232 =+++ zyx  და 03 =+−− zyx  
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არაპარალელური წახნაგების განტოლებები. שეადგინეთ მისი 

დანარჩენი სამი წახნაგის განტოლებები.   

16. აჩვენეთ, რომ 0622 =+−+ zyx , 0822 =++− zyx  და 

01022 =+++ zyx  არაპარალელური წახნაგების მქონე 

პარალელეპიპედი მართკუთხაა.  

17. იპოვეთ )5,3,1(A  წერტილიდან 012 =−++ zyx  და 

0323 =−++ zyx  სიბრტყეების თანაკვეთის წრფეზე 

დაשვებული პერპენდიკულარის B  ფუძე.  

 ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, თუ კოორდინატთაש .18

სათავიდან მასზე დაשვებული მართობის ფუძეა )3,1,1( −A .  

ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც OZש .19  ღერძზე 

გადის და 0752 =−−+ zyx  სიბრტყესთან 45 -იან 

კუთხეს ადგენს.  

 ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიცש .20

0532 =+−+ zyx , 01223 =−+− zyx  წრფეზე გადის და 

პარალელურია ვექტორის: 

(1) )1,1,1(=
→
n ; (2) )13,7,4( −−=

→
n .   

21. 05 =++ zyx , 04 =+− zx  წრფით განსაზღვრული 

კონიდან שეარჩიეთ სიბრტყე, რომელიც 01284 =+−− zyx  

სიბრტყესთან 4/π -ის ტოლ კუთხეს ადგენს.   

 ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიცש .22

0235 =−+− zyx  სიბრტყის მართობულია და: 

(1) მათი გადაკვეთის წრფე OXY  სიბრტყეשი ძევს;  

(2) 0532 =−+− zyx , 022 =+−+ zyx  წრფეზე გადის;  

(3) 0532 =−+− zyx , 022 =++− zyx  წრფეზე გადის. 
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23. გამოარკვიეთ, თუ რომელი საკოორდინატო სიბრტყე 

მიეკუთვნება 0624 =−+− zyx  და 09356 =−++ zyx  

სიბრტყეებით განსაზღვრულ კონას.  

 ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადისש .24

02 =+−+ zyx , 0134 =−+− zyx  და 052 =−+ yx  

სიბრტყეების გადაკვეთის წერტილზე და: (1) აბსცისთა 

ღერძზე; (2) კოორდინატთა სათავეზე და )2,3,1(A  

წერტილზე; (3) პარალელურია OXZ  სიბრტყის. 

25. იპოვეთ მანძილი პარალელურ სიბრტყეებს שორის: 

(1) 0722 =+−− zyx  და 017442 =+−− zyx ; 

(2) 015426 =+−+ zyx  და 010639 =+−+ zyx . 

 ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიცש .26

0473 =−+− zyx  და 02535 =+−+ zyx  სიბრტყეებით 

განსაზღვრულ ორწახნაგა კუთხეს שუაზე ჰყოფს.    

27. იპოვეთ )4,6,0(A , )3,5,3(B , )5,11,2( −−C  და )4,1,1( −D  

წვეროების მქონე ტეტრაედრის A  წვეროდან დაשვებული 

სიმაღლის სიგრძე.    

 ეადგინეთ სიბრტყეთა განტოლებები, რომლებიცש .28

0622 =−−− zyx  სიბრტყიდან 7=d -ის ტოლი 

მანძილითაა დაשორებული. 

29. იპოვეთ სფეროს ცენტრი და რადიუსი, თუ ის საკოორდინატო 

სიბრტყეებითა და 05721011 =−−− zyx  სიბრტყით 

  .ია ჩახაზულიשემოსაზღვრულ ტეტრაედრש

30. იპოვეთ 0884 =+++ zyx , 0222 =++− zyx  და 

01243 =++ yx  სიბრტყეების OXY  სიბრტყესთან გადაკ-

ვეთით მიღებული სამკუთხედის ის წერტილი, რომელიც ამ 

სიბრტყეებიდან თანაბარი მანძილითაა დაשორებული.  



პასუხები 

1. (1) ττ ++=+=+= tztytx 32,32,1 ; 

(2) 1,2,1 =+=+= zytx τ ; (3) τ+==+= 1,7,1 zytx ;  

(4) τττ 32,333,45 −+=++=++= tztytx ; 

(5) τ+=+== 7,5,1 ztyx ;  

(6) ττ =+== ztytx ,2, ; (7)  τττ +=−=−= tzytx ,3,2 ;  

(8) τττ 23,22,21 −+=++=++= tztytx ; 

2.  (1) 0436 =−+− zyx ; (2) 0=y ; (3) 02 =−y ; 

(4) 0=y ; (5) 022 =−+ yx ; 

3. 0632 =++− zyx ; 5.  (1) 0164 =+−− zyx ;  

(2) 055 =+−+ zyx ; 

6.  (1) vuzuyvux 33,, +==−= ; 

(2) vuzvuyux 3,1,1 +=−−−=+= ;  

7. (1) 2,6,9 −− ; (2) 4,10,20 − ; (3) 0,0,0 ; 

(4) 4/17,3/17,5/17 − ; 

8. 01 =−++ zyx ; 9. 20 ; 10. 0651127 =−++ zyx ;  

11.  023 =+−− zyx , 024 =+−− zyx , 06382 =+−− zyx , 

093112 =+−− zyx ; 

12. (1) და (4) გადაიკვეთებიან; (2) და (5) ერთმანეთს ემთხვევიან; 

(3) და (6) პარალელურები არიან; 

13. (1) 0 ; (2) 33/1 ; (3) 6/3 ; 14. 033582 =−+− zyx ;  

15. 042 =−++ zyx , 0632 =−++ zyx , 01 =+−− zyx .  

17. )4,1,2(−B ; 

18. 0113 =−+− zyx ; 19.  03 =+ yx , 03 =− yx ;  
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20. (1) 01911176 =−+− zyx ; (2) კონაשი שემავალი ნებისმიერი 

სიბრტყე;  

21. 012720 =−++ zyx , 04 =+− zx ; 

22. (1) 0626315 =−−− zyx ; (2) 022 =+−+ zyx ;  

(3) 093 =−+ zx ; 23. OXZ ; 

24. (1) 02 =− zy ; (2) 03 =− yx ; (3) 03 =−y ; 

25.  (1) 2/1 ; (2) 146/25 ;  

26. 0362 =+−+ zyx ; 27. 3; 28. 02722 =−−− zyx ; 

29. )2/3,2/3,2/3( −− ; 30. )0,6/5,6/19( −− . 
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$4. წრფე სივრცეში 

),,( rqpa =
→

 მიმმართველი ვექტორის მქონე და მოცემულ 

0 0 0 0( , , )M x y z  წერტილზე გავლებული წრფის ვექტორულ-პარა-

მეტრული სახის განტოლებაა: 

Rtatrr ∈+=
→→→

,0 , 

სადაც 
→

0r  არის წრფის 0M  წერტილის რადიუს-ვექტორი, 
→
r  არის 

წრფის მიმდინარე წერტილის რადიუს-ვექტორი, ხოლო t  პარა-

მეტრია. 

თუ ამ ტოლობას ჩავწერთ კოორდინატობრივად, მივიღებთ 

წრფის პარამეტრული სახის განტოლებას: 

rtzz
Rtqtyy

ptxx

+=
∈+=

+=

0

0

0

, . 

რადგან a
→

 არანულოვანი ვექტორია, ამიტომ უკანასკნელი ტოლო-

ბებიდან პარამეტრის გამორიცხვის שედეგად, მივიღებთ წრფის 

კანონიკური სახის განტოლებას:  

r
zz

q
yy

p
xx 000 −

=
−

=
−

. 

წრფე שეიძლება განვიხილოთ, როგორც ორი არაპარალელური 

სიბრტყის თანაკვეთის წერტილების სიმრავლე, ამიტომ გვაქვს 

წრფის ზოგადი სახის განტოლება: 

1 1 1 1

2 2 2 2

0,
0.

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =
+ + + =
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სავარჯოשო ამოცანები 

 
 ეადგინეთ წრფის პარამეტრული სახის განტოლება, თუ ისש .1

გადის:  

(1) )3,0,2(M  წერტილზე და პარალელურია )2,2,3( −−=
→
a  

ვექტორის;  

(2) )3,2,1(A  წერტილზე და პარალელურია აბსცისთა ღერძის;  

(3) )3,2,1(M  და )5,4,4(N  წერტილზე. 

2. გამოარკვიეთ, )7,4,3(1A , )4,0,2(2A , )1,5,0(3 −A  და 

)2,3,1(4 −−A  წერტილებიდან რომელი ეკუთვნის 

tztytx 25,31,2 +=+=+=  წრფეს. 

ეადგინეთ )5,7,3(1Aש .3 , )3,2,1(2A  და )1,0,3(3A  წვეროების 

მქონე სამკუთხედის 1A  წვეროდან გავლებული მედიანის პა-

რამეტრული სახის განტოლება. 

ეადგინეთ )7,2,1(1ש .4 −A , )7,2,2(2 −A  და )5,4,3(3 −A  წვე-

როების მქონე სამკუთხედის 1A  წვეროდან გავლებული ბი-

სექტრისის პარამეტრული სახის განტოლება. 
5. ჩაწერეთ წრფის განტოლება ზოგადი სახით  

(1) tztytx 63,32,21 +=+=+= ;  

(2) tztytx 21,6,38 +=−=+= . 

6. ჩაწერეთ წრფის განტოლება პარამეტრული სახით  

(1) 01,032 =−+−=−++ zyxzyx ; 

(2) 052,0742 =−−+=−++ zyxzyx . 

ეადგინეთ )4,2,1(1ש .7 −−A , )3,1,3(2 −A  და )7,1,5(3 −A  წვე-

როების მქონე სამკუთხედის 2A  წვეროდან გავლებული სიმა-

ღლის პარამეტრული სახის განტოლება. 



 41

8. ჩაწერეთ წრფის განტოლება კანონიკური სახით:  

(1) 05232,05 =+−+=++ zyxzyx ;  

(2) 0234,0223 =−−+=−+− zyxzyx . 

 ეადგინეთ წრფის პარამეტრული სახის განტოლება, თუ ისש .9

)4,1,0( −A  წერტილზე გადის და x 2y z 1 0,+ + − =  

2x 2y 3z 6 0+ − + =  წრფის პარალელურია. 

10. აჩვენეთ, რომ שემდეგი წრფეები პარალელურია. იპოვეთ მან-
ძილი მათ שორის: 

(1) tztytx +−==−= 2,3,21  და 

'24,'65,'47 tztytx −=−=+= ; 

(2) tzytx 2,0,2 −===  და 

01,03 =−+−=−++ zyxzyx ; 

(3) 03,013 =++−=+−+ zyxzyx  და 

0932,0152 =−+−=−−+ zyxzyx . 

11. აჩვენეთ, რომ שემდეგი წრფეები ემთხვევიან ერთმანეთს: 

(1)  tztytx +=−=+= 11,27,38  და 

'210,'49,'65 tztytx −=+=−=  ; 

(2) 068521941,0623 =−+−=−−+ zyxzyx  და 

0635433,0152 =−−+=−+− zyxzyx ; 

(3) tztytx 33,54, +=−−=−=  და 

0527,0534 =−−−=−++ zyxzyx . 

12. აჩვენეთ, რომ שემდეგი წრფეები ერთმანეთს კვეთენ. იპოვეთ 
გადაკვეთის წერტილი: 

(1) 1,32,3 =+=−= ztytx  და 

'101,'131,'51 tztytx +=+=+=  ; 

(2) tzytx −=−=+−= 4,1,32  და 

01737,022 =−+−=+− zyxzy ; 
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(3) 0133,01 =+−+=−+ zyxzx  და 

082,032 =−−=+− zyyx . 

13. აჩვენეთ, რომ שემდეგი წრფეები აცდენილია. იპოვეთ მანძილი 
მათ שორის: 

(1) tztytx 22,1,3 +=−=+=  და 

'3,'32,' tztytx =+=−=  ; 

(2) tztytx =+−=−= ,41,63  და 

'3,4,'32 tzytx −==+−= ; 

(3) 0432,012 =−+−=+−+ zyxzyx  და 

02,09 =−−=−++ zyxzyx ; 

(4) tztytx 21,23,32 +=−=+=  და 

'2,'31,'2 tztytx −=+=−= .



 43

პასუხები 

1. (1) )223(32 kjitkir −−++=
→

; (2) itkjir +++=
→

32 ;  

(3) )223(32 kjitkjir +++++=
→

;  

2. 1A  და 3A ; 3. tztytx 35,67,3 +=+=+= ;  

4. tztytx +−=+=++= 7,2,)31(1 ; 

5. (1) 0123,012 =+−=−− yxzy ; 

(2) 0162,033 =−+=−+ yxzy ;  

6. (1) tztytx 2,1,32 −=+=+= ; 

(2) tztytx −=+−=−= 2,33,25 ;  

7. tztytx 193,151,33 +−=+=+= ;  

8. (1) 
13

1
12

1
5

−=+=
−

zyx
; (2) 

11
1

13
1

5
1 −=−=− zyx

;  

9. tztytx 24,51,8 +−=−== ;  

10. (1) 
14
391 ; (2) 3 ; (3) 3/347 ;  

11. (1) )1,1,1( ; (2) )0,1,10( − ; (3) )4,0,3(− ;  

12. (1) 110/18 ; (2) 13/31 ; (3) 102/16 . 
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$5. წრფისა და სიბრტყის ურთიერთგანლაგება 

ვთქვათ, მოცემულია წრფე კანონიკური სახის განტოლებით 

r
zz

q
yy

p
xx 000 −

=
−

=
−

 

და სიბრტყე ზოგადი სახის განტოლებით 

0=+++ DCzByAx . 

წრფისა და სიბრტყის პარალელურობის პირობაა:    

0=++ CrBqAp . 

წრფისა და სიბრტყის მართობულობის პირობაა:     

r
C

q
B

p
A == . 

წრფესა და სიბრტყეს שორის α  კუთხისათვის გვაქვს:    

222222
sin

rqpCBA
CrBqAp

++⋅++

++=α . 

პირობა იმისა, რომ წრფე სიბრტყეზე ძევს:     

0 0 0

0
0.

Ap Bq Cr
Ax By Cz D

+ + =
 + + + =
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სავარჯოשო ამოცანები 

1. გამოარკვიეთ, მოცემული წრფე მოცემულ სიბრტყეზე მდება-

რეობს, მისი პარალელურია თუ კვეთს მას. თუ კვეთს, მაשინ 

იპოვეთ გადაკვეთის წერტილი: 

(1) tztytx −=+−=+= 2,1,42  და 0134 =+−+ zyx ; 

(2) tztytx 2,1,32 −=+−=−=  და 03 =+−+ zyx ;  

(3) tztytx 33,48, −−=−−==  და 05 =+−+ zyx ;  

(4) 
5

2
1
3

2
1 +=

−
+=− zyx

 და 0334 =+−+ zyx ;  

(5) 
4

5
1

4
5

7 −=−=− zyx
 და 0523 =−+− zyx ;  

(6) 
34

3
2

1 zyx =−=+
 და 05233 =−+− zyx ;  

(7) 0222,0432 =+−−=++− zyxzyx  და 

0854 =+−− zyx ;  

(8) 032,09332 =++−=−−− zyxzyx  და 

012 =−+− zyx ;  

(9) 062,016753 =−+−=+−+ zyxzyx  და 

045 =−− zx . 

2. დაადგინეთ, m -ის რა მნიשვნელობისათვის არა აქვს 1 3 ,x t= − +  

2 , 3 2y mt z t= + = − −  წრფეს 0233 =−++ zyx  სიბრტყესთან 

საერთო წერტილი. 

3. დაადგინეთ, a  და d  პარამეტრების რა მნიשვნელობისათვის 

დევს 
2
3

2
1

3
2

−
−=+=− zyx

 წრფე 02 =+−+ dzyax  სიბრტ-

ყეზე. 
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4. დაადგინეთ, a  და c  პარამეტრების რა მნიשვნელობისაა 

01434,0323 =++−=++− zyxzyx  წრფე 028 =+++ czyax  

სიბრტყის მართობული. 

5. მოცემული 
→→→→

⋅+⋅+= 211 avaurr  სიბრტყისა და 
→→→

+= atrr 0  

წრფისათვის, დაადგინეთ უაცილებელი და საკმარისი პირო-

ბები იმისა, რომ:  (1)  წრფე სიბრტყეს არ კვეთს, (2) წრფე 

ძევს სიბრტყეზე, (3) წრფე კვეთს სიბრტყეს. 

6. იპოვეთ 
→→→

+= atrr 0  წრფისა და 
→→→→

⋅+⋅+= 211 avaurr  სიბრტ-

ყის გადაკვეთის წერტილის რადიუს-ვექტორი. 

7. გამოარკვიეთ წრფისა და სიბრტყის ურთიერთმდებარეობა:  

(1) tztytx 41,27,32 +−=−=−=  და 

vuzvuyvx −=++=+= ,241,1 ;  

(2) 0153,0232 =+−+=−+− zyxzyx  და 

vuzvuyvux −=++=++= 8,243,34 ;  

(3) 
3

2
2
3

10
1 +=

−
−=− zyx

 და 

vuzvuyvux 22,342,2103 ++−=+−=−+= . 

 ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც კოორდინატთაש .8

სათავეზე და tx 31 += ,  ty 42 +−= , tz 25 −=  წრფეზე 

გადის. 

ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 3ש .9 2 4 0,x y z+ − − =

2 3 1 0x y z− + − =  წრფეზე გადის და პარალელურია წრფის 

tztytx 4,61,32 =+−=+= .  

ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც OZש .10  ღერძზე გა-

დის და პარალელურია წრფის tztytx 31,2,2 +==+= . 
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ეადგინეთ წრფის განტოლება, რომელიც 022ש .11 =−+− zyx  

სიბრტყეשი დევს და კვეთს წრფეებს: 1 ,x t= + 2 2 ,y t= +

4 3z t= +  და ','24,'1 tztytx −=+=−= . 

 ეადგინეთ წრფის განტოლება, რომელიც კოორდინატთაש .12

სათავეზე გადის და კვეთს წრფეებს: tztytx 31,41, −=+==  

და '51,'8,'71 tztytx +=−=+= . 

-ეადგინეთ წრფის პარამეტრული სახის განტოლება, რომეש .13

ლიც 07323 =−−− zyx  სიბრტყის პარალელურია, გადის წე-

რტილზე )4,2,3( −−A  და კვეთს 2 3 , 4 2 ,x t y t= + = − −  1 2z t= +  
წრფეს. 

14. იპოვეთ კუთხე წრფესა და სიბრტყეს שორის: 

(1) tztytx 85,72,111 −=−=+=  და 

010287 =−+− zyx ;  

(2) 
1
2

1
6

2
3

−
+=

−
−=− zyx

 და 09242 =−+− zyx ; 

(3) 0273,0724 =−+=+−+ zyxzyx  და 

013 =+−+ zyx . 

ეადგინეთ )1,2,1(Aש .15  წერტილიდან 05273 =+−+ zyx  სიბ-

რტყეზე დაשვებული მართობი წრფის განტოლება. 

16. იპოვეთ )5,11,2( −A  წერტილის გეგმილი 0724 =+−+ zyx  

სიბრტყეზე. 

17. იპოვეთ )5,5,6( −M  წერტილის სიმეტრიული წერტილი 

0432 =−+− zyx  სიბრტყის მიმართ. 

18. იპოვეთ )4,5,4( −N  წერტილის სიმეტრიული წერტილი იმ სი-

ბრტყის მიმართ, რომელიც ,03 =−++ zyx  01 =−+− zyx  

და 0,0 ==+ yzx  წრფეებზე გადის. 
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ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 2ש .19 5 , 3 ,x t y t= + = +  
1 2z t= − +  წრფეზე გადის და 0334 =+−+ zyx  სიბრტყის 

მართობულია. 

20. იპოვეთ 01523 =+−− zyx  სიბრტყეზე გეგმილი წრფისა: 

(1) tztytx +=+=+= 2,3,21 ;  

(2) 0432,05 =−+−=−++ zyxzyx . 

21. აჩვენეთ, რომ tztytx 46,21,58 +=+=+=  და 11 3 ',x t= +  

2 ', 4 2 'y t z t= + = −  წრფეები იკვეთებიან. שეადგინეთ ამ 

წრფეებზე აგებული სიბრტყის განტოლება. 

)ეადინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც )1,2,1ש .22 −A  წერ-

ტილიდან 01 =+−+ zyx  და 032 =+ yx  სიბრტყეებისადმი 

გავლებულ პერპენდიკულარებზეა აგებული. 

23. აჩვენეთ, რომ tztytx 23,1,3 +=−==  და 1 6 ',x t= − −  

2 ', 3 4 'y t z t= = −  წრფეები პარალელურია. שეადგინეთ სიბრ-

ტყის განტოლება, რომელשიც ეს წრფეები მდებარეობენ. 

ეადგინეთ tztytxש .24 3,2, −===  და ,'43,'51 tytx +=+=  

'24 tz +=  წრფეების პარალელური სიბრტყის განტოლება, 

რომელიც )3,1,4( −A  წერტილზე გადის. 

ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 5ש .25 4 ,x t= − +  

2 7 , 1 2y t z t= + = +  წრფეზე გადის და ' , 1 2 ',x t y t= = −  

3 'z t= −  წრფის პარალელურია. 
 ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, თუ ცნობილია, რომ ისש .26

02 =−++ zyx  სიბრტყის პარალელურია და 2 , 5 ,x t y t= = −  

1z t= − −  წრფე ამ სიბრტყეზე დევს. 

)ეადგინეთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც )2,2,1ש .27 −A  წერ-

ტილზე გადის და 
2

3
3
6

4
3 −=

−
−=+ zyx

 წრფის მართობულია. 
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28. იპოვეთ )3,2,1(A  წერტილიდან 8 3 , 1 ,x t y t= + = +  6 2z t= −

წრფეზე დაשვებული მართობის ფუძე. 

29. იპოვეთ მანძილი )2,3,1( −P  წერტილიდან 1 2 , 1 3 ,x t y t= − = +  

2z t=  წრფემდე. 

ეადგინეთ )4,2,5(Dש .30  წერტილიდან 
24

1
3

2 zyx =+=−
 წრფე-

ზე დაשვებული მართობი წრფის პარამეტრული სახის განტო-

ლება. 

31. იპოვეთ:   

(1)  )1,1,3( −−P  წერტილის სიმეტრიული წერტილი 

052,01334 =+−=−− zyyx  წრფის მიმართ;  

(2) )10,3,4(Q  წერტილის სიმეტრიული წერტილი 

5
3

4
2

2
1 −=−=− zyx

 წრფის მიმართ. 

 ემდეგი წრფეების საერთო პერპენდიკულარისש ეადგინეთש .32

განტოლება: 

(1) 
22

1
3

2 zyx =
−
+=−

 და  1,22,31 =+=+−= ztytx ;  

(2) 
1
9

2
3

1
7

−
−=−=− zyx

 და  
3

1
2

1
7
3 −=−=

−
− zyx

.
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პასუხები  

1. (1) )3,2,2( −−A ; (2), (6), (8) წრფე სიბრტყის პარალელურია;  

(3), (4), (7) წრფე ძევს სიბრტყეზე; (5) )1,3,2(A ; (9) )6,4,2(A ; 

2. 1=m ; 

3. 11,2 =−= da ; 

4. 1,5 == da ;  

5. (1) 0)(,0 210121 ≠⋅⋅−=⋅⋅
→→→→→→→
aarraaa ;  

(2) 0)(,0 210121 =⋅⋅−=⋅⋅
→→→→→→→
aarraaa ; (3) 021 ≠⋅⋅

→→→
aaa ;  

6. 
→

→→→

→→→→
→→

⋅⋅

⋅⋅−
+= a

aaa

aarrrr
21

2101
0

)(
,  021 ≠⋅⋅

→→→
aaa ;  

7. (1) წრფე სიბრტყის პარალელურია; (2) )1,1,1(A ; (3) წრფე დევს 

სიბრტყეზე;  

8. 0101716 =−− zyx ; 9. 05972 =++− zyx ; 

10. 02 =− yx ; 11. 1,2,2 === ztytx ;  

12. 044,07 =−+=+− zyxzyx ;  

13. tztytx 94,62,53 +−=−−=+= ;  

14. (1) 45 ; (2) 30 ; (6) 
711

19arcsin ;  

15. tztytx 21,72,31 −=+=+= ; 16. )1,1,1(' −−A ;  

17. )1,7,2(' −M ; 18. )2,7,2(' −−N ; 

19. 01411137 =+−− zyx ;  

20. (1) 0275,01523 =−−+=+−− zyxzyx ;  

(2) 01523,05 =+−−=−++ zyxzyx ;  
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21. 048228 =−+− zyx ; 22. 0223 =++− zyx ;  

23. 072 =+−− zyx ; 24. 06361716 =−−− zyx ; 

25. 098151417 =++− zyx ;  

26. 04 =−++ zyx ; 27. 06234 =++− zyx ; 

28. )8,0,5('A ; 29. 17/692=d ;  

30. tztyx 24,2,5 +=−== ;  

31. (1) )3,7,5(' −P ; (2) )6,9,2('Q ;  

32. (1) 035131812,01452218 =++−=−−+ zyxzyx ;  

(2) 
4

3
12

1 +==− zyx
. 
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$6. მეორე რიგის წირები  

წრეწირი არის სიბრტყის ყველა იმ წერტილთა სიმრავლე, 
რომელთაგან თითოეული თანაბრადაა დაשორებული სიბრტყის 

მოცემული წერტილიდან (წრეწირის ცენტრი). R -რადიუსიანი 
წრეწირის განტოლებებია:   

ცენტრით ),( baO  წერტილი:  
222 )()( Rbyax =−+− ; 

ცენტრით კოორდინატთა სათავე: 

222 Ryx =+ . 

წრეწირის ),( 00 yxM  წერტილზე გავლებული მხების განტო-
ლებაა: 

2
00 ))(())(( Rbybyaxax =−−+−−  ან 2

00 Ryyxx =+ . 

ელიფსი არის სიბრტყის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომელთა-

თვის სიბრტყის ორ ფიქსირებულ 1F  და 2F  წერტილებამდე (ფოკუ-

სები) მანძილების ჯამი მუდმივი სიდიდეა. )0,(1 cF −  და )0,(2 cF  

ფოკუსების მქონე ელიფსის კანონიკური სახის განტოლებაა:  

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

, 

a , )( ac <  და b  – ელიფსის დიდი და მცირე ნახევარღერძებია, 
222 bac −= .  

ელიფსის ექსცენტრისიტეტია: 1<=
a
cε , თუ ba >  და 

1<=
b
cε , თუ ab > . 



 53

ელიფსის დირექტრისაა:  
ε
ax ±= , თუ ba >  და 

ε
by ±= , 

თუ ab > . 

ელიფსის რაიმე წერტილის ფოკალური რადიუსები არის ამ 

წერტილიდან ელიფსის  ფოკუსებამდე  1r და 2r მანძილები: 

xar ε+=1 ,        xar ε−=2 . 

ელიფსის ),( 00 yxM  წერტილზე გავლებული მხების განტო-

ლებაა: 

12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx

 

 

ჰიპერბოლა არის სიბრტყის იმ წერტილთა სიმრავლე, რო-

მელთათვის სიბრტყის ორ ფიქსირებულ 1F  და 2F  წერტილებამდე 

(ფოკუსები) მანძილების სხვაობა მუდმივი სიდიდეა.  )0,(1 cF −  და 

)0,(2 cF  ფოკუსების მქონე ჰიპერბოლის კანონიკური სახის 

განტოლებაა:  

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

, 

a   ნამდვილი ნახევარღერძია, b  – წარმოსახვითი ნახევარღერძი, 

ამასთან 222 bac += .  
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12

2

2

2

=+−
b
y

a
x

 

განტოლება განსაზღვრავს კოორდინატთა სათავის მიმართ სიმე-

ტრიული ჰიპერბოლას, რომლის ფოკუსებიც ორდინატთა ღერძ-

ზეა მოთავსებული (ამ ჰიპერბოლის დიდი ნახევარღერძია b ). 

ერთსა და იმავე საკოორდინატო სისტემაשი აგებულ  

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

 და 12

2

2

2

=+−
b
y

a
x

 

ჰიპერბოლებს ერთმანეთის שეუღლებულ ჰიპერბოლებს უწოდ-

ებენ. 

ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი:  1>=
a
cε . 

ჰიპერბოლის დირექტრისა: 
ε
ax ±=   . 

ჰიპერბოლის ასიმპტოტები: x
a
by ±= .  

ჰიპერბოლის რაიმე წერტილის ფოკალური რადიუსები არის 

ამ წერტილიდან ჰიპერბოლის ფოკუსებამდე მანძილები: 

axr += ε1   და   xar ε+−=2  მარჯვენა שტო, 

axr −−= ε1   და   xar ε−=2  მარცხენა שტო.  

ჰიპერბოლის ),( 00 yxM  წერტილზე გავლებული მხების განტო-

ლება: 

12
0

2
0 =−

b
yy

a
xx

.
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პარაბოლა არის სიბრტყის იმ წერტილთა სიმრავლე,  რომელ-

თათვის სიბრტყის ფიქსირებულ F  წერტილამდე (ფოკუსი) და 

არჩეულ წრფემდე (დირექტრისა) მანძილები ტოლია. )0,
2

( pF  

ფოკუსისა და 
2
px −=  დირექტრისის მქონე პარაბოლის კანონი-

კური სახის განტოლება:  

pxy 22 =    

მისი שტოები მიმართულია ორდინატთა ღერძის მარჯვნივ. 

პარაბოლის პარამეტრი:  0>p  . 

პარაბოლის რაიმე წერტილის ფოკალური რადიუსი:  
2/pxr += . 

პარაბოლა שტოებით ორდინატთა ღერძის მარცხნივ: pxy 22 −=   

პარაბოლა სიმეტრიის ღერძით – ორდინატთა ღერძი: 

pyx 22 =   ზედა ნახევარსიბრტყე, 

pyx 22 −=   ქვედა ნახევარსიბრტყე. 
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პარაბოლას ),( 00 yxM  წერტილზე გავლებული მხების განტ-

ოლება:  

)( 00 xxpyy +=  

             



 57

სავარჯიשო ამოცანები 

წრეწირი 

ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, რომელიც )5,2(Mש .1  წერ-

ტილზე გადის და რომლის ცენტრია )2,1( −O  წერტილი. 

2.  წრეწირის განტოლებები ჩაწერეთ კანონიკური სახით: 

(1) 04222 =−−+ yxyx ; 

(2) 06222 =+++ yxyx ;  

(3) 02422 =+−+ yxyx ;   

4)  08622 =−++ yxyx . 

ეადგინეთ )1,0(Aש .3 , )0,3(B , )0,1(−C  წერტილებზე გავლე-

ბული წრეწირის განტოლება. 

ეადგინეთ 258622ש .4 =+−+ yxyx  წრეწირის იმ დიამეტრის 

განტოლება, რომელიც 0752 =−− yx  წრფის მართობულია. 

)ეადგინეთ 25)1()2ש .5 22 =++− yx  წრეწირისადმი გავლე-

ბული მხების განტოლება, თუ ის გადის წერტილზე:   

(1) )4,0(A ;    (2) )0,7(B ;    (3) )3,5(C . 

ეადგინეთ )5,7(Nש .6  წერტილიდან 25)1()4( 22 =++− yx  

წრეწირისადმი გავლებული მხების განტოლება. 

-ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, რომლის ერთ-ერთი დიაש .7

მეტრის ბოლოებია )4,1(A  და )2,3(B  . 

)ეადგინეთ წრეწირის განტოლება ცენტრით )3,2ש .8 −O , თუ 

02486 =−− yx  წრფე მისი მხებია . 

ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, თუ ის )4,2(Mש .9  წერტილ-

ზე გადის და ეხება საკოორდინატო ღერძებს . 
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10. დაადგინეთ שემდეგი პირობებით განსაზღვრულ წერტილთა 

გეომეტრიული ადგილი: 

(1) 9)2()1( 22 ≥++− yx ;       (2) 9)2()1(1 22 ≤++−≤ yx ; 

(3) 






≤−+−

≤−+−

9)6()4(
25)2()1(

22

22

yx
yx

;    (4) 




≥
≤−+

1||
0422

x
yyx

;  

(5) 




<
<+++

xy
yxyx

2
022

. 

ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, თუ ის )2,1(Aש .11  წერტილზე 

გადის და ეხება წრფეებს: 

(1) 03 =+− yx  და 01 =−− yx ;   

(2) 022 =+− yx  და 022 =−+ yx .  

ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, თუ ის 01ש .12 =−x , 01 =−y  

და 01 =−− yx  წრფეებს ეხება . 

ეადგინეთ 019222ש .13 =−++ xyx  წრეწირისადმი გავლებული 

იმ მხების განტოლება, რომელიც გადის წერტილზე:  

(1) )1,1(A ; (2) )4,1(B ; (3) )2,5(C . 

14. )1,3( −O  ცენტრის მქონე წრეწირი 01852 =+− yx  წრფეზე 

6 -ის ტოლი სიგრძის ქორდას ჩამოკვეთს. שეადგინეთ ამ 

წრეწირის განტოლება. 

ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, თუ მისი რადიუსია 5ש .15  და 

012 =−− yx  წრფე მას )1,3(A  წერტილשი ეხება. 

ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, თუ ის 052ש .16 =−+ yx  და 

0152 =++ yx პარალელურ წრფეებს ეხება, ამასთან ერთ-

ერთს – )1,2(A  წერტილשი. 
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ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, რომელიც )0,1(Aש .17  წერ-

ტილზე გადის და ეხება ორ პარალელურ 022 =++ yx  და 

0182 =−+ yx  წრფეთაგან თითოეულს. 

ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, თუ მისი ცენტრი 02ש .18 =+ yx  

წრფეზე ძევს და ეხება 01034 =+− yx  და 03034 =−− yx  

წრფეებიდან თითოეულს. 

ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, რომელიც ეხება 057ש .19 =−− yx  

და 013 =++ yx  ურთიერთგადამკვეთი წრფეებიდან თითო-

ეულს, ამასთან ერთ-ერთს – )2,1(A  წერტილשი. 

-ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, რომელიც გადის კოორდიש .20

ნატთა სათავეზე და ეხება 092 =−+ yx  და 022 =+− yx  

ურთიერთგადამკვეთი წრფეებიდან თითოეულს. 

 ეადგინეთ წრეწირთა განტოლებები, რომელთა ცენტრებიცש .21

0354 =−− yx  წრფეზე მდებარეობენ და ეხებიან 01032 =−− yx  

და 0523 =+− yx  წრფეებიდან თითოეულს. 

 ეადგინეთ წრეწირების განტოლებები, რომლებიც ეხებიანש .22

01034 =−− yx , 0543 =−− yx  და 01543 =−− yx  სამი 

წრფიდან თითოეულს. 

23. დაადგინეთ, თუ როგორი მდებარეობა აქვს )2,1( −A  წერტილს 

წრეწირის მიმართ: 

(1) 122 =+ yx ; (2) 522 =+ yx ; (3) 922 =+ yx ;   

(4) 054822 =−−−+ yxyx ; (5) 081022 =+−+ yxyx .  

 ემაერთებელი წრფისש ეადგინეთ წრეწირების ცენტრებისש .24

განტოლება: 

(1)  9)3( 22 =+− yx  და 1)1()2( 22 =−++ yx ;  

(2) 16)1()2( 22 =−++ yx  და 25)5()2( 22 =+++ yx ;  
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(3) 06422 =+−+ yxyx  და 0622 =−+ xyx ;   

(4) 0222 =+−+ yxyx  და 12522 =+++ yxyx . 

ეადგინეთ 0176422ש .25 =−−++ yxyx  წრეწირის დიამეტრის 

განტოლება, თუ ის 01325 =−+ yx  წრფის მართობულია. 

26. იპოვეთ უმოკლესი მანძილი: 

(1)  )8,6( −A  წერტილიდან 922 =+ yx  წრეწირამდე;  

(2) )9,3(A  წერტილიდან 0313302622 =++−+ yxyx  

წრეწირამდე;  

(3)  )2,7(−A  წერტილიდან 0151141022 =−−−+ yxyx  

წრეწირამდე. 

27. იპოვეთ 0127 =+− yx  წრფის 25)1()2( 22 =−+− yx  წრე-

წირთან გადაკვეთის წერტილები. 

28. გამოარკვიეთ, მოცემული წრფე წრეწირს კვეთს, ეხება თუ არ 

იკვეთება მასთან: 

(1) 32 −= xy  და 032322 =−+−+ yxyx ;  

(2) 5,05,0 −= xy  და 0122822 =++−+ yxyx ;  

(3) 10+= xy  და 0122 =−+ yx . 

29. k -ს რა მნიשვნელობისათვის kxy=  წრფე 0161022 =+−+ xyx  

წრეწირს: (1) კვეთს;  (2) ეხება; (3) არ კვეთს. 

)ეადგინეთ 169)7()3ש .30 22 =−+− yx  წრეწირის იმ ქორდის 

განტოლება, რომელიც )5,3;5,8(A   წერტილით שუაზე იყოფა. 

31. იპოვეთ 10)4()2( 22 =−+− yx  წრეწირის იმ ქორდის სიგრძე, 

რომელიც )2;1(A  წერტილით שუაზე იყოფა. 
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 ეადგინეთ წრეწირის განტოლება, რომელიცש .32

0232222 =−−++ yxyx  და 03512622 =−+−+ yxyx  

წრეწირების გადაკვეთის წერტილებზე და )1,1( −A  წერტილ-

ზე გადის. 

ეადგინეთ 0322ש .33 =−++ yxyx  და  0233 22 =+++ yxyx  

წრეწირების გადაკვეთის წერტილებზე გავლებული წრფის 

განტოლება. 

34. იპოვეთ 0101022 =−−+ yxyx  და 0402622 =−+++ yxyx  

წრეწირების სერთო ქორდის სიგრძე. 

ეადგინეთ 522ש .35 =+ yx  წრეწირისადმი )2,1(−A  წერტილზე 

გავლებული მხების განტოლება. 

)ეადგინეთ 25)3()2ש .36 22 =−++ yx  წრეწირისადმი )7,5(−A  

წერტილზე გავლებული მხების   განტოლება. 

37. დაადგინეთ, თუ რა კუთხით იკვეთებიან 8)1()3( 22 =−+− yx  

და 2)2()2( 22 =++− yx  წრეწირები. 

38. დაადგინეთ პირობა იმისა, რომ 2
1

2
1

2
1 )()( Ryx =−+− βα  

და 2
2

2
2

2
2 )()( Ryx =−+− βα  წრეწირები მართი კუთხით 

იკვეთებიან. 

39. დაამტკიცეთ, რომ 022 2222 =+−−−+ nmnymxyx  და 

022 2222 =−++−+ nmmynxyx  წრეწირები მართი კუთ-

ხით იკვეთებიან. 

ეადგინეთ 522ש .40 =+ yx  წრეწირისადმი )3/5,3/5( −A  წერ-

ტილზე გავლებული მხების განტოლება. 

ეადგინეთ 019222ש .41 =−++ xyx  წრეწირისადმი )6,1(A  წე-

რტილზე გავლებული მხების განტოლება. 
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42. იპოვეთ კუთხე )2,4(A  წერტილიდან 1022 =+ yx  წრეწირი-

სადმი გავლებულ მხებებს שორის. 

)ეადგინეთ )3,2ש .43 −A  წერტილიდან 4)5()1( 22 =++− yx  

წრეწირისადმი გავლებულ მხებების წრეწირთან שეხების 
წერტილებზე გავლებული ქორდის განტოლება. 

ელიფსი 

  :ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუש .44

(1) ფოკუსებს שორის მანძილია 12, ხოლო დიდი 

ნახევარღერძის სიგრძეა 10 ;  

(2) დიდი ნახევარღერძის სიგრძეა 13 , ხოლო 

ექსცენტრისიტეტი 13/5 . 
  :ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუש .45

(1) მცირე ნახევარღერძიის სიგრძეა 72 , ხოლო 

ექსცენტრისიტეტი 43 ; 

(2) ნახევარღერძების სიგრძეთა ჯამია 10 , ხოლო ფოკუსებს 

ორის მანძილი 54ש . 

-ემდეგი ელიფსისათვის იპოვეთ ღერძთა სიგრძეები, ფოკუש .46
სები და ექსცენტრისიტეტი: 

(1)  1694 22 =+ yx ;   (2) 94 22 =+ yx ;  

(3)  43625 22 =+ yx .  

 ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუ მისი ერთ ფოკუსიდანש .47

დიდი ღერძის ბოლოებამდე მანძილებია 9  და 3 . 

48. 1
916

22

=+ yx
 განტოლებით მოცემულ ელიფსზე იპოვეთ წერ-

ტილები, რომლებიც მცირე ღერძიდან 7 -ის ტოლი მანძი-

ლით არიან დაשორებულნი.  
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49. 1
1625

22

=+ yx
 ელიფსზე იპოვეთ წერტილი, რომელიც 2 -ჯერ 

მეტი მანძილითაა დაשორებული მარცხენა ფოკუსიდან, ვიდრე 

მარჯვენადან. 

 ეადგინეთ ელიფსის კანონიკური სახის განტოლება, თუ მისש .50

დირექტრისებს שორის მანძილია 5 , ხოლო ფოკუსებს שორის 

მანძილი – 4 . 

51. ელიფსის ექსცენტრისიტეტი 3/2 -ის ტოლია. ელიფსის A  

წერტილის ფოკალური რადიუსია 15 . იპოვეთ მანძილი A  

წერტილიდან ამ ფოკუსის שესაბამის დირექტრისამდე. 

ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუ მისი ფოკუსია )0,2(1Fש .*52 , 

ამ ფოკუსის שესაბამისი დირექტრისაა 8=x , ხოლო ექსცენ-

ტრისიტეტია 2/1 . იპოვეთ მისი მეორე ფოკუსი და დირექ-

ტრისა. 

 ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუ მისი ფოკუსებიაש .*53

)0,1(1F  და )1,0(2F , ხოლო დიდი ნახევარღერძი 1-ის ტოლია. 

54. როგორ არიან განლაგებულნი საკოორდინატო სიბრტყეზე წე-

რტილები, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ პირო-

ბას: 

(1) 09183095 22 =+−++ yxyx ;  

(2) 054183095 22 =+−++ yxyx ;  

(3) 26
3
41 xxy −−−= ;  

(4) 2652 yyx −−−+−=  . 

-ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუ მისი სიმეტრიის ღერძეש .55

ბი საკოორდინატო ღერძების პარალელურია და საკოორდი-

ნატო ღერძებს ეხება წერტილებשი: )0,5(A , )2,0( −B . 
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56. იპოვეთ იმ ოთხკუთხედის ფართობი, რომლის ორი წვერო 

205 22 =+ yx  ელიფსის წვეროებია, ხოლო დარჩენილი ორი 

წვერო – ელიფსის მცირე ღერძის ბოლოები. 

57. იპოვეთ მანძილი 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 ელიფსის მარჯვენა ფოკუსი-

დან שესაბამის დირექტრისამდე. 

58. 1
425

22

=+ yx
 ელიფზე იპოვეთ წერტილები, რომელთა აბსცი-

საა )3(− . 

ეადგინეთ 1ש .59
59

22

=+ yx
 ელიფსის )3/5,2( −M  წერტილის 

 ემცველი წრფეებისש ესაბამისი ფოკალური რადიუსებისש
განტოლებები. 

60. იპოვეთ 1
1625

22

=+ yx
 ელიფსის )4,2,4( −−M  წერტილის שე-

საბამისი ფოკალური რადიუსები. 

61. იპოვეთ  1
36100

22

=+ yx
 ელიფსის წერტილი, საიდანაც მარჯ-

ვენა ფოკუსამდე მანძილია 14 . 

62. იპოვეთ  1
716

22

=+ yx
 ელიფსის წერტილები, საიდანაც მარ-

ცხენა ფოკუსამდე მანძილია 5,2 . 

63. იპოვეთ ელიფსის ექსცენტრისიტეტი, თუ:  

(1) მცირე ღერძი, ფოკუსებიდან, 60 -იანი კუთხით მოჩანს; 
(2) ფოკუსებს שორის მანძილი, მცირე ღერძის ბოლოებიდან, 

მართი კუთხით მოჩანს; 
(3) მანძილი დირექტრისებს שორის ფოკუსებს שორის 

მანძილზე სამჯერ მეტია. 
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64. დაადგინეთ, ექსცენტრისიტეტის რა მნიשვნელობისათვის იქ-

ნება ელიფსის მარჯვენა ფოკუსიდან დიდი ღერძისადმი აღ-

მართული მართობის ელიფსთან გადაკვეთის წერტილისა და 

ელიფსის ცენტრის שემაერთებელი მონაკვეთი ელიფის მარ-

ცხენა და ზედა წვეროების שემაერთებელი მონაკვეთის პარა-

ლელური. 

-ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, რომლის ღერძებიც საკოש .65

ორდინატო ღერძების პარალელურია, თუ ის აბსცისთა და 

ორდინატთა ღერძებს שესაბამისად )0,3(A  და )4,0( −B  წერ-

ტილებשი ეხება. 

-ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, რომლის ღერძებიც საש .66

კოორდინატო ღერძების პარალელურია, თუ ცნობილია, რომ 

)2,3(−O  წერტილი მისი ცენტრია და ის ეხება ორივე საკო-

ორდინატო ღერძს.  

67. იპოვეთ 072 =−+ yx  წრფისა და 254 22 =+ yx  ელიფსის 

გადაკვეთის წერტილები. 

68. იპოვეთ 025103 =−+ yx  წრფისა და 1
425

22

=+ yx
 ელიფსის 

გადაკვეთის წერტილები. 

69. იპოვეთ 04043 =−− yx  წრფისა და 1
916

22

=+ yx
 ელიფსის 

გადაკვეთის წერტილები. 

70. გამოარკვიეთ, მოცემული წრფე ელიფსს კვეთს, ეხება თუ არ 

იკვეთება მასთან: 

(1) 032 =−− yx  და 1
916

22

=+ yx
;  

(2) 0102 =−+ yx  და 1
49

22

=+ yx
;  
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(3) 02023 =−+ yx  და 1
1040

22

=+ yx
. 

71. გამოარკვიეთ, mxy +−=  წრფე m -ის რა მნიשვნელობი-

სათვის 1
520

22

=+ yx
 ელიფსს:  

(1) კვეთს; (2) ეხება მას; (3) არ იკვეთება მასთან. 

72*. დაადგინეთ პირობა იმისა, რომ mkxy +=  წრფე  

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 ეხება ელიფსს. 

73*. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი დიამეტრის ბოლოებზე 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 ელიფსისადმი გავლებული მხებები ერთმანეთის 

პარალელურია. 

ეადგინეთ 1ש .74
510

22

=+ yx
 ელიფსის იმ მხებთა განტოლებები, 

რომლებიც 0723 =++ yx  წრფის პარალელურია. 

ეადგინეთ 204ש .75 22 =+ yx  ელიფსის იმ მხებთა განტოლებე-

ბი, რომლებიც 01322 =−− yx     წრფის მართობულია. 

76. იპოვეთ მანძილი 1
2430

22

=+ yx
 ელიფსისადმი 02324 =+− yx  

წრფის პარალელურად გავლებულ  მხებებს שორის. 

77. 1
818

22

=+ yx
 ელიფსზე იპოვეთ წერტილი, რომელიც 

02532 =+− yx  წრფიდან უმოკლესი მანძილითაა დაשორე-

ბული. იპოვეთ ეს მანძილი. 
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ეადგინეთ 1ש .78
520

22

=+ yx
 ელიფსისადმი გავლებული იმ მხებე-

ბის განტოლებები, რომლებიც )3/5,3/10(A  წერტილზე გადიან. 

ეადგინეთ 1ש .79
1625

22

=+ yx
 ელიფსისადმი )8,10( −A  წერტილზე 

გავლებული მხებების ელიფსთან שეხების წერტილების שემა-

ერთებელი ქორდის  განტოლება. 

-ეადგინეთ საკოორდინატო ღერძების პარალელური ღერძეש .*80

ბის მქონე ელიფსის განტოლება, თუ 02023 =−− yx  და 

0206 =−+ yx  წრფეები მისი მხებებია. 

81*. დაამტკიცეთ, რომ ფოკუსებიდან ელიფსის ნებისმიერ მხებამ-

დე მანძილების ნამრავლი მისი მცირე ნახევარღერძის კვად-

რატის ტოლია. 

ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუ )0,3(1ש .*82 −F  და )0,3(1F  წე-

რტილები მისი ფოკუსებია, ხოლო 05 =−− yx  წრფე ეხება მას. 

-ეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუ მისი ფოკუსები კოორש .*83

დინატთა სათავის მიმართ სიმეტრიულნი არიან, მცირე ნახე-

ვარღერძია 2=b  და 025103 =−+ yx  წრფე მისი მხებია. 

84. იპოვეთ 459 22 =+ yx  და 02769 22 =−−+ xyx  ელიფსე-

ბის გადაკვეთის წერტილები. 

ჰიპერბოლა 

85. 1
14425

22

=− yx
 ჰიპერბოლისათვის დაადგინეთ:  

(1) ნახევარღერძები, (2) ფოკუსები, (3) ექსცენტრისიტეტი, (4) 

ასიმპტოტები, (5) დირექტრისები. 
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86. 1
64225

22

=− yx
 ჰიპერბოლისათვის დაადგინეთ:  

(1) ნახევარღერძები,   (2)  ფოკუსები,  

(3) ექსცენტრისიტეტი, (4) ასიმპტოტები, (5) დირექტრისები. 

 ეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსებიცש .*87

კოორდინატთა სათავის მიმართ   სიმეტრიულად ორდინატთა 

ღერძზე ძევს, თუ: (1) ფოკუსებს שორის მანძილია 122 =c  და  

ექსცენტრისიტეტი 5/6 ; (2) ასიმპტოტების განტოლებებია 

xy
4
3±=  და დირექტრისებს שორის მანძილი 

5
17 ; (3) ასიმპ-

ტოტების განტოლებებია xy
3
2±=  და )13;5,4(A  წერ-

ტილი მასზე დევს. 

88. იპოვეთ 1
916

22

=− yx
 ჰიპერბოლის )4/9;5(−A  წერტილის 

ფოკალური რადიუსები. 

89. როგორ არიან განლაგებულნი საკოორდინატო სიბრტყეზე 

წერტილები, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ პი-

რობას: 

(1) 09183095 22 =−+−− yxyx ;  

(2) 084100322516 22 =+−+− yxyx ;  

(3) 54
3
21 2 +−+−= xxy ; 

(4) 8429 2 ++−= yyx .  

  :ეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუש .*90

(1) წვეროებს שორის მანძილია 24 , ხოლო ფოკუსებია 

)2,10(1 −F  და )2,16(2F ;  
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(2) დირექტრისებს שორის მანძილია 4  და ფოკუსები )3,2(1F  და 

)3,2(2 −−F ;  

(3) ექსცენტრისიტეტია 3/4=ε , )0,4(F  ფოკუსის שესაბამისი 

დირექტრისაა 094 =−x ;  

(4) ექსცენტრისიტეტია 4/5=ε , )5,0(F  ფოკუსის שესაბამისი 

დირექტრისაა 0165 =−y . 

-ეადგინეთ ტოლფერდა (ნახევარღერძების სიგრძეები ერთმაש .*91

ნეთის ტოლია) ჰიპერბოლის განტოლება, თუ მისი ფოკუსია 

)0,2(F  და ასიმპტოტი 1=x . 

 ეადგინეთ ჰიპერბოლის კანონიკური განტოლება, თუ ისש .92

)3,5(−M  წერტილზე გადის და მისი ექსცენტრისიტეტია 2 .  

ეადგინეთ 1ש .93
2080

22

=− yx
 ჰიპერბოლის )5,10( −M  წერტი-

ლის ფოკალური რადიუსების שემცველი წრფეების განტოლე-

ბები. 

94. იპოვთ 1
916

22

=− yx
 ჰიპერბოლის )4/9,5(−M  წერტილის 

ფოკალური რადიუსები. 

95. ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტია 2/3 , დირექტრისა 8−=x . 

იპოვეთ მანძილი ჰიპერბოლის 10 -ის ტოლი აბსცისის მქონე 

წერტილიდან მოცემული დირექტრისის שესაბამის ფოკუ-

სამდე. 

96. იპოვეთ 1
3664

22

=− yx
 ჰიპერბოლის ის წერტილები, რომლებიც 

მარჯვენა ფოკუსიდან 5,4 -ის ტოლი მანძილითაა დაשორებული. 
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97. იპოვეთ 1
169

22

=− yx
 ჰიპერბოლის ის წერტილები, რომლებიც 

მარცხენა ფოკუსიდან 7 -ის ტოლი მანძილითაა დაשორებული. 

98. იპოვეთ 1
25144

22

=− yx
 ჰიპერბოლის მარცხენა ფოკუსიდან 

მისი ღერძისადმი აღმართული მართობის ჰიპერბოლასთან 
გადაკვეთის წერტილებიდან ფოკუსებამდე მანძილები. 

99. განსაზღვრეთ ტოლფერდა ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი.  
 ეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუ მისი ფოკუსებიש .100

ემთხვევა 1
925

22

=+ yx
 ელიფსის ფოკუსებს და ექსცენტრი-

სიტეტია 2=ε . 
 ეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუ მისი ფოკუსებიש .101

ემთხვევა 1
925

22

=+ yx
 ელიფსის წვეროებს, ხოლო 

დირექტრისები ელიფსის ფოკუსებზე გადის. 

102*. აჩვენეთ, რომ მანძილი 12

2

2

2

=−
b
y

a
x

 ჰიპერბოლის ფოკუსი-

დან მის ასიმპტოტამდე b -ის ტოლია.  

103*. დაამტკიცეთ, რომ  12

2

2

2

=−
b
y

a
x

 ჰიპერბოლის ნებისმიერი 

წერტილიდან მის ორ ასიმპტოტამდე მანძილების ნამრავლი 

მუდმივი სიდიდეა და უდრის 22

22

ba
ba
+

. 

104*. დაამტკიცეთ, რომ 12

2

2

2

=−
b
y

a
x

 ჰიპერბოლის ასიმპტოტე-

ბითა და მისი ნებისმიერი წერტილიდან ასიმპტოტების პარა-
ლელურად გავლებული წრფეებით שემოსაზღვრული პარა-
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ლელოგრამის ფართობი მუდმივი სიდიდეა და 
2
ab

-ის ტო-

ლია. 
105. აჩვენეთ, რომ ქვემოთ მოცემული განტოლებებიდან თითო-

ეული განსაზღვრავს ჰიპერბოლას. იპოვეთ მისი ცენტრის 
კოორდინატები, ნახევარღერძები, ექსცენტრისიტეტი და שე-
ადგინეთ ასიმპტოტებისა და დირექტრისების განტოლებები: 

(1) 01615464916 22 =−−−− yxyx ;  

(2) 03673290169 22 =−++− yxyx . 

 ეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუ ცნობილია, რომש .*106

მისი ექსცენტრისიტეტია 4/5=ε , ფოკუსია )0,5(F  და שე-

საბამისი დირექტრისის განტოლებაა 0165 =−x . 
 ეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუ ცნობილია, რომש .*107

მისი ექსცენტრისიტეტია 12/13=ε , ფოკუსია )13,0(F  და 

ესაბამისი დირექტრისის განტოლებაა 014413ש =−y . 

ეადგინეთ 222ש .*108 ayx =−  ტოლფერდა ჰიპერბოლის განტო-

ლება ახალ საკოორდინატო სისტემაשი, თუ ახალი საკოორ-
დინატო სისტემის ღერძები მისი ასიმპტოტებია. 

109*. დაადგინეთ, ქვემოთ მოცემული განტოლებებიდან რომელი 
-ეესაბამება ჰიპერბოლას. იპოვეთ მისი ცენტრი, ნახევარש
ღერძები და שეადგინეთ ასიმპტოტების განტოლებები: 

(1) 18=xy ;    (2)  092 =−xy ;    (3)  0253 =+xy . 

110. იპოვეთ 102 =− yx  წრფისა და 1
520

22

=− yx
 ჰიპერბოლის 

გადაკვეთის წერტილები. 

111. იპოვეთ 01634 =−− yx  წრფისა და 1
1625

22

=− yx
 ჰიპერბო-

ლის გადაკვეთის წერტილები. 
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112. გამოარკვიეთ წრფისა და ჰიპერბოლის ურთიერთმდებარეო-
ბა – იკვეთებიან, არ იკვეთებიან თუ წრფე მხებს წარმოადგენს: 

(1) 03 =−− yx  და 1
312

22

=− yx
;  

(2) 012 =+− yx  და 1
916

22

=− yx
;  

(3) 057 =− yx  და 1
1625

22

=− yx
. 

113. იპოვეთ m -ის ყველა ის მნიשვნელობა, რომლისთვისაც 

mxy += 5,2  წრფე 1
369

22

=− yx
 პარაბოლას:  

(1) კვეთს;  (2) ეხება მას;  (3) არ იკვეთება მასთან. 

114*. დაადგინეთ პირობა იმისა, რომ mkxy +=  წრფე 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

 ჰიპერბოლას ეხება. 

115*. დაამტკიცეთ, რომ ჰიპერბოლის დიამეტრის ბოლოებზე გავ-
ლებული მხები წრფეები ერთმანეთის პარალელურია. 

ეადგინეთ 1ש .116
520

22

=− yx
 ჰიპერბოლისადმი გავლებული იმ 

მხების განტოლება, რომელიც 0734 =−+ yx  წრფის მარ-

თობულია. 

ეადგინეთ 1ש .117
6416

22

=− yx
 ჰიპერბოლისადმი გავლებული იმ 

მხების განტოლება, რომელიც 09310 =+− yx  წრფის პა-

რალელურია. 

ეადგინეთ 1ש .118
816

22

=− yx
 ჰიპერბოლისადმი 0542 =−+ yx  

წრფის პარალელური მხებების  განტოლებები და გამოთვა-
ლეთ მანძილი მათ שორის. 
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119. 1
1824

22

=− yx
 ჰიპერბოლაზე იპოვეთ წერტილი, რომელიც 

0123 =++ yx  წრფიდან უმოკლესი მანძილითაა დაשორე-

ბული. გამოთვალეთ ეს მანძილი.   

)ეადგინეთ )7,1ש .120 −−A  წერტილიდან გამოსული 1622 =− yx  

ჰიპერბოლის მხების განტოლება. 

ეადგინეთ 1ש .121
328

22

=− yx
 ჰიპერბოლისადმი )10,1( −A  წერ-

ტილიდან გავლებული მხებების მასთან שეხების წერტილე-

ბის שემაერთებელი ქორდის განტოლება. 

ეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, რომელიც )3,6(Aש .122  

წერტილზე გადის და ეხება 01529 =−+ yx   წრფეს (ჰიპე-

რბოლის ღერძები საკოორდინატო ღერძებს ემთხვევა).  

ეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, რომელიც 01665ש .123 =−− yx   

და 0481013 =−− yx  წრფეებს ეხება (ჰიპერბოლის ღერძები 

საკოორდინატო ღერძებს ემთხვევა).  

124*. აჩვენეთ, რომ 1
520

22

=+ yx
 ელიფსისა და 1

312

22

=− yx
 ჰიპე-

რბოლის გადაკვეთის წერტილები მართკუთხედის წვეროებს 

წარმოადგენენ. שეადგინეთ მისი გვერდების განტოლებები. 

125*. აჩვენეთ, რომ ჰიპერბოლის ფოკუსები მისი ნებისმიერი 

მხები წრფის სხვადასხვა მხარეზე მდებარეობენ.  

126**. აჩვენეთ, რომ ჰიპერბოლის ფოკუსებიდან მის ნებისმიერ 

მხებამდე მანძილების ნამრავლი მუდმივი სიდიდეა და 2b -ის 

ტოლია. 

 ეადგინეთ ჰიპერბოლის კანონიკური სახის განტოლება, თუש .127

მისი ფოკუსია )0,3(F  და 042 =−− yx  წრფე ეხება მას. 
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 ეადგინეთ ჰიპერბოლის კანონიკური სახის განტოლება, თუש .128

ცნობილია, რომ 0361615 =−+ yx  წრფე ეხება მას და მისი 

დიდი ღერძია 82 =a . 

129*. დაამტკიცეთ, რომ ჰიპერბოლის რაიმე M  წერტილשი გავ-

ლებული მხები წრფე MF1  და MF2  ფოკალურ რადიუსებ-

თან ტოლი სიდიდის კუთხეებს ადგენს და 21MFF  კუთხის 

 .იგნით გადისש

პარაბოლა 

130. იპოვეთ xy 242 =  პარაბოლის ფოკუსი და שეადგინეთ მისი 

დირექტრისის განტოლება. 

 ეადგინეთ პარაბოლის განტოლება, თუ მისი ფოკუსიაש .131

)0,7(−F  წერტილი და დირექტრისის განტოლებაა 07 =−x . 

-ედგინეთ პარაბოლის განტოლება, რომელიც: (1) სიმეტრიש .132

ულია აბსცისთა ღერძის მიმართ, გადის კოორდინატთა სის-

ტემის სათავეზე და )4,1( −A  წერტილზე; (2) სიმეტრიულია 

ორდინატთა ღერძის მიმართ, ფოკუსი )2,0(F  წერტილשია 

მოთავსებული და წვერო კოორდინატთა სათავეს ემთხვევა. 

-ეადგინეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომელიც: (1) სიმეש .133

ტრიულია ორდინატთა ღერძის მიმართ, გადის კოორდინატ-

თა სათავეზე და )2,6( −A  წერტილზე; (2) სიმეტრიულია აბს-

ცისთა ღერძის მიმართ, ფოკუსი )0,3(F  წერტილשია მოთავ-

სებული და წვერო კოორდინატთა სათავეს ემთხვევა. 

134. xy 5,42 =  პარაბოლის M  წერტილიდან დირექტრისამდე 

მანძილია 125,9 . იპოვეთ მანძილი ამ წერტილიდან კოორდი-

ნატთა სათავემდე. 
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135. იპოვეთ წრფისა და პარაბოლის გადაკვეთის წერტილები: 

(1) 03 =−+ yx , xy 42 = ;  

(2) 01243 =−+ yx , xy 92 −= ;  

(3) 0623 =+− yx , xy 62 −=  . 

 ეადგინეთ პარაბოლის განტოლება, თუ მისი ფოკუსიაש .*136

)1,3(−F , ხოლო დირექტრისა 07 =+y .  

ეადგინეთ xyש .137 62 =  პარაბოლისადმი )5,4(A  წერტილიდან 

გავლებული მხებების განტოლებები. 

138*. დაადგინეთ პირობა იმისა, რომ bkxy +=  წრფე pxy 22 =  

პარაბოლას ეხება. 

)ეადგინეთ პარაბოლის განტოლება, რომლის წვეროა )2,1ש .*139 −A  

და: (1) სიმეტრიულია 01=−x   წრფის მიმართ და გადის წერ-

ტილზე )0,2(B ; (2) სიმეტრიულია 02 =+y  წრფის მიმართ 

და გადის წერტილზე )0,2(B . 

140. ჰორიზონტის მიმართ მახვილი კუთხით გასროლილი ქვა, 

მოძრაობს რა პარაბოლაზე, საწყისი მდებარეობიდან 24 -ის 

ტოლ მანძილზე დაეცა. გამოთვალეთ პარაბოლის პარამეტრი, 

თუ დედამიწის ზედაპირიდან ქვის მიერ მიღწეული მაქსიმა-

ლური სიმაღლეა 6 . 

141. იპოვეთ პარაბოლის წვერო, პარამეტრი და ღერძის მიმარ-

თულება, თუ მისი განტოლებაა: 

(1) 092102 =−++ yxy ;  

(2) 0431462 =+++ yxy ;  

(3) 01682 =++ xy ; (4) xxy 62 −= .  
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142. როგორ არიან განლაგებულნი საკოორდინატო სიბრტყეზე 
წერტილები, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ პი-
რობას: 

(1) 






−>
≤−+

)1(2
1)1(

2

22

yx
yx

;    (2)  







−<−

>−+−

)1(4)1(

1
9

)1(
4

)1(

2

22

xy

xx
. 

 ეადგინეთ პარაბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსიაש .*143

)3,0( −F , გადის კოორდინატთა სათავეზე და მისი სიმეტრი-

ის ღერძია ორდინატთა ღერძი. 

144. იპოვეთ xy 202 =  პარაბოლის იმ წერტილის ფოკალური რა-

დიუსი, რომლის აბსცისაა 7 . 

145. იპოვეთ xy 122 =  პარაბოლის იმ წერტილის ფოკალური რა-

დიუსი, რომლის ორდინატაა 6 . 

146. იპოვეთ xy 162 =  პარაბოლის ის წერტილი, რომლის ფოკა-

ლური რადიუსია 13 . 
 ეადგინეთ პარაბოლის განტოლება, თუ მისი ფოკუსიაש .147

)0,7(−F  და დირექტრისის განტოლება 07 =−x . 

148. აჩვენეთ, რომ ქვემოთ მოცემული თითოეული განტოლება 
განსაზღვრავს პარაბოლას. იპოვეთ მისი წვერო, პარამეტრი 
და שეადგინეთ დირექტრისის განტოლება: 

(1) 842 −= xy ;    (2)  xy 642 −= ;  

(3) 262 += yx ;    (4)  yx −= 22 . 

149. აჩვენეთ, რომ ქვემოთ მოცემული თითოეული განტოლება გან-
საზღვრავს პარაბოლას. იპოვეთ მისი წვერო და პარამეტრი:  

(1) 2
4
1 2 ++= xxy ;    (2)  784 2 +−= xxy ;  

(3)  72
6
1 2 −+−= xxy . 
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150. აჩვენეთ, რომ ქვემოთ მოცემული თითოეული განტოლება გან-

საზღვრავს პარაბოლას. იპოვეთ მისი წვერო და პარამეტრი:  

(1) 14122 2 +−= yyx ;  

(2) yyx += 2

4
1

;  

(3) 122 −+−= yyx . 

151. იპოვეთ 03 =−+ yx  წრფისა და yx 42 =  პარაბოლის გა-

დაკვეთის წერტილები. 

152. იპოვეთ 01243 =−+ yx  წრფისა და xy 92 −=  პარაბოლის  

გადაკვეთის წერტილები. 

153. იპოვეთ 0623 =+− yx  წრფისა და xy 62 =  პარაბოლის  

გადაკვეთის წერტილები. 

154. გამოარკვიეთ, როგორი ურთიერთმდებარეობა აქვთ პარაბო-

ლასა და წრფეს: წრფე კვეთს პარაბოლას; წრფე ეხება პარა-

ბოლას; წრფე არ კვეთს პარაბოლას: 

(1) 02 =+− yx  და xy 82 = ;  

(2) 01538 =−+ yx  და yx 32 −= ;  

(3) 0155 =−− yx  და xy 52 −= . 

155. იპოვეთ k  პარამეტრის ყველა ის მნიשვნელობა, რომლისთ-

ვისაც 2+= kxy  წრფე xy 42 =  პარაბოლას:  (1) კვეთს;  

(2) ეხება მას; (3) არ კვეთს. 

156*. დაადგინეთ პირობა იმისა, რომ bkxy +=  წრფე pxy 22 =  

პარაბოლას ეხება. 

157*. დაამტკიცეთ, რომ pxy 22 =  პარაბოლისადმი გაივლება ერ-

თადერთი მხები, რომლის საკუთხო კოეფიციენტია 0≠k . 
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ეადგინეთ xyש .158 82 =  პარაბოლის იმ მხების განტოლება, რო-

მელიც 0322 =−+ yx  წრფის პარალელურია. 

ეადგინეთ yxש .159 162 =  პარაბოლის იმ მხების განტოლება, 

რომელიც 0742 =++ yx  წრფის მართობულია. 

ეადგინეთ xyש .160 122 =  პარაბოლის იმ მხების განტოლება, 

რომელიც 03023 =+− yx  წრფის პარალელურია. იპოვეთ 

მანძილი მხებსა და მოცემულ წრფეს שორის. 

161. xy 642 =  პარაბოლაზე იპოვეთ წერტილი, რომელიც უმოკ-

ლესი მანძილითაა დაשორებული 01434 =−+ yx  წრფიდან. 

იპოვეთ ეს მანძილი. 

ეადგინეთ )9,2(Aש .162  წერტილიდან xy 362 =  პარაბოლისად-

მი გავლებული მხებების განტოლებები.  

ეადგინეთ )9,5(Aש .163  წერტილიდან xy 52 =  პარაბოლისადმი 

გავლებული მხებების მასთან שეხების წერტილების שემაერ-

თებელი ქორდის განტოლება. 

164. )12,3(−P  წერტილიდან xy 102 =  პარაბოლისადმი გავლებუ-

ლია მხებები. იპოვეთ მანძილი ამ წერტილიდან שეხების წერ-

ტილების שემაერთებელ ქორდამდე. 

165. იპოვეთ  1
225100

22

=+ yx
 ელიფსისა და xy 242 =  პარაბო-

ლის გადაკვეთის წერტილები. 

166. იპოვეთ 1
520

22

=− yx
 ჰიპერბოლის და  პარაბოლის 

გადაკვეთის წერტილები. 

167. იპოვეთ   და  პარაბოლების 

გადაკვეთის წერტილები. 

xy 32 =

122 +−= xxy 762 +−= yyx
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168*.  პარაბოლის ფოკუსიდან გამოსული სინათლის 

სხივი, რომელიც აბსცისთა ღერძთან  მახვილ კუთხის ად-

გენს, პარაბოლასთან გადაკვეთის წერტილשი მისადმი აირე-

კლება. שეადგინეთ არეკლილი სხივის שემცველი წრფის გან-

ტოლება, თუ . 

169*. დაამტკიცეთ, რომ საერთო ღერძისა და ფოკუსის მქონე ორი 

პარაბოლა მართი კუთხით იკვეთება, თუ ფოკუსი მათ წვე-

როებს שორისაა მოქცეული. 

   

xy 252 =
α

4/3=αtg



 80

პასუხები   

1. ; 

2. (1) ; (2) ;  

(3) ; (4) ; 

3. ; 4. ; 

5. (1) ; (2) ;  

(3) ; 6. ; 

7. ; 8. ;  

9. , ;  

11. (1) ,  ;  

(2) ,   ; 

12. , 

,  

, 

;  

13. (1) არ გაივლება; (2) ; (3)  და 

;  

14. ; 15.  და 

; 

16. ; 17.  და 

;  

50)2()1( 22 =++− yx

5)2()1( 22 =−+− yx 10)3()1( 22 =+++ yx

5)1()2( 22 =++− yx 25)4()3( 22 =−++ yx

25)5()3( 22 =−+− yx 0725 =−+ yx
01652 =+− yx 0345 =−+ yx

02743 =−+ yx 04143 =−− yx

8)3()2( 22 =−+− yx 44,1)3()2( 22 =++− yx

4)2()2( 22 =−+− yx 100)10()10( 22 =−+− yx

2)1( 22 =−+ yx 2)3()2( 22 =−+− yx

5)2,4()4,1( 22 =−+− yx 2,0)8,1()6,0( 22 =−+− yx

5,0)2/11()2/11( 22 =−−+−− yx

5,0)2/11()2/11( 22 =+−++− yx

2

22

)22(
1

22
21

22
23

+
=









+
+−+









+
+− yx

2

22

)22(
1

22
21

22
23

−
=









−
−−+









−
−− yx

092 =−+ yx 092 =−+ yx
082 =−− yx

38)1()3( 22 =++− yx 5)1()4( 22 =++− yx

5)3()2( 22 =−+− yx

20)1()2( 22 =+++ yx 20)2()5( 22 =++− yx

20)5/22()5/9( 22 =−+− yx
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18. ; 19.  და 

; 

20.  და 

; 

21.  და ;  

22.  და 

;  

23. (1) წრეწირის გარეთ; (2) წრეწირზე; (3) წრეწირის שიგნით; (4) 

წრეწირზე; (5) წრეწირის שიგნით; 

24. (1) ;  (2) ;  

(3) ;  (4) ; 

25. ;  

26. (1) ; (2) ; (3) ; 

27.  და ( 2, 2)B − − ; 

28. (1) კვეთს წრეწირს; (2) ეხება წრეწირს; (3) არ კვეთს წრეწირს; 

29. (1) ; (2) ; (3) ;  

30. ; 31. ; 

32. ; 33. ; 34. ; 

35. ; 36. ; 37. ;  

38. ;  

40.  და ; 

41.  და ; 

42.  ; 43. ;  

16)2()1( 22 =++− yx 50)3()6( 22 =−++ yx

800)2()29( 22 =++− yx

5)1()2( 22 =−+− yx

5/289)5/31()5/22( 22 =++− yx

13/81)1()2( 22 =−+− yx 13/25)7()8( 22 =+++ yx

1)7/25()7/10( 22 =+++ yx

1)7/5()7/30( 22 =−+− yx

035 =−+ yx 02 =+x
093 =−− yx 01 =+y

01952 =+− yx

7 17 2
)5,1(−A

75,0|| <k 75,0±=k 75,0|| >k

069711 =−− yx 52

0179622 =−−++ yxyx 047 =− yx 10

052 =+− yx 04343 =+− yx 90
2
2

2
1

2
21

2
21 )()( RR +=−+− ββαα

052 =−− yx 052 =−− yx
082 =−+ yx 0112 =+− yx

90 052 =++ yx
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44.  (1) ; (2) ;  

45.  (1) ; (2) ;  

46.  (1) ; (2) ; 

(3) ;   

47.  ; 48.  ; 

50. ; 51. ; 

52. , , ;  

53. ; 

54. (1) ელიფსი ; 

(2) წერტილი ;  

(3) ნახევარელიფსი ;  

(4) ნახევარწრეწირი ; 

55. ; 56. ; 57. ; 

58. , ; 59. , ; 

60.  და ; 61. , ; 

62. , ; 

63. (1) ; (2) ; (3) ; 64. ; 

65. ; 66. ;   

1
64100

22

=+ yx 1
144169

22

=+ yx

1
3664

22

=+ yx 1
1636

22

=+ yx

3/5,3/4,2 === eba 2/3,2/3,3 === eba

45/11,5/2,3/1 === eba

1
2736

22

=+ yx
)25,2;4( ±±M

1
5

2
2

=+ yx
5,22

1
1216

22

=+ yx
)0,2(−F 8−=x

044323 22 =−−++ yxyxyx

45)1(9)3(5 22 =−++ yx
)1,3(−M

1,144)1(9)3(16 22 ≤=−++ yyx

2,4)3()2( 22 −≥=+++ xyx

1
4

)2(
25

)5( 22

=++− yx 16 cb /2

)5/8,3( −−A )5/8,3(−B 010125 =++ yx 02 =−x

6,21 =r 4,72 =r )33,5(−A )33,5( −−B

)2/21,2(−A )2/21,2( −−B

2/3 2/2 3/3 2/2=ε

1
16

)4(
9

)3( 22

=++− yx 1
4

)2(
9

)3( 22

=−++ yx
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67. , ; 68. ,  წრფე ეხება ელიფსს; 

69. წრფე ელიფსს არ კვეთს;  
70. (1) წრფე და ელიფსი იკვეთებიან; (2) წრფე და ელიფსი არ 
იკვეთებიან; (3) წრფე ეხება ელიფსს; 

71. (1) -თვის, წრფე და ელიფსი იკვეთებიან;  

(2) -თვის, წრფე ეხება ელიფსს;  

(3) -თვის, წრფე და ელიფსი არ იკვეთებიან;  

72. ; 74.  და ; 

75.  და ; 

76. ; 77. , ; 

78.  და ;  79. ;  

80. ; 82. ; 83. ; 

84. , ;   

85. (1) ; (2) ; (3) ;  

(4) ; (5)  ; 

86. (1) ; (2) ; (3) ;  

(4) ; (5) ; 

87. (1) ; (2) ; (3) ;  

88. ;   

89. (1), (2) ჰიპერბოლა; (3), (4) ჰიპერბოლის שტო; 

90. (1) ; 

)3/3,4(A )2,3(B )5/8,3(A

5|| <m
5±=m
5|| >m

2222 mbak =+ 01023 =−+ yx 01023 =++ yx
05 =−+ yx 05 =++ yx

5/524=d )2,3(−A 13=d
05 =−+ yx 0104 =−+ yx 01054 =−− yx

1
1040

22

=+ yx 1
817

22

=+ yx 1
425

22

=+ yx

)2,3(A )2,3( −B

12,5 == ba )0,13(),0,13( 21 −FF 5/13=ε

xyxy
5

12,
5

12 −==
13
25,

13
25 −== xx

8,15 == ba )17,0(),17,0( 21 −FF 8/17=ε

xyxy
25
8,

25
8 −==

17
64,

17
64 −== yy

1
2511

22

=+− yx 1
3664

22

=+− yx 1
49

22

=+− yx

4
110,

4
12 21 == rr

1
25

)2(
144

)3( 22

=−−− yx
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(2) ;  

(3) ; (4) ;  

91.  და ; 

92. . 93.  და ;  

94. ,  .  95. . 96.  და 

. 97.  და ; 

98.  და ; 99. ; 100. ;  

101. ;  105. (1) , , , , 

დირექტრისები:  და , ასიმპტოტები: 

 და ; (2) , , , 

, დირექტრისები:  და , ასიმპტოტები: 

 და ; 106. ; 

107. ; 108.  – ძველი სისტემის ღერძების 

-ზე მობრუნებისას  და  – ძველი სისტემის 

ღერძების (45°)-ზე მობრუნებისას. 109. (1) , , 

ასიმპტოტები:  და ; (2) , , 

ასიმპტოტები:  და ; (3) , , 

ასიმპტოტები:  და . 110.  და ; 

111. , წრფე ეხება ჰიპერბოლას; 

052132612)9132()4132( 22 =−+−−+− xyyx

1
79

22

=− yx 1
169

22

=+− yx

5,0)1)(1( =+− yx 5,0)1)(1( −=−− yx

1622 =− yx 01054 =+− yx 010 =−x

25,21 =r 25,102 =r 27 )5,4;10(A

)5,4;10( −B )34;6(−A )34;6( −−A

12/25 12/53 2=ε 1
124

22

=− yx

1
4060

22

=− yx
)3,2( −O 3=a 4=b 3/5=ε

015 =−x 0195 =−x
01734 =−− yx 0134 =++ yx )1,5(−O 8=a 6=b

25,1=ε 4,11−=x 4,1=x

01143 =++ yx 01943 =+− yx 1
916

22

=− yx

1
14425

22

=− yx
2

2axy =

)45( −
2

2axy −=

)0,0(O 6== ba

0=x 0=y )0,0(O 3== ba

0=x 0=y )0,0(O 5== ba

0=x 0=y )2;6(A )3/2;3/14( −B
)3;4/25(A
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112. (1) წრფე ეხება ჰიპრბოლას; (2) წრფე ჰიპერბოლას ორ 
წერტილשი კვეთს; (3) წრფე და ჰიპერბოლა ერთმანეთს არ კვეთს; 

113. (1) -თვის წრფე კვეთს ჰიპერბოლას;  

(2) -თვის წრფე ეხება ჰიპერბოლას;  

(3) -თვის წრფე და ჰიპერბოლა არ იკვეთებიან;  

114. ; 116. , ; 

117. , ; 118. , 

, ; 119. , ; 

120. , ; 121. ; 

122. ,  ; 123. ;  

124. , ,  და ; 127.  ;  

128. ; 130. , ;  

131. ; 132. (1) ; (2) ;  

133. (1) ; (2) ; 134.  ; 

135. (1) ; (2) ; (3) არ იკვეთებიან;  

136. ; 137.  და 

; 138. ; 139. (1) ;  

(2) ; 140. ;  

141. (1) , , ღერძი აბსცისთა ღერძის 

თანამიმართულია; (2) , , ღერძი აბსცისთა ღერძის 

თანამიმართულია; (3) , , ღერძის მიმართულება 

ემთხვევა აბსცისთა ღერძის უარყოფით მიმართულებას;  

5,4|| >m
5,4±=m
5,4|| <m

2222 mbak =− 01043 =−− yx 01043 =+− yx
032310 =−− yx 032310 =+− yx 042 =−+ yx

042 =++ yx 5/8=d )3,6(−M 13/11=d
01635 =−− yx 048513 =++ yx 01652 =−+ yx

1
455

22

=− yx 1
45

4
10
3 22

=− yx 1
416

22

=− yx

4−=x 4=x 1−=y 1=y 1
45

22

=− yx

1
916

22

=− yx
)0,6(F 6−=x

xy 282 −= xy 162 = yx 82 =

yx 182 −= xy 122 = 10

)1,2(),9,6(− )6,4(−
22 )3(16)3( +=+ yx 0843 =+− yx

062 =+− yx bkp 2= )2(
2
1)1( 2 +=− yx

)1(4)2( 2 −=+ xy 12

)1;1,0( − 5−=p
)7,1( − 3−=p
)0,2(− 4−=p
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(4) , , ღერძი ორდინატთა ღერძის თანამი-

მართულია. 143. ; 144. ; 145. ; 146. , 

; 147. ; 

148. (1) , , ; (2) , , 

; (3) , , ; (4) , 

, ; 149. (1) , ; (2) , 

; (3) , ; 150. (1) , ;  

(2) , ; (3) , ;  

151. , ; 152. , წრფე ეხება პარაბოლას; 

153. წრფე და პარაბოლა არ იკვეთებიან;  

154. (1) ეხება პარაბოლას; (2) პარაბოლას  ორ წერტილשი კვეთს; 

(3) პარაბოლას არ კვეთს; 155. (1) ; (2) ;  

(3) ; 156. ; 158. ;  

159*. ; 160. ; 161. , ; 

162.  და ; 163. ;  

164. ; 165.  და ; 166. , 

, , ; 167. , , 

, ; 

168. . 
 

)9,3( − 2/1=p

yx 122 −= 12 6 )12,9(A

)12,9( −B xy 282 −=

)0,2(A 2=p 01 =−x )0,3/2(A 3=p
0136 =−x )3/1,0( −A 3=p 0116 =+x )2,0(A

2/1=p 094 =−y )1,2(−A 2=p )3,1(A
8/1=p )1,6( −A 3=p )3,4(−A 4/1=p

)2,1(A 2=p )1,0(A 2/1=p
)1,2(A )9,6(−B )6,4(−A

2/1<k 2/1=k
2/1>k bkp 2= 02 =++ yx

0162 =−− yx 132=d )24,9( −A 10=d

033 =+− yx 01223 =+− yx 025185 =+− yx

13/174=d )12,6(A )12,6( −B )30,10(A

)30,10( −B )6,2(C )6,2( −D )1,2(A )4,1(−B

)2/)137(,2/)133(( ++C )2/)137(,2/)133(( −−D

018 =−y
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$7. გეომეტრიული გარდაქმნები 

სიბრტყის გარდაქმნა: პარალელური გადატანა.   
ღერძული სიმეტრია. ცენტრული სიმეტრია. მობრუნება 

სიბრტყის გარდაქმნას, რომლის დროსაც მისი ყოველი წერ-

ტილი ერთი და იმავე მიმართულებით ერთსა და იმავე მანძილზე 

გადაადგილდება, სიბრტყის პარალელური გადატანა ეწოდება. 

თუ ვექტორის გასწვრივ  პარალელური გადატანის 

დროს  წერტილი  წერტილზე აისახება, მაשინ:  

 

პარალელურ გადატანას უძრავი წერტილი არ აქვს. 

სიბრტყის გარდამნას, რომლის დროსაც სიბრტყის ყოველი  

წერტილი ამავე სიბრტყის რაიმე  ღერძის მიმართ სიმეტრიულ 

 წერტილზე აისახება, ღერძული სიმეტრია ეწოდება.  

თუ  და  წერტილები სიმეტრიულები არიან: 

 ღერძის მიმართ, მაשინ  

 

 ღერძის მიმართ, მაשინ  

 

 განტოლებით მოცემული წრფის მიმართ, მაשინ  
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.
 

ღერძული სიმეტრიის დროს ღერძის წერტილები უძრავნი არიან. 

ასევე უძრავნი იქნებიან სიმეტრიის ღერძის მართობული 

წრფეები.  

გარდაქმნას, რომელიც სიბრტყის ყოველი  წერტილს שეუსა-

ბამებს ისეთ  წერტილს, რომ სიბრტყის რაიმე  წერტილზე 

გავლებული  მონაკვეთი ამ წერტილით שუაზე იყოფა  

 

ეწოდება ცენტრული სიმეტრია ცენტრით . 

თუ  და  წერტილები სიმეტრიულები არიან: 

 კოორდინატთა სათავის მიმართ, მაשინ  

,
 

 წერტილის მიმართ, მაשინ  

.
 

ცენტრული სიმეტრიის ცენტრი მისი უძრავი წერტილია. სხვა 

უძრავი წერტილები ამ გარდაქმნას არ აქვს. 

სიბრტყის  გარდაქმნას, რომლის დროსაც მისი ყოველი  

წერტილი მოცემული  წერტილის გარשემო საათის ისრის საწი-

ნააღმდეგო მიმართულებით ერთსა და იმავე  კუთხეზე მობრუნ-

დება,  ცენტრის გარשემო მობრუნება ეწოდება.  
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თუ  წერტილი  წერტილისაგან მისი  

კუთხეზე მობრუნებით მიიღება: 

ა) კოორდინატთა სათავის გარשემო, მაשინ  

;
 

ბ)  წერტილის გარשემო, მაשინ  

.
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სავარჯიשო ამოცანები  

1. პარალელური გადატანის დროს  წერტილი  

წერტილשი გადადის. რომელ წერტილשი გადავა კოორდინატ-

თა სათავე? 

2. იპოვეთ  წრეწირის ანასახი   

ვექტორის გასწვრივ პარალელური გადატანისას. 

3. იპოვეთ,  ვექტორის გასწვრივ პარალელური გადატა-

ნისას,  წრფის ანასახისა და  

წრეწირის გადაკვეთის წერტილები. 

4. აჩვენეთ, რომ  კუთხის სიდიდე არ שეიცვლება მისი 

 ვექტორის გასწვრივ პარალელური გადატანის 

დროს, სადაც ,  და . 

5. იპოვეთ  წერტილის სიმეტრიული წერტილები აბსცი-

სთა და ორდინატთა ღერძების მიმართ.  

6. იპოვეთ  და  წერტილებით განსაზღვრული 

მონაკვეთის აბსცისთა ღერძის მიმართ სიმეტრიული მონაკვე-

თის ბოლოები.   

7. იპოვეთ  წერტილის, აბსცისთა და ორდინატთა ღერ-

ძების მიმართ სიმეტრიულ წერტილებს שორის მანძილი. 

8. იპოვეთ  წერტილის მიმართ  სამკუთხედის სიმე-

ტრიული სამკუთხედის წვეროების კოორდინატები, თუ , 

 და . 

9. იპოვეთ წერტილი, რომლის მიმართაც სიმეტრიულები არიან 

 და  წერტილები. 

)1,1(A )0,1(−B

0126422 =−+−+ yxyx )3,2( −=
→
a

)6,5(=
→
a

0234 =−− yx 08622 =−−+ yxyx
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)2,1( −=
→
a

)1,0(A )2,3( −B )3,2( −C

)3,2( −A

)1,5( −A )2,3( −B

)2,4( −M

)3,6(O ABC

)1,2(A

)1,5(B )5,2(C

)4,6( −A )2,1( −B
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10. იპოვეთ სიმეტრიის ცენტრის კოორდინატები, თუ მას 

 წერტილი წერტილשი გადაჰყავს. 

11. დაადგინეთ წერტილის კოორდინატები, თუ ის  

წერტილის ანასახია,  სიმეტრიის ცენტრის მქონე 

ცენტრული სიმეტრიის დროს.  

12. იპოვეთ წერტილის ანასახი ცენტრალური 

სიმეტრიის დროს იმ წერტილის მიმართ, რომელიც 

წარმოადგენს ,  და 

 სიბრტყეების გადაკვეთის წერტილს. 

13. იპოვეთ  წერტილის მიმართ  და  

წერტილების მობრუნებით მიღებული  და  წერტილები, 

თუ მობრუნება მოხდა -ზე.  

14. იპოვეთ  და  წერტილების კოორდინატები, თუ ცნობი-

ლია, რომ  ცენტრის გარשემო მათი მობრუნებით 

მიღებული წერტილებია, שესაბამისად,  და  

და მობრუნება მოხდა  კუთხეზე, სადაც  და 

. 

15. იპოვეთ  და  წერტილების ანასახები שემდეგი 

გარდაქმნის დროს:  

(ა) ;    (ბ)  . 

16. იპოვეთ მობრუნების კუთხე, თუ ამ გარდაქმნით   

წერტილი  წერტილზე აისახება. 

17. ჩაწერეთ მატრიცულად שემდეგი ფორმულებით მოცემული 

გარდაქმნა: 

.
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-ესაბამისი მატრიცა და დაש ეადგინეთ  გარდაქმნისש .18

ადგინეთ  წერტილის ანასახი ამ გარდაქმნის დროს. 

19. იპოვეთ  წერტილის მიმართ  ვექტორის 

-ზე მობრუნებით მიღებული  ვექტორის კოორ-

დინატები, თუ  და .  

20*. იპოვეთ  ცენტრისა და  რადიუსის მქონე წრეწირის ანა-

სახი არანულოვანი  ვექტორის გასწვრივ პარალელური გა-

დატანისას. 

21*. აჩვენეთ, რომ თუ სამკუთხედს აქვს სიმეტრიის ღერძი, მაשინ 

ის ამ სამკუთხედის ერთ-ერთ წვეროზე გადის.  

 ეიძლება თუ არა, რომ სამკუთხედს ჰქონდეს სიმეტრიისש .*22

ცენტრი? 

23*. სიმეტრიის რამდენი ცენტრი აქვს ფიგურას, რომელიც שედგე-

ბა ორი პარალელური წრფისაგან? სად მდებარეობენ ისინი?  

24. აჩვენეთ, რომ ერთი და იმავე ცენტრის გარשემო  და  

კუთხეებზე მობრუნებათა კომპოზიცია წარმოადგენს იმავე 

ცენტრის მიმართ მობრუნებას  კუთხეზე. 

25. აჩვენეთ, რომ  და  ბოლოების მქონე მონაკვე-

თის სიგრძე,  ვექტორის გასწვრივ პარალელური 

გადატანის დროს, არ იცვლება. 

26. იპოვეთ კოორდინატთა სათავის მიმართ  და  

წერტილების მობრუნებით მიღებული  და  წერტილები, 

თუ:  

ა) მობრუნება მოხდა -ით საათის ისრის საწინააღმდეგო 

მიმართულებით;  

ბ) მობრუნება მოხდა -ით საათის ისრის მიმართულებით. 
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27. აჩვენეთ, რომ პარალელური გადატანის გარდაქმნა ინახავს 

მანძილს ორ წერტილს שორის.  

28. აჩვენეთ, რომ პარალელური გადატანისას წრფე მის 

პარალელურ წრფეשი გადადის. 

29. აჩვენეთ, რომ პარალელური გადატანისას სიბრტყე მის 

პარალელურ სიბრტყეשი გადადის. 

30*. აჩვენეთ, რომ პარალელურ გადატანათა კომპოზიცია 

პარალელური გადატანაა. 

 ეადგინეთ  განტოლებით მოცემულიש .*31

სიმეტრიის ღერძის მიმართ ღერძული სიმეტრიის გარდაქმნის 

ფორმულები. 

32*. გამოარკვიეთ, რა ფიგურაზე აისახება პარალელური 

გადატანის დროს (პასუხი დაასაბუთეთ): პარალელოგრამი, 

სამკუთხედი, ტრაპეცია?  

33*. აჩვენეთ, რომ სიბრტყის (სივრცის) ყველა პარალელური 

გადატანათა სიმრავლე, პარალელურ გადატანათა 

კომპოზიციის მიმართ, წარმოადგენს ჯგუფს. არის თუ არა ეს 

ჯგუფი აბელური?  

34*. გამოარკვიეთ, ღერძული სიმეტრიის დროს რა ფიგურაზე 

აისახება:   

ა) ტოლფერდა სამკუთხედი, თუ სიმეტრიის ღერძი მის 

ფუძეზე დაשვებული სიმაღლეა;  

ბ) ურთიერთგადამკვეთ წრფეთა წყვილი, თუ სიმეტრიის 

ღერძია ამ წრფეებით שექმნილ ვერტიკალურ კუთხეთა 

ბისექტრისა;  

გ) წრეწირი, თუ სიმეტრიის ღერძია ამ წრეწირის დიამეტრი;  

დ) პარალელურ წრფეთა წყვილი, თუ სიმეტრიის ღერძია ამ 

წრფეთა მართობული რაიმე წრფე;  

ე) პარალელურ წრფეთა წყვილი, თუ სიმეტრიის ღერძია ამ 

წრფეთა პარალელური რაიმე წრფე. 

0=++ CByAx
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35*. აჩვენეთ, რომ ორი ცენტრალური სიმეტრიის კომპოზიცია 

პარალელურ გადატანას წარმოადგენს. 

36*. აჩვენეთ, რომ პარალელური გადატანისა და ცენტრალური 

სიმეტრიის კომპოზიცია ცენტრალური სიმეტრიაა. 

37*. რა კუთხეს ადგენენ ერთმანეთთან წრფე და მისი ანასახი 

სიბრტყის  კუთხეზე მობრუნების დროს (პასუხი 

დაასაბუთეთ)? 

38*. რა ფიგურაზე აისახება სიბრტყის  კუთხეზე მობრუნების 

დროს:  

ა) ტოლგვერდა სამკუთხედი;  

ბ) სხივი;  

გ) ნახევარსიბრტყე;  

დ) პარალელურ წრფეთა წყვილი;  

ე) კუთხე;  

ვ) კვადრატი? 

39*. აჩვენეთ, რომ კოორდინატთა სათავის გარשემო ნებისმიერი 

ორი მობრუნება კომუტაციურია.  

40. აჩვენეთ, რომ  ცენტრის გარשემო  მობრუნება 

მატრიცულად ჩაიწერება სახით: 

.
 

 
 
 
 

α

α

O )(αOR









⋅






 −
=








y
x

y
x

αα
αα

cossin
sincos

'
'



 95

პასუხები 

1. ; 2. ; 3. არ იკვეთებიან; 

4. , , . ვინაიდან, 

 და , ამიტომ 

;  

5. , ; 6.  და ; 7. ;  

8. ,  და ;  

9. ; 10. ; 11. ; 12. იპოვეთ 

; 13. , ;  

14. , ; 15. (ა)  და 

, (ბ)  და ;  

16. ; 17.  ;  

18. , ;  

19. ; 22. არა;  

23. უსასრულოდ ბევრი; 26. (ა) , ; (ბ) , 

;  

31. 
;
  32. პარალელოგრამზე, 

სამკუთხედზე, ტრაპეციაზე; 33. שეამოწმეთ ჯგუფის აქსიომები. 
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კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნა 

სავარჯოשო ამოცანები 

1. იპოვეთ   ვექტორის გაשლა  და  ვექტორებად  

(1) , , ; 

(2) , , ; 

(3) , , . 

იპოვეთ   ვექტორის კოორდინატები ,  ბაზისשი. 

 ემდეგი სამეული ავიღოთש ეიძლება თუ არა ვექტორთაש .2
ბაზისად: 

(1) , , ; 

(2) , , ; 

(3) , , . 

3. აჩვენეთ, რომ ,  და  ვექტორები ქმნიან ბაზისს. იპოვეთ 

 ვექტორის კოორდინატები ამ ბაზისשი, თუ , 

,  და . 

4. იპოვეთ  ვექტორის კოორდინატები , ,  

ბაზისשი, სადაც , , 

. 
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5. იპოვეთ , ,  და  წერტილე-

ბის ახალი  კოორდინატები საკოორდინატო სისტემაשი, რომე-

ლიც მიიღება საკოორდინატო სისტემის პარალელური გადა-

ტანით, თუ ახალი კოორდინატთა სისტემის სათავეა .  

6. ვთქვათ,  წერტილის კოორდინატები პარალელური 

გადატანის დროს გახდა  და . იპოვეთ ახალი საკოორ-

დინატო სისტემის სათავის კოორდინატები ძველ საკოორდი-

ნატო სისტემაשი. 

7. ძველი საკოორდინატო სისტემის  და კოორდინატები ახა-

ლი სისტემის  და  კოორდინატებთან დაკავשირებულია 

ფორმულებით: 

, . 

იპოვეთ ახალი საკოორდინატო სისტემის სათავის ძველი კო-

ორდინატები. 

8. დაადგინეთ , ,  წერტილების კო-

ორდინატები, თუ საკოორდინატო სისტემას მოვაბრუნებთ: 

(1) მართ კუთხეზე, საათის ისრის საწინააღმდეგო 

მიმართულებით; 

(2) მართ კუთხეზე, საათის ისრის მიმართულებით;    

(3) გაשლილ კუთხეზე. 

 ეადგინეთ კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნისש .*9

ფორმულები, თუ საკოორდინატო სისტემას -იან კუთხეზე 

მოვაბრუნებთ საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით 

და ახალი საკოორდინატო სისტემის სათავეა . 

10. იპოვეთ , ,  წერტილების კოორდინა-

ტები ახალ საკოორდინატო სისტემაשი, თუ ის მიიღება  

კუთხეზე მობრუნებით და ახალი საკოორდინატო სისტემის 

სათავეა  . 
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11. ძველი სისტემიდან ახალ საკოორდინატო სისტემებაზე გადას-

ვლის ფორმულებია: 

,  ,  . 

იპოვეთ ახალი საკოორდინატო სისტემის  სათავის 

კოორდინატები. 

12*. კოორდინატთა გარდაქმნა მოცემულია ფორმულებით:  

,  , . 

იპოვეთ: 

(1) ,  და  წერტილების ძველი 

კოორდინატები; 

(2) ,  და  წერტილების ახალი 

კოორდინატები. 

13. ჩაწერეთ მატრიცული სახით მოცემული გარდაქმნა 

კოორდინატობრივად: 

(1) ;   

(2) ; 

(3) . 

14*. აჩვენეთ, რომ წერტილის გარשემო ყველა მობრუნებათა 

სიმრავლე მობრუნებათა კომპოზიციის ოპერაციის მიმართ 

წარმოადგენს ჯგუფს. 
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15*. აჩვენეთ, რომ გამრავლების ოპერაციის მიმართ მატრიცთა 

 :ემდეგი სიმრავლე არის ჯგუფიש

(1) ; 

(2) ;  

(3) . 

გამოარკვიეთ, რომელი მათაგნია აბელური ჯგუფი. იპოვეთ 

 .ებრუნებული გარდაქმნები, თუკი ისინი არსებობენש
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პასუხები 

1. (1) ; (2) ; (3) ; (1) ; 

(2) ; (3) ;  

2. (1) არა; (2) კი; (3) არა; 3. ; 4. ;  

5. , ,  და ;  6. ;  

7. ; 8. (1) , , ; (2) , 

, ; (3) , , ;  

9. , ;  

10. , , ;  

11. (1) ; (2) , , ;  

12. უნდა שევამოწმოთ, რომ ორთონორმირებული ბაზისი ორთო-

ნორმირებულ ბაზისשი გადადის; (1) ,  და 

; (2) ,  და .  
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$ 8.  მეორე რიგის წირთა კლასიფიკაცია 

განვიხილოთ ზოგადად მეორე რიგის ალგებრული განტოლება: 

      (1) 

წირი მეორე რიგისაა ნიשნავს, რომ  a11, a12, a22  კოეფიციენტე-

ბიდან ერთი მაინც არანულოვანია. ამ კოეფიციენტებს უფროსი 

კოეფიციენტები ეწოდება, კოეფიციენტებს a12, a22 – წრფივი კო-

ეფიციენტები, ხოლო a32 –  თავისუფალი წევრი.  

განვიხილოთ სიდიდეები   

, და , 

სადაც გვაქვს სიმეტრია aij = aji 
, ანუ განვიხილოთ 

1 11 22I a a= + , 11 12
2

12 22

I
a a
a a

=  და 
11 12 13

3 12 22 23

13 23 33

I
a a a
a a a
a a a

= . 

ეს სიდიდეები არიან (1) განტოლების ინვარიანტები კოორდი-

ნატთა სისტემის გარდაქმნის მიმართ. ეს ნიשნავს שემდეგს: (1) გან-

ტოლება ჩაწერილია რაღაც მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაשი. 

თუ ამ სისტემიდან გადავალთ ახალ საკოორდინატო სისტემაზე, 

მაשინ (1) განტოლება საზოგადოდ שეიცვლება. שეიცვლებიან კო-

ეფიციენტებიც aij, მაგრამ სიდიდეები  I1, I2, I3 თურმე იგივე რჩება. 

 (1) განტოლებით მოცემულ წირს აქვს სიმეტრიის ცენტრი 

კოორდინატებით  მაשინ და მხოლოდ მაשინ, როცა  

ცვლადების მიმართ წრფივ განტოლებათა სისტემის 

0222 332313
2

2212
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11 =+++++ ayaxayaxyaxa

12 22+a a 11 12

21 22

a a
a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

),( 00 yx 00 , yx



 102

 

დეტერმინანტი 

2I 0≠  

და ამიტომ სიმეტრიის ცენტრის კოორდინატები  ამ 

სისტემის ერთადერთი ამონახსნია.         
საკოორდინატო სისტემის  კუთხით მობრუნებისას, სადაც  

 

(როცა ) მეორე რიგის წირის ზოგადი განტოლება (1) გა-

დადის שემდეგ განტოლებაשი, სადაც კოეფიციენტი  ნამრავლ-

თან გახდება ნული 

. 

მეორე რიგის წირების გეომეტრიული დახასიათება და განლა-

გება სავსებით განისაზღვრება მისი ,  და , ინვარიანტების 

მნიשვნელობებით.  
მეორე რიგის წირს ეწოდება 

ელიფსური ტიპის, თუ , 

ჰიპერბოლური ტიპის, თუ , 

პარაბოლური ტიპის, თუ . 
ვიგულისხმოთ, რომ მეორე რიგის წირის ზოგად (1) განტოლე-

ბაשი ინვარიანტი , წინააღმდეგ שემთხვევაשი, ამას მივაღ-

წევთ (–1)-ზე გამრავლებით. 

ელიფსური ტიპის წირი ( ) წარმოადგენს ელიფსს, რო-

ცა , არის წერტილი (გადაგვარებული ელიფსი), როცა 
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 და არის ცარიელი სიმრავლე (ანუ წარმოსახვითი ელიფსი), 

როცა . 

ჰიპერბოლური ტიპის წირი ( ) წარმოადგენს ჰიპერბო-

ლას, თუ   და თანამკვეთ წრფეთა წყვილს, როცა  . 

პარაბოლური ტიპის წირი ( ) წარმოადგენს პარაბო-

ლას, თუ  და პარალელურ წრფეთა წყვილს ან ცარიელ სიმ-

რავლეს, როცა . 

განვიხილოთ ზოგიერთი მაგალითი: 

მაგალითი 1.   

(ა) 

აქ კოეფიციენტებია   

 , , , , , . 

ინვარიანტები: ,  ,  . 

რადგან , ამიტომ ამ წირს აქვს ერთადერთი სიმეტრიის 

ცენტრი.  

წირი არის ელიფსური ტიპის, რადგან .  

ეს წირი ელიფსია,  რადგან  .  

ვიპოვოთ სიმეტრიის ცენტრის კოორდინატები, ამისათვის ამოვ-
ხსნათ წრფივი სისტემა: 

. 

მივიღებთ , , ე.ი. სიმეტრიის ცენტრია 

წერტილი . 
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გავამატრივოთ ეს განტოლება. ჯერ გვინდა მოვკლათ წრფივი 
წევრები. ამისათვის მოვახდინოთ პარალელური გადატანა  

. 

ჩავსვათ x და y-ის მნიשვნელობები წირის საწყის (ა) განტოლებაשი, 
მივიღებთ 

.     (ბ) 

ახლა გვინდა გავანულოთ კოეფიციენტი -თან. ამისათვის 

მოვახდინოთ მობრუნება კუთხით 

. 

ამ დროს  

, 

ამიტომ  

,   . 

ამიტომ ამ კუთხით მობრუნებას აქვს სახე 

. 

ჩავსვათ (ბ) განტოლებაשი, მივიღებთ 

. 
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-ზე გაყოფით გვაქვს   

  .    

საბოლოოდ მივიღეთ ელიფსის კანონიკური სახის განტოლება. 

მაგალითი 2. განტოლება   

 

არის ჰიპერბოლური ტიპის, რადგან . 

ეს წირი არის თანამკვეთ წრფეთა წყვილი, რადგან ინვარიანტი  

. 

მაგალითი 3. განტოლება   

 

წირი არის პარაბოლური ტიპის, რადგან   

ეს წირი არის პარაბოლა, რადგან   . 
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0
55928
9112
28128

3 =
−−
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სავარჯიשო ამოცანები 

1. გამოარკვიეთ, ქვემოთ მოცემულ წირებს שორის რომელი წარ-
მოადგენს ცენტრალურ წირს (აქვს ერთადერთი ცენტრი), რო-
მელს არ გააჩნია ცენტრი და რომელს აქვს უსასრულო რაო-
დენობის ცენტრი: 

(1) ;  

(2) ;  

(3) ;  

(4) ; 

(5) ;  

(6) ;  

(7) ;  

(8) . 

2. აჩვენეთ, რომ ქვემოთ მოცემული წირები ცენტრალური წირე-

ბია და იპოვეთ მათი ცენტრები:  

(1) ;  

(2) ;  

(3) ;   

(4) . 

3. აჩვენეთ, რომ ქვემოთ მოცემულ წირებს აქვთ ცენტრების უსას-
რულო რაოდენობა. שეადგინეთ ცენტრების გეომეტრიული ად-
გილის განტოლებები: 

(1) ;  

(2) ;  

(3) . 

07123243 22 =−−+−− yxyxyx

0129354 22 =−+−++ yxyxyx

0138644 22 =++−+− yxyxyx

01161244 22 =−+−+− yxyxyx

0127542 22 =+−++− yxyxyx

03662 22 =−+−+− yxyxyx

01521425204 22 =−+−+− yxyxyx

01273964 22 =+−+−− yxyxyx

0711853 22 =−−−++ yxyxyx

0182020245 22 =−++++ yxyxyx

012749 22 =−−− yxyx

0113622562 22 =+−++− yxyxyx

020361296 22 =++−+− yxyxyx

0214844 22 =−−−++ yxyxyx

078401025 22 =+−++− yxyxyx
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4. აჩვენეთ, რომ ქვემოთ მოცემული წირები ცენტრალური წირე-

ბია. მოახდინეთ კოორდინატთა სისტემის სათავის წირის ცენ-

ტრשი პარალელური გადატანა: 

(1) ;  

(2) ;  

(3) ;   

(4) . 

5*.  და  პარამეტრების რა მნიשვნელობებისათვის იქნება  

 

განტოლებით მოცემული წირი: 

(1) ცენტრალური;   (2)  ცენტრის არ მქონე;  

(3) უსასრულოდ ბევრი ცენტრის მქონე. 

6*.  პარამეტრის რა მნიשვნელობებისთვის, 

 წირს,  წრფე: 

(1) კვეთს ერთ წერტილשი;   (2)  ეხება; 

(3) კვეთს ორ წერტილשი;   (4)  არ კვეთს. 

-ეადგინეთ მეორე რიგის წირის განტოლება, თუ მისი ცენტש .7

რია კოორდინატთა სისტემის სათავე, გადის  წერ-

ტილზე და  წრფეს  წერტილשი ეხება. 

-ეადგინეთ მეორე რიგის წირის განტოლება, თუ მისი ცენტש .8

რია  წერტილი, გადის  წერტილზე და აბს-

ცისთა ღერძს ეხება კოორდინატთა სათავეשი.  

0124263 22 =++−+− yxyxyx

022446 22 =+−+++ yxyxyx

0101064 22 =−−++ xyxyx

09106624 22 =+−+++ yxyxyx
m n

0134912 22 =−++++ nyxyxymx

k

01644 22 =+++− xyxyx kxy =

)2,6( −M
02 =−x )0,2(N

)2,1( −P )3,0( −Q
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პასუხები 

1. (1), (2), (5), (8) – ერთადერთი ცენტრი; (3), (7) ცენტრი არ აქვს; 

(4), (6) უსასრულოდ ბევრი ცენტრი;  

2. (1) ; (2) ; (3) ; (4) ;  

3. (1) ; (2) ; (3) ;  

4. (1) ; (2) ;  

(3) ; (4) ;  

5. (1) ,  ნებისმიერია; (2) , ; (3) , ; 

6. (1) ; (2) , ; (3)  და ;  

(4)  ან  ; 7. ;  

8.  

 

)2,3( −O )5,0( −O )0,0(O )3,1(−O
063 =−− yx 022 =−+ yx 045 =+− yx

026189 22 =++− yxyx 0746 22 =−++ yxyx

0564 22 =−++ yxyx 01624 22 =+++ yxyx
4≠m n 4=m 6≠n 4=m 6=n

2=k 11 −=k 52 =k 2≠k 5)1( <<− k

1−<k 5>k 048 22 =−− yx

0322 =+++ yyxyx
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დანართი 

ქვემოთ მოცემულ მაგალითებשი მოცემული მეორე რიგის წი-

რებისათვის დავადგინოთ: მეორე რიგის წირის ტიპი; კოორდინატ-

თა კანონიკური სისტემა; წირის კანონიკური სახის განტოლება. 

-ირია ისეთ საკითხებთან, როგორიשნოთ, რომ ეს თემა კავשევნიש)

ცაა: სიმეტრიული მატრიცით მოცემული კვადრატული ფორმა, 

მატრიცის საკუთრივი რიცხვები და საკუთრივი ვექტორები). 

მაგალითი:  . 

ამოხსნა: გვაქვს , , , , 

, . 

ამიტომ წირის ინვარიანტები  

, , . 

რადგან  და , -ს სხვადასხვა ნიשანი აქვთ, წირი არის 

ელიფსი. 

ამიტომ მოცემული განტოლება მიიყვანება სახემდე 

, 

სადაც ,  კვადრატული ნაწილის שესაბამისი მახასიათებელი 

რიცხვებია. 

ეს გამომდინარეობს იქიდან, რომ 

, 

ანუ თავისუფალი წევრი იქნება . 

2 25 4 8 32 56 80 0+ + − − + =x xy y x y

11 5a = 12 2a = 22 8a = 13 16a = −

23 28a = − 32 80a =

1I 13 0= > 2I 36 0= > 3I 1296 0= − <

2I 0> 2I 3I

2 2 3
1 2

2

I 0
I

′′ ′′+ + =x yλ λ

1λ 2λ

1

3 3 2 2 33 2 33

33

0 0
I I 0 0 I I

0 0
a a

a

λ
λ′′ ′′ ′′ ′′= = = =

′′

3

2

I
I
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წირის განტოლების שესაბამისი კვადრატული ფორმის მატრი-

ცის მახასიათებელი განტოლებაა 

,  

ანუ . ფესვებია , .  

გავიხსენოთ კვადრატული ფორმის მიყვანა კანონიკურ სა-

ხემდე. ეს ხდება ბაზისის გარდაქმნით იმ ორთოგონული მატრი-

ცით, რომლის სვეტები ფორმის საკუთრივი ვექტორებია. 

ბაზისის ამ გარდაქმნით კვადრატული ნაწილი    

მიიღებს სახეს  (ანუ xy-თან კოეფიციენტი განულდება 

და კვადრატებთან კოეფიციენტები საკუთრივი რიცხვებია). 

როგორც ვიცით, პარალელური გადატანით, რომლის დროსაც 

სათავე გადადის წირის ცენტრשი, წრფივი ნაწილი  აღარ 

გვექნება, ხოლო კვადრატული წევრების კოეფიციენტები არ שე-

იცვლება. ახალი თავისუფალი წევრი ინვარიანტებით ასე გამოისა-

ხება: 

. 

ანუ ახალ ,  ცვლადებשი წირს ექნება განტოლება  

  

36-ზე გაყოფით მიიღება კანონიკური განტოლება  

.  

ცენტრის კოორდინატები, როგორც ვიცით, არის שემდეგი 

სისტემის ამონახსნი:  

5 2
0

2 8
λ

λ
−

=
−

2 13 36 0λ λ− + = 1 4λ = 2 9λ =

2 25 4 8x xy y+ +
2 24 9x y′ ′+

32 56x y− −

33 3 2
1296I I 36

36
a :′ = = − = −

x′ y′

2 24 9 36 0x y′ ′+ − =

2 2

1
9 4
x y′ ′

+ −
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 ანუ .  

კანონიკური სისტემის საკოორდინატო ღერძების ,  

მგეზავებად  უნდა ავიღოთ ერთეულოვანი საკუთრივი ვექტორები, 

-ის კოორდინატებს გავიგებთ שემდეგი სისტემის ამოხსნით: 

 

ანუ  და .  

-ს ანალოგიურად გამოვთვლით, თუმცა -ად שეიძლება 

ავიღოთ -ის მართობული ვექტორი .  

ახლა, რადგან ვიცით ელიფსის ცენტრი, კანონიკური განტო-

ლება და ღერძები, שეგვიძლია ეს ელიფსი დავხატოთ კიდეც. 

 

5 2 16 0
2 8 28 0
x y
x y

+ − =
 + − =

O (2,3)′

1e′ 2e′

1e′

11 1 12

12 22 1
2 2

( ) 0
( ( ) 0

1

a x a y
a x a y
x y

λ
λ

 − + =
 + − =
 + =

2 2

2 0
1

x y
x y

+ =


+ =
1

2 1e ,
5 5

 ′ = − 
 

2e′ 2e′

1e′ 2
1 2e ,
5 5

 ′ =  
 
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მაგალითი: F(x, y) = 4xଶ − 4xy + yଶ − 2x − 14y + 7 = 0. წირის 

ინვარიანტებია Iଵ = 5 > 0, Iଶ = 0, Iଷ = −225 < 0.     

რადგან   Iଶ = 0 , Iଷ < 0, წირი არის პარაბოლა. 

მახასიათებელი ფესვებია ቤ4-λ -2-2 1-λቤ = 0,	 ე.ი. λଵ = 0, 		λଶ = 5.   

ctg2α = ܽଵଵ − ܽଶଶ2ܽଵଶ ,					tgα = λଵ − ܽଵଵܽଵଶ = 2. 
ამიტომ  cosα = ଵඥଵା୲୥మ஑ = ଵ√ହ , sinα = ୲୥஑ඥଵା୲୥మ஑ = ଶ√ହ . 
მოცემული განტოლება დაიყვანება სახეზე 

                                λଶy''ଶ + ට-	 ୍య	୍భ 	x'' 		= 0. 
ანუ  λଶyᇱᇱଶ + 2ܽᇱᇱଵଷxᇱᇱ = 0, სადაც |ܽᇱᇱଵଷ| = ට−	 ୍య	୍భ 	xᇱᇱ. 

ეს გვაქვს იქიდან, რომ ܽ′′ଶଶ = I′′ଵ = Iଵ და  

Iଷ = I"ଷ = ቮ 0 0 ܽ′′ଵଷ0 ܽଶଶ 0ܽ′′ଵଷ 0 0 ቮ = −ܽ′′ଶଶܽ′′ଵଷଶ.   
ანუ |a''ଵଷ| = 3√5  და რადგან λଶ = 5 , უნდა მივიღოთ  

y′′ଶ = 6√55 xᇱᇱ. 
მართლაც,  გარდაქმნით    

۔ە
xۓ = 1√5 xᇱ − 2√5 yᇱy = 1√5 xᇱ + 1√5yᇱ F(x, y) = 0 მიიღებს სახეს Fᇱ(xᇱyᇱ) = ൬ 2√5xᇱ − 1√5 yᇱ൰ଶ − 4 ൬ 2√5xᇱ − 1√5 yᇱ൰ ൬ 1√5 xᇱ + 2√5 yᇱ൰ + 
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+4൬ 1√5xᇱ + 2√5yᇱ൰ଶ + 4 ൬ 2√5xᇱ − 1√5yᇱ൰ − 3 ൬ 1√5xᇱ + 2√5 yᇱ൰ − 7 = 0 
ანუ Fᇱ(xᇱ, yᇱ) = 5y′ଶ − 6√5xᇱ − 2√5yᇱ + 7 = 0. 

როგორც ვხედავთ, yଶ-ის კოეფიციენტი უდრის მახასიათებელ 

რიცხვს 5-ს. xଶ-ის კოეფიციენტი ნულია. იხ. ზემოთ λଵ = 0, λଶ = 5.  
მოვახდინოთ საკოორდინატო ღერძების პარალელური გადა-

ტანა, რათა გავანულოთ წევრი -2√5y' + 7, ანუ F'൫x', y'൯-שი, რაც 

დარჩება, მივიყვანოთ პარაბოლის განტოლებამდე. ვთქვათ, სათავე 

გადადის (x଴, y଴) წერტილשი, ანუ გვაქვს ახალი კოორდინატები (x'', y'') ൜xᇱ = xᇱᇱ + x଴yᇱ = yᇱᇱ + y଴ 
ანუ  Fᇱᇱ(xᇱᇱ, yᇱᇱ) = 5(yᇱᇱ + y଴)ଶ − 6√5(xᇱᇱ + x଴) − 2ඥ5(yᇱᇱ + y଴) + 7 = 0. 

გავანულოთ წევრი -2√5y' + 7 ნიשნავს, რომ ბოლო განტოლე-

ბაשი 	y''-ის კოეფიციენტი და თავისუფალი წევრი უნდა იყოს 0. 

F''൫x'', y''൯ = 0    ანუ ቊ 10y଴-2√5 = 05y଴ଶ-6√5x଴-2√5y଴ + 7 = 0. 

ამონახნია (x଴, y଴) = ቀ√ହହ , √ହହ ቁ, ანუ პარაბოლას წვეროს კოორ-

დინატები (x', y')-שი არის (√ହହ , √ହହ ), ამიტომ ახალ (x'', y'') კოორ-

დინატებשი განტოლება მიიღებს სახეს Fᇱᇱ(xᇱᇱ, y′′) = 5(yᇱᇱ + √55 )ଶ − 6√5ቆxᇱᇱ + √55 ቇ − 2ඥ5(yᇱᇱ + √55 ) + 7 = 0 

ანუ   Fᇱᇱ(xᇱᇱ, yᇱᇱ) = 5y′′ଶ − 6√5xᇱᇱ = 0. 
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საბოლოდ გვაქვს პარაბოლის კანონიკური სახის განტოლება y′′ଶ = 6√55 xᇱᇱ. 
პარაბოლას წვეროს, ანუ კანონიკური საკორდინატო სისტე-

მის სათავის, კოორდინატები (x', y') სისტემაשი არის (√ହହ , √ହହ ), ხოლო (x, y)-კოორდინატებשი გავიგებთ ზემოთმოყვანილი გარდაქმნით  

۔ە
xۓ = 1√5 xᇱ − 2√5 yᇱ = 15 − 25 = −1/5y = 1√5 xᇱ + 1√5yᇱ = 15 + 25 = 3/5.  

ახლა שგვიძლია პარაბოლის დახატვაც.  
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სავარჯოשო ამოცანები 

განსაზღვრეთ მეორე რიგის წირის ტიპი. იპოვეთ მისი კანონი-

კური განტოლება, კანონიკურ კოორდინატთა სისტემა და დახა-

ტეთ წირი: 

1. xଶ − 4xy + 4yଶ + 4x − 3y − 7 = 0; 
2. xଶ − 5xy + 4yଶ + x + 2y − 2 = 0; 
3. 4xଶ − 12xy + 9yଶ − 2x + 3y − 2 = 0; ૝.		9xଶ − 4xy + 6yଶ + 16x − 8y − 2 = 0; ૞.		8xଶ + 6xy − 26yଶ − 12x + 11y = 0; ૟.		xଶ − 2xy + yଶ − 10x − 6y + 25 = 0; ૠ.		2xଶ − 5xy − 12yଶ − x + 26y − 10 = 0; ૡ.		4xଶ − 4xy + yଶ − 6x + 3y − 4 = 0; ૢ. 	2xଶ + 4xy + 5yଶ − 6x − 8y − 1 = 0; ૚૙.		xଶ − 12xy − 4yଶ + 12x + 8y + 5 = 0; ૚૚.		3xଶ + xy − 2yଶ − 5x + 5y − 2 = 0; ૚૛. 	4xଶ − 12xy + 9yଶ − 20x + 30y + 16 = 0; ૚૜.		4xଶ + 16xy + 15yଶ − 8x − 22y − 5 = 0; ૚૝.		4xଶ + 4xy + yଶ + 16x + 8y + 15 = 0. 
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პასუხები 

1. პარაბოლა, y'ଶ = ଵ√ହ x', OO'(3,2), e'ଵ = ቀ- ଶ√ହ , - ଵ√ହቁ, e′ଶ = ቀ ଵ√ହ , − ଶ√ହቁ.   
2. თანამკვეთი წრფეები 	x − y − 1 = 0, x − 4y + 2 = 0. 
3. პარალელური წრფეები 2x − 3y + 1 = 0, 2x − 3y − 2 = 0. 
4. ელიფსი,  

୶ᇲమଶ + ୷ᇲమଵ = 1, OOᇱ ቀ− ସହ , ଶହቁ, eᇱଵ = ቀ ଵ√ହ , ଶ√ହቁ,	 e′ଶ = ቀ− ଶ√ହ , ଵ√ହቁ .
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