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ÒÏÌ ÊËÀÓÉÊÖÒ ÀÍÀËÉÆÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ, ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÃÀ ÈÅÀËÓÀÜÉÍÏ ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁËÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀáÃÄÍÃÍÄÍ ÒÄÀËÖÒÉ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÐÒÏÝÄÓÄÁÉÓÀ ÃÀ ÏÁÉÄØÔÄÁÉÓ
ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ ÌÏÃÄËÉÒÄÁÀÓ, ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÉÂÉÅÄ ÓÀ×ÖÞÅÄËÓ ÌÏÊËÄÁÖËÍÉ ÉÚ-
ÅÍÄÍ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÅÀÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ ÀÒÓÀÃ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÍÀÝ,
ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÃÉÓÊÏÍÔÉÍÖÀËÖÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ.

ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÍÀËÉÆÉÓ ×ÀÒÂËÄÁÛÉ ÀÙÌÏÜÄÍÉËÉ ÖÝÍÀÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀ ÃÀ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ×ÄÍÏÌÄÍÄÁÉ ÂÀÌÏÅËÉÍÃÀ ÌÏÂÅÉÀÍÄÁÉÈ,
ÌÄ-20 ÓÀÖÊÖÍÄÛÉ - ÁÒÏÖÍÉÓ ÌÏÞÒÀÏÁÉÓ, ×ÒÀØÔÀËÖÒÏÁÉÓ, ÃÉÍÀÌÉÊÖÒÉ ÓÉÓÔÄ-
ÌÄÁÉÓ ÃÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÓáÅÀ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÌÏÅËÄÍÉÓ ÛÄÓßÀÅËÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ. ÈÖÌÝÀ, ÀÌ
ÃÒÏÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÍÀËÉÆÉ ÖÊÅÄ ÉÚÏ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÖËÉ ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ÌÉÌÀÒÈÖ-
ËÄÁÀ. ÆÄÌÏáÓÄÍÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÉÓ ÃÀÞËÄÅÀ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÉÓ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÉÓ
ÛÉÍÀÂÀÍÉ ËÏÂÉÊÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÏáÃÀ. ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓÉ ÒÏËÉ ÀÌ ÈÅÀË-
ÓÀÆÒÉÓÉÈ ÛÄÀÓÒÖËÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ÌßÊÒÉÅÈÀ ÛÄÓßÀÅËÀÌ. ÀÓÄÈÉ ÔÉÐÉÓ
ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ, ÒÏÂÏÒÝ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÒÔÉÅ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÀÃ ÃÀÛËÉÓ Ä×ÄØÔÖÒÉ
ÌÄØÀÍÉÆÌÉÓ, ÊÅËÄÅÀ ßÀÌÏßÚÄÁÖËÉ ÉÚÏ Ñ. ×ÖÒÉÄÓ ÛÒÏÌÄÁÛÉ.

ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÒÏÌ ÉÓÄÈÉ ÊÀÒÂÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ, ÒÏÂÏÒÉÝ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ, ÛÄÊÒÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÒÈÖËÉ ÁÖÍÄÁÉÓ (ßÚÅÄÔÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ)
×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÉÚÅÍÄÍ. ßÚÅÄÔÉË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÓÀàÉÒÏÄÁÀÌ ÒÉÌÀÍÉ ÌÉÉÚ-
ÅÀÍÀ ÊÏÛÉÓ ÌÉÄÒ ÛÄÌÏÙÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÉÓ ÂÀÖÌãÏÁÄÓÄÁÀÌÃÄ.
ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÏÐÔÉÌÀËÖÒÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ
ÊÅËÄÅÀÌ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÂÀÀÌÃÉÃÒÀ ßÚÅÄÔÉËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀ ÃÀ ÀÒÀÓÔÀÍÃÀÒ-
ÔÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÝÏÃÍÀ.
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ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÉÂÉÅÄ ÐÄÒÉÏÃÛÉ ÌÏÌáÃÀÒÉ ÄÒÈÉ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓÉ
ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÌÏÅËÄÍÉÓ ÈÀÏÁÀÆÄ: ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ÌßÊÒÉÅÀÃ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÂÀÛËÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÖÆÒÖÍÅÄËÌÚÏ×É ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÊÅËÄÅÉÓ ÐÒÏÝÄÓÛÉ
Â. ÊÀÍÔÏÒÌÀ ÀÙÌÏÀÜÉÍÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÉÄÒÀÒØÉÀ ÒÀÏÃÄÍÏÁÒÉÏÁÉÓ
ÃÀ ÃÀËÀÂÄÁÉÓ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÃÀ ÛÄÌÃÂÏÌ ÛÄØÌÍÀ ÌÈËÉÀÍÀÃ
ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÉÓÀÈÅÉÓ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓÉ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÀ - ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÈÄÏÒÉÀ.
ÄÓ ÈÄÏÒÉÀ ÌÀËÄÅÄ ÌÚÀÒÉ ÃÀÓÀÚÒÃÄÍÉ ÂÀáÃÀ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÍÀËÉÆÉÓÀÈÅÉÓ.

ÌÄ-19 ÓÀÖÊÖÍÉÓ 80-ÉÀÍÉ ßËÄÁÉÓÈÅÉÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÍÀËÉÆÉ ÖÊÅÄ ÌÉÜÍÄÖËÉ
ÉÚÏ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ, ÈÖÌÝÀ ãÄÒ ÊÉÃÄÅ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÛÉ ÌÚÏ× ÊÅËÄÅÉÓ
Ó×ÄÒÏÃ. ã. ÐÄÀÍÏÓ, Ê. ÑÏÒÃÀÍÉÓ, Ö. ÃÉÍÉÓ, Å. ÅÏËÔÄÒÀÓ, Ë. ÛÄ×ÄÒÉÓ ÃÀ
ÓáÅÀ ÌÊÅËÄÅÀÒÈÀ ÌÉÄÒ ÀÌ ÐÄÒÉÏÃÛÉ ÛÄÓÒÖËÄÁÖË ÛÒÏÌÄÁÛÉ ÂÀÌÏÉÊÅÄÈÀ ÉÓ
ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÐÒÏÁËÄÌÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀ ÛÄÌÃÂÏÌÌÀ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÌ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÍÀËÉÆÉ
ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÉÓ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓ ÃÀÒÂÀÃ ÀØÝÉÀ. ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÒÏÌ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÓ ÃÀ ÀÌÏßÖÒÅÉÓ ÊËÀÓÉÊÖÒ ÓØÄÌÀÆÄ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÂÀÆÏÌÅÉÓ
ÌÄÈÏÃÓ ÒÈÖËÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀ ÃÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÛÄÓßÀÅËÉÓÀÓ
äØÏÍÃÀÈ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÓ ÛÄÆÙÖÃÖËÉ ÀÒÄÀËÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÂÀÌÏÉÊÅÄÈÀ ÐÒÏÁËÄ-
ÌÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÒÄ:

• ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉÓ ÌÉÙÌÀ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÀÈÅÉÓ ÉÒ-
ÙÅÄÅÀ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄ-
ÁÀÃÏÁÉÓ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÐÒÉÍÝÉÐÉ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ,
ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÅÄÒ ÉÞËÄÅÀ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ
ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀÛÉÝ ÊÉ (ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÀÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍ-
ÔÄÂÒÄÁÀÃÉ). ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, ßÚÅÄÔÉËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÖÂÄÁÀÒÉÀ,
ÈÖ ÒÀ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÖÍÃÀ ÉØÍÀÓ ÌÉÜÍÄÖËÉ ÌÉÓÉ ÒÉÌÀÍÉÓ ÂÀÍÖ-
ÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÌÉÓÓÀÅÄ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÀÃ;

• ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÅÄÒ áÄÒáÃÄÁÀ ÈÅÉÈ
ÉÓÄÈÉ ßÉÒÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÀØÅÈ ÚÏÅÄË ßÄÒ-
ÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ (ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÔÄÒ-
ÌÉÍÄÁÉÈ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÀØÅÈ ÌáÄÁÉ);

• ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÅÄÒ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ×ÖÍØÝÉÖÒÉ
ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒ-ßÄÅÒÀÃ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÓ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ ÊÉ, ÒÏÝÀ:∑∞
k=1 fk ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄÃÂÄÁÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÂÀÍ,

ÌÉÓÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ,∑∞
k=1

∫
[a,b]

fk ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ;
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• ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÆÄ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉ
ÀÌÏßÖÒÅÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÒÈÖËÉ ÀÂÄÁÖËÄ-
ÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÈÅÉÈ ÚÅÄËÀÆÄ ÌÓÖÁÖØÉ ÅÄÒÓÉÄÁÉÓ - ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄ-
ÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÆÏÌÅÀ. ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ, ÀÓÄÅÄ, ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ
ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÌÉÍÉàÄÁÀ.

ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÀÄ×ÄØÔÖÒÏÁÀ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖË ÓÉÔÖÀÝÉÄÁÛÉ ÂÀ-
ÐÉÒÏÁÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÉÌÉÈ, ÒÏÌ ÌÉÓÉ ÌÄØÀÍÉÆÌÉ ÂÀÈÅËÉËÉÀ ÖßÚÅÄÔ ÀÍ ÖßÚÅÄÔ-
ÈÀÍ ÌÉÀáËÏÄÁÖËÉ áÀÓÉÀÈÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÆÄ. ÌÒÀÅËÏÁÉÈÉ ßÚÅÄÔÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÊÉ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒ ÉÞËÄÅÀ ÓÀÓÖÒÅÄË ÛÄÃÄÂÄÁÓ. ÈÖ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÓ ÌÉÅÉÜÍÄÅÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÌÄÈÏÃÀÃ (ÒÀÝ ÓÀÅÓÄÁÉÈ ËÏÂÉ-
ÊÖÒÉÀ), ÌÀÛÉÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÈØÅÀÓ, ÒÏÌ ÆÄÌÏÈ ÀÙßÄÒÉËÉ ÂÀÒÄÌÏÄÁÄÁÉ ÃÙÉÓ
ßÄÓÒÉÂÛÉ ÀÚÄÍÄÁÃÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀ ÃÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÀáÀËÉ, Ö×ÒÏ
ÞËÉÄÒÉ ÌÄØÀÍÉÆÌÄÁÉÓ ÛÄØÌÍÉÓ ÓÀÊÉÈáÓ. ÏÒÉÅÄ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ ÓÀÊÉÈáÉÓ Ä×ÄØ-
ÔÖÒÉ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉÚÏ À. ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉÄÒ 1902 ßÄËÓ. ÀØÅÄ ÖÍÃÀ
ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ Ä. ÁÏÒÄËÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ßÅËÉËÉÝ - ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÂÀÆÏÌÅÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓ ÌÄÈÏÃÉ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÉÚÄÍÄÁÓ ÝÏÔÀ áÍÉÈ ÀÃÒÄ ÁÏÒÄËÉÓ ÌÉÄÒ ÂÀ-
ÌÏÈØÌÖË ÉÃÄÄÁÓ.

ËÄÁÄÂÌÀ, ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÀ ÃÀ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÄÁÉÓ ÛÄØÌÍÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, Ä×ÄØ-
ÔÖÒÀÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÀ ÊÉÃÄÝ ÉÓÉÍÉ ÆÄÌÏÜÀÌÏÈÅËÉË ÀÌÏÝÀÍÄÁÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ.
ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÉÈ ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÅÉÀ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÓ-
ÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ, ÒÏÌËÉÈÀÝ, ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀÛÉ, ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÃÀÍ ÝÍÏÁÉËÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ
ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉ ÂÀÅÒÝÄËÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÂÀÝÉËÄÁÉÈ ×ÀÒÈÏ ÊËÀÓÆÄ.

ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÐÀÒÀÔÌÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉ ÂÀáÀÃÀ ÝÏÃ-
ÍÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ, ÓÀÃÀÝ ÀÃÒÄ ÊÅËÄÅÉÓ
ÓÀÛÖÀËÄÁÀÃ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÏÃÀ. ÀÌ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÈÅÀË-
ÓÀÜÉÍÏ ÌÀÂÀËÉÈÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÃÀ ÆÏÂÀÃÉ ÏÒ-
ÈÏÂÏÍÀËÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÀ (×ÖÒÉÄÓ ÀÍÀËÉÆÉ).

ÌÄ-20 ÓÀÖÊÖÍÉÓ 20-ÉÀÍÉ ßËÄÁÉÓÈÅÉÓ ã. ÒÀÃÏÍÌÀ, Ì. ×ÒÄÛÄÌ ÃÀ Ê.
ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÌÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÄÁÉ ÂÀÍÀÆÏÂÀ-
ÃÄÓ ÀÁÓÔÒÀØÔÖË ÓÉÅÒÝÄÄÁÆÄ, ÒÏÌËÄÁÛÉÝ ÀÒÀÍÀÉÒÉ ÀËÂÄÁÒÖËÉ ÃÀ ÔÏÐÏ-
ËÏÂÉÖÒÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÀ ÀÐÒÉÏÒÖËÀÃ ÀÒÀÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ. ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÁÓÔÒÀØÔÖËÉ ÌÄØÀÍÉÆÌÄÁÉ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÓÀ×ÖÞÅÄËÉ ÀÙÌÏÜÍÃÀ ÀË-
ÁÀÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÀØÓÉÏÌÀÔÉÆÀÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÛÄÌÃÂÏÌ ÂÀÃÀÉØÝÀ ÀÌ ÃÀÒÂÉÓ
ÊÅËÄÅÉÓ ÖÌÈÀÅÒÄÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÃ. ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÅÉÀ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÂÀÌÏ-
ÚÄÍÄÁÄÁÉ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ ÀÍÀËÉÆÛÉ (ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ, ÄÒÂÏÃÖ-
ËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÓÐÄØÔÒÀËÖÒÉ ÈÄÏÒÉÄÁÉ).
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ßÉÍÀÌÃÄÁÀÒÄ ÓÀáÄËÌÞÙÅÀÍÄËÏÛÉ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÍÀËÉÆÉÓ ÞÉ-
ÒÉÈÀÃÉ ÐÒÉÍÝÉÐÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉÀ ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÄÁÈÀÍ ÃÀ ÌÀÈ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÄÁÈÀÍ. ÈÀÍÀÝ, ÄÓ ÊÄÈÃÄÁÀ ÒÏ-
ÂÏÒÝ ÀÁÓÔÒÀØÔÖË, ÀÓÄÅÄ ÊÏÍÊÒÄÔÖË - Rn ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÓÉÔÖÀÝÉÄÁÛÉ. ÐÀÒÀÂ-
ÒÀ×ÄÁÉÓ ÖÌÄÔÄÓÏÁÀÓ ÈÀÍ ÄÒÈÅÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÓÉÒÈÖËÉÓ ÈÄÌÀÔÖÒ ÀÌÏÝÀÍÀÈÀ
ãÂÖ×É. ßÉÂÍÓ ÓÀ×ÖÞÅËÀÃ ÖÃÄÅÓ ÓÀÓßÀÅËÏ ÊÖÒÓÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÁÏËÏ 20
ßËÉÓ ÂÀÍÌÀÅËÏÁÀÛÉ ÅÊÉÈáÖËÏÁÃÉ ÀÊÀÊÉ ßÄÒÄÈËÉÓ ÓÀáÄËÌßÉ×Ï ÖÍÉÅÄÒ-
ÓÉÔÄÔÉÓ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÉÓ ÓÐÄÝÉÀËÏÁÉÓ ÓÔÖÃÄÍÔÄÁÉÓÈÅÉÓ.

ÌÉÍÃÀ, ÙÒÌÀ ÌÀÃËÉÄÒÄÁÀ ÂÀÌÏÅáÀÔÏ ÒÄÃÀØÔÏÒÉÓ - ÅÀáÔÀÍÂ ÊÏÊÉËÀÛÅÉ-
ËÉÓ ÃÀ ÒÄÝÄÍÆÄÍÔÄÁÉÓ - ÛÀØÒÏ ÔÄÔÖÍÀÛÅÉËÉÓÀ ÃÀ ÃÖÂËÀÓ ÖÂÖËÀÅÀÓ ÌÉ-
ÌÀÒÈ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÂÖËÃÀÓÌÉÈ ßÀÉÊÉÈáÄÓ ßÉÂÍÉÓ áÄËÍÀßÄÒÉ ÃÀ ÌÏÌÝÄÓ ÌÈÄ-
ËÉ ÒÉÂÉ ×ÀÓÄÖËÉ ÛÄÍÉÛÅÍÄÁÉÓÀ.

ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÃÒÏÓ, ÓÀáÄËÌÞÙÅÀÍÄËÏÓ ÈÄÌÀÔÉÊÀÓÈÀÍ ÃÀ áÄËÍÀßÄÒÈÀÍ
ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÓÀÓÀÒÂÄÁËÏ ÒÜÄÅÄÁÉ ÌÉÌÉÙÉÀ ÊÏËÄÂÄÁÉÓ - ÖÛÀÍÂÉ ÂÏÂÉÍÀ-
ÅÀÓ, ËÀÛÀ Ä×ÒÄÌÉÞÉÓ, ÈÀÌÀÆ ÆÄÒÄÊÉÞÉÓ, ÈÄÍÂÉÆ ÊÏÐÀËÉÀÍÉÓ, ËÄÒÉ ÁÀÍÝÖÒÉÓ,
ÊÀáÀ ÜÖÁÉÍÉÞÉÓÀ ÃÀ ÄÒÄÊËÄ ãÀ×ÀÒÉÞÉÓÀÂÀÍ. ÌÀÉÀ ÊÅÉÍÉÊÀÞÄÌ ÃÉÃÉ ÃÀáÌÀ-
ÒÄÁÀ ÂÀÌÉßÉÀ ÔÄØÓÔÉÓ ÃÀÊÀÁÀÃÏÍÄÁÉÓ ÄÔÀÐÆÄ. ÌÀÈ, ÚÅÄËÀÓ, ÃÉÃ ÌÀÃËÏÁÀÓ
ÌÏÅÀáÓÄÍÄÁ.
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È À Å É 1

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ

§ 1. ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÝÍÄÁÀ

ÓÉÌÞËÀÅÒÄÈÀ (ÊÀÒÃÉÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ) ÈÄÏÒÉÉÓ ÛÄÓßÀÅËÉÓ ÓÀÂÀÍÓ ßÀÒ-
ÌÏÀÃÂÄÍÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ×ÉÊÀÝÉÀ ÃÀ ÛÄÃÀÒÄÁÀ ÉÌÉÓÃÀ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÈÖ
ÄËÄÌÄÍÔÈÀ ÒÀ ÌÀÒÀÂÓ ÛÄÉÝÀÅÄÍ ÉÓÉÍÉ. ÄÒÈÉ ÛÄáÄÃÅÉÈ, ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÈÀÈÅÉÓ ÀÌ ÓÀÊÉÈáÄÁÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀ ÀÆÒÓ ÌÏÊËÄÁÖËÉÀ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÚÏÅÄË
ÌÀÈÂÀÍÛÉ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÉÀ ÃÀ ÀÌÃÄÍÀÃ, ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓ ÒÀÏ-
ÃÄÍÏÁÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÓÉÍÉ ÄÒÈÍÀÉÒÉ - ÖÓÀÓÒÖËÏ ÀÒÉÀÍ.
ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÐÒÉÍÝÉÐÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÊËÀÓÉ×É-
ÊÀÝÉÉÓÀ ÃÀ ÛÄÃÀÒÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ. ÌÀÈÉ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÉÒÊÅÄÅÀ, ÒÏÌ
ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÏÒÉÓÀÝ ÀÒÉÀÍ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ ÙÀÒÉÁÄÁÉ ÃÀ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ
ÌÃÉÃÒÄÁÉ.

ÃÀÅÉßÚÏÈ ÉÌ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÏÂÅÝÄÌÓ ÊËÀÓÉ×ÉÝÉÒÄ-
ÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ, ÀÍÖ ÉÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÈ, ÈÖ ÒÏÃÉÓ ÖÍÃÀ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÄÁÉ ÄËÄÌÄÍÔÈÀ ÄÒÈÍÀÉÒÉ ÌÀÒÀÂÉÓ ÌØÏÍÄÄÁÀÃ.

A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÄßÏÃÄÁÀÈ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ, ÀÍ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈÍÀÉÒÉ
ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ, ÈÖ ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÌÚÀÒÃÄÓ ÖÒÈÉÄÒÈÝÀËÓÀáÀ ÛÄÓÀ-
ÁÀÌÉÓÏÁÀ.

A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÜÀÓÀßÄÒÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ A ∼ B

ÀÙÍÉÛÅÍÀÓ.
ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÏÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏ-

ËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÉÓÉÍÉ ÄËÄÌÄÍÔÈÀ ÄÒÈÓÀ ÃÀ ÉÌÀÅÄ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀÓ ÛÄÉÝÀÅÄÍ.
ÀÓÀáÅÀÈÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖË ÈÅÉÓÄÁÄÁÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ,

ÒÏÌ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÓ ÀØÅÓ ÆÏÂÀÃÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ
ÌÉÌÀÒÈÄÁÉÓ ÃÀÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ÓÀÌÉÅÄ ÈÅÉÓÄÁÀ:

1) A ∼ A (ÒÄ×ËÄØÓÖÒÏÁÀ);
2) ÈÖ A ∼ B, ÌÀÛÉÍ B ∼ A (ÓÉÌÄÔÒÉÖËÏÁÀ);
3) ÈÖ A ∼ B ÃÀ B ∼ C, ÌÀÛÉÍ A ∼ C (ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏÁÀ).
ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÚÏÅÄËÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ ÏÁÉÄØÔÈÀ ÄÒ-

ÈÏÁËÉÏÁÀÓ ÚÏ×Ó ÊËÀÓÄÁÀÃ, ÉÓÄ, ÒÏÌ ÄÒÈ ÊËÀÓÛÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍ-
ÔÖÒÉ ÏÁÉÄØÔÄÁÉ ÉÚÒÉÀÍ ÈÀÅÓ, ÒÀÝ ÉÞËÄÅÀ ÀÌ ÏÁÉÄØÔÈÀ ÊËÀÓÉ×ÉÊÀÝÉÀÓ



ÉÌ ÍÉÛÍÉÈ, ÒÏÌËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈÀÝ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ ÀÒÉÓ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÖ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ
ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÒÈÏÁËÉÏÁÀÓ ÃÀÅÚÏ×È ÊËÀÓÄÁÀÃ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ×ÉÊÀÝÉÀÓ ÉÌÉÓÃÀ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÈÖ ÄËÄÌÄÍÔÈÀ ÒÀ ÌÀÒÀÂÉÓ
ÛÄÌÝÅÄËÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÉÓÉÍÉ, ÀÍÖ ÈÉÈÏÄÖË ÊËÀÓÓ ÄØÍÄÁÀ ÌáÏËÏÃ ÌÉÓÈÅÉÓ
ÃÀÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ÄËÄÌÄÍÔÈÀ ÌÀÒÀÂÉÓ ÔÉÐÉ. ÀÌ ÌÓãÄËÏÁÉÓ ×ÏÒÌÀËÉÆÀÝÉÀÓ
ÉÞËÄÅÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ (ÊÀÒÃÉÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÓ) ÝÍÄÁÀ:

ÅÈØÅÀÈ, ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÂÀÍÀßÉËÄÁÖËÉÀ ÊËÀÓÄÁÛÉ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÏÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÄÒÈ ÊËÀÓÛÉ ÈÀÅÓÃÄÁÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÉÓÉÍÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ
ÀÒÉÀÍ. ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÚÏÅÄË K ÊËÀÓÓ ÛÄÅÖÓÀÁÀÌÏÈ ÒÀÉÌÄ α ÓÉÌÁÏËÏ ÉÓÄ,
ÒÏÌ, ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË ÊËÀÓÄÁÓ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÓÉÌÁÏËÏÄÁÉ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÏÃÄÈ ÃÀ
α-Ó ÅÖßÏÃÏÈ K ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ ÀÍ ÊÉÃÄÅ, ÊÀÒÃÉÍÀËÖÒÉ
ÒÉÝáÅÉ.

ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ, ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ, ÌÉÜÍÄÖËÉÀ ÌÀÓÛÉ ÄËÄÌÄÍÔÄ-
ÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÔÏËÀÃ. ÀÓÄ ÒÏÌ, ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÝÍÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÓÀÓÒÖË
ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÝÍÄÁÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀÓ.

A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÓ card A ÀÍ A ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ.
ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ÉÚÏÓ ÌÉÓÉ ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ

ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ. ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÛÉ ÊÉ, ÀÓÄÈ ×ÄÍÏÌÄÍÓ ÛÄ-
ÉÞËÄÁÀ ÀÃÂÉËÉ äØÏÍÃÄÓ, ÒÀÓÀÝ ÌÏßÌÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ.

ÌÀÂÀËÉÈÉ 1.1.1. [0, 1] ÃÀ [0, 2] ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ. ÖÒÈÉÄÒÈ-
ÝÀËÓÀáÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÀ ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ ÌÏÉÝÄÌÀ [0, 1] ∋ x 7→ 2x ∈ [0, 2] ÀÓÀáÅÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÌÀÂÀËÉÈÉ 1.1.2. ÅÈØÅÀÈ, M ÀÒÉÓ ÚÅÄËÀ ËÖßÉ ÒÉÝáÅÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ.
ÖÒÈÉÄÒÈÝÀËÓÀáÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÀ ÍÀÔÖÒÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ N ÃÀ ËÖß ÒÉÝáÅÈÀ
M ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÌÏÉÝÄÌÀ N ∋ n 7→ 2n ∈M ÀÓÀáÅÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, „ÍÀßÉËÛÉ“ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÉÌÃÄÍÉÅÄ ÄËÄÌÄÍÔÉ ÀÙÌÏÜÍÃÄÓ ÒÀÌÃÄÍÉÝ „ÌÈÄËÛÉ“. ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ
ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ÒÀÌ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄË ÈÅÉÓÄÁÀÓ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÀÂÄÈ ÁÉÄØÝÉÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÓÀ ÃÀ ÍÀÌÃÅÉË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÛÏÒÉÓ.
2. ÀÀÂÄÈ ÁÉÄØÝÉÀ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÓÀ ÃÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÓ ÛÏÒÉÓ.
3. ÀÀÂÄÈ ÁÉÄØÝÉÀ ÙÉÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ßÒÄÓÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉË ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ßÒÄÓ

ÛÏÒÉÓ.
4. ÀÀÂÄÈ ÁÉÄØÝÉÀ ßÒÄßÉÒÓÀ ÃÀ ßÒ×ÄÓ ÛÏÒÉÓ.
5. ÀÀÂÄÈ ÁÉÄØÝÉÀ ÄÒÈ ßÄÒÔÉËÛÉ ÂÀÜáÅËÄÔÉË Ó×ÄÒÏÓÀ ÃÀ ÓÉÁÒÔÚÄÓ ÛÏÒÉÓ.
6. ÀÀÂÄÈ ÁÉÄØÝÉÀ Ó×ÄÒÏÓÀ ÃÀ ÓÉÁÒÔÚÄÓ ÛÏÒÉÓ.
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7. ÀÀÂÄÈ ÁÉÄØÝÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÏÒ ÙÉÀ ßÒÄÓ ÛÏÒÉÓ.

§ 2. ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ

ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÈÅËÀÃÉ, ÈÖ ÉÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.

ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÓ a ÀÓÏÈÉ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ,
ÒÏÌ ÓÀÓÒÖË ÀÍ ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀáÀÓÉÀÈÃÄÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓ
ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ {a1, a2, . . . , an, . . . } ÓÀáÉÈ. ÀÓÄÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÛÉ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ ÀÙßÄÒÉËÉÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÌÄÛ-
ÅÄÏÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.1. ÚÏÅÄËÉ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÝÀÅÓ ÈÅËÀÃ ØÅÄÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ A ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÌÏÅÀÒÜÉÏÈ A ÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÃÀÍ ÒÀÉÌÄ a1 ÄËÄÌÄÍÔÉ. ÃÀÒÜÄÍÉËÉ A \ {a1} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÅËÀÅ ÖÓÀÓ-
ÒÖËÏ ÉØÍÄÁÀ. A \ {a1} ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ ÀÌÏÅÀÒÜÉÏÈ ÒÀÉÌÄ a2 ÄËÄÌÄÍÔÉ.
ÃÀÒÜÄÍÉËÉ A \ {a1, a2} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÅËÀÅ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÉØÍÄÁÀ ÃÀ À.Û. ÈÖ
ÀÌÏÒÜÄÅÉÓ ÀÙßÄÒÉË ÐÒÏÝÄÓÓ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÄÁÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ A ÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÓ ÈÅËÀÃ {a1, a2, . . . , an, . . . } ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.2. ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÖÓÀÓÒÖËÏ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ
ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, A = {a1, a2, . . . , an, . . . } ÃÀ B ÌÉÓÉ ÖÓÀÓÒÖËÏ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÉÝáÅÉ:

n1 = min{n ∈ N : an ∈ B},

ÛÄÌÃÄÂ ÒÉÝáÅÉ:

n2 = min{n ∈ N : n > n1, an ∈ B},

ÃÀ À.Û. ÀÌ ÉÍÃÖØÝÉÖÒÉ ÀÂÄÁÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉ ÉÓÀÀ, ÒÏÌ ÈÖ ÀÂÄÁÖËÉÀ n1 < n2 <

· · · < nk ÒÉÝáÅÄÁÉ, ÌÀÛÉÍ nk+1 ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

nk+1 = min{n ∈ N : n > nk, an ∈ B}.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ B = {an1
, an2

, . . . , ank
, . . . }, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ B

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÅËÀÃÏÁÀ. �

1.2.1 ÃÀ 1.2.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÄÍ, ÒÏÌ ÍÀÔÖÒÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ
ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÚÅÄËÀÆÄ ÙÀÒÉÁÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÏÒÉÓ.
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ÛÄÃÄÂÉ 1.2.1. ÅÈØÅÀÈ, A ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ B ÌÉÓÉ ÓÀÓÒÖËÉ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÌÀÛÉÍ A \B ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. A \B ÀÒÉÓ ÈÅËÀÃÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ØÅÄÓÉÌÒÀÅ-
ËÄ. ÀÌÉÔÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.2-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ A \B ÈÅËÀÃÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.3. ÅÈØÅÀÈ, A ÈÅËÀÃÉ, áÏËÏ B ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ
ÃÀ A ∩B = ∅. ÌÀÛÉÍ A ∪B ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, A={a1, a2, . . . , an, . . . } ÃÀ B={b1, b2, . . . , bn}.
ÌÀÛÉÍ A ∪B ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

{b1, b2, . . . , bn, a1, a2, . . . , an, . . . }

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÉÓ ÈÅËÀÃÏÁÀÓ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.4. ÅÈØÅÀÈ, A1, A2, , . . . , An ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄ-
ÈÉ ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ

∪n
k=1Ak ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ n = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ,

A1 = {a1, a2, . . . , an, . . . }, A2 = {b1, b2, . . . , bn, . . . }.

ÌÀÛÉÍ A1 ∪A2 ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÓÀáÉÈ:

{a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn, . . . },
ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÉÓ ÈÅËÀÃÏÁÀÓ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n > 2-ÓÈÅÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ áÃÄÁÀ
ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÁÉãÉÓ
ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÄÁÉÓÀÓ ÖÍÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ n = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÃÄÁÖ-
ËÄÁÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.5. ÅÈØÅÀÈ, An (n ∈ N) ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ

∪∞
n=1An ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀ-

ÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ,

An = {a(n)1 , a
(n)
2 , . . . , a

(n)
Nn

} (n ∈ N).

ÈÖ ãÄÒ ÀÌÏÅßÄÒÈ A1-ÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÓ, ÛÄÌÃÄÂ A2-ÉÓ ÃÀ À.Û., ÌÉÅÉÙÄÁÈ
∞∪
n=1

An ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ ÄËÄÌÄÍÔÈÀ

a
(1)
1 , a

(1)
2 , . . . , a

(1)
N1
, . . . , a

(n)
1 , a

(n)
2 , . . . , a

(n)
Nk
, . . .

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÉÓ ÈÅËÀÃÏÁÀÓ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.6. ÅÈØÅÀÈ, An (n ∈ N) ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ

∪∞
n=1An ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀÃÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ,

An = {a(n)1 , a
(n)
2 , . . . , a

(n)
k , . . . } (n ∈ N).

ÂÀÍÅÀËÀÂÏÈ
∞∪
n=1

An ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ ÝáÒÉËÛÉ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

a
(1)
1 , a

(1)
2 , . . . , a

(1)
k , . . .

a
(2)
1 , a

(2)
2 , . . . , a

(2)
k , . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(n)
1 , a

(n)
2 , . . . , a

(n)
k , . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ÀÌ ÝáÒÉËÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÀËÀÂÏÈ ÄÒÈ äÏÒÉÆÏÍÔÀËÛÉ ÛÄÌ-

ÃÄÂÉ ßÄÓÉÈ: ãÄÒ ÀÌÏÅÉßÄÒÏÈ ÝáÒÉËÉÓ ÐÉÒÅÄË ÃÉÀÂÏÍÀËÆÄ ÌÃÂÏÌÉ a
(1)
1

ÄËÄÌÄÍÔÉ, ÛÄÌÃÄÂ ÌÄÏÒÄ ÃÉÀÂÏÍÀËÆÄ ÌÃÂÏÌÉ a
(2)
1 ÃÀ a

(1)
2 ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ

ÃÀ À. Û. ÝáÀÃÉÀ, ÃÉÀÂÏÍÀËÄÁÉ ÀÌÏßÖÒÀÅÄÍ ÂÀÍÓÀáÉËÀÅ ÝáÒÉËÓ, ÀÌÉÔÏÌ
ÃÉÀÂÏÍÀËÄÁÉÓ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÝáÒÉËÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÃÀËÀÂÄÁÉÓ

ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ ßÄÓÉ ÉÞËÄÅÀ
∞∪
n=1

An ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ

ßÄÅÒÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÀÌ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÅËÀÃÏÁÀÓ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1.2.1. ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÔÄÒÌÉÍÉÈ - ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ, ÂÀÌÏáÀÔÖËÉ
ÉØÍÄÁÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÓÀÝ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ. ÂÀÍ-
ÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÃÀÔÅÉÒÈÅÉÓ ÌÀÔÀÒÄÁÄËÉ ÉØÍÄÁÀ ÔÄÒÌÉÍÉ - ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÏãÀáÉ.
ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÅÈØÅÀÈ, H ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄË ÊËÀÓÓ,
áÏËÏ Γ ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ H ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
(Aγ)γ∈Γ ÏãÀáÉ ÂÀÂÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ f : Γ → H ÀÓÀáÅÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉ-
ÓÀÝ f(γ) = Aγ (γ ∈ Γ). ÝáÀÃÉÀ, ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÚÏÅÄËÉ (An)n∈N ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
ÉÞËÄÅÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÏãÀáÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÓ.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (Aγ)γ∈Γ ÏãÀáÉÓ ßÄÅÒÈÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ {Aγ}γ∈Γ ÊËÀ-
ÓÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ, ÚÅÄËÀ ÉÌ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÌÈáÅÄ-
ÅÀ ÄÒÈÄÒÈÓ ÌÀÉÍÝ Aγ (γ ∈ Γ) ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÏÒÉÓ. ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (Aγ)γ∈Γ
ÏãÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ

∪
γ∈ΓAγ ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÃÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ

ÒÏÂÏÒÝ, {Aγ}γ∈Γ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ. ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆ-
ÙÅÒÄÁÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (Aγ)γ∈Γ ÏãÀáÉÓ

∩
γ∈ΓAγ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÏãÀáÉÓÀ ÃÀ ÌÉÓ ßÄÅÒÈÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÊËÀÓÉÓ ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÃ
ÀÂÒÄÈÅÄ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ (Aγ : γ ∈ Γ) ÃÀ {Aγ : γ ∈ Γ} ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉ.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (Aγ)γ∈Γ ÏãÀáÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ ÂÀÉÂÉÅÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÉÍÃÄØ-
ÓÈÀ Γ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÓÈÀÍ. ÝáÀÃÉÀ, (Aγ)γ∈Γ ÏãÀáÉÓÀ ÃÀ ÌÉÓ ßÄÅÒÈÀ-
ÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ {Aγ}γ∈Γ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÉ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ.
ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÈÖ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (An)n∈N ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÚÅÄËÀ ßÄÅÒÉ ÄÒÈÉ ÃÀ
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ÉÂÉÅÄÀ, ÌÀÛÉÍ {An}n∈N ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ ÄÒÈÉÀ, áÏËÏ (An)n∈N ÏãÀáÉÓ
ÊÉ a-Ó ÔÏËÀÃ ÌÉÉÜÍÄÅÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.7. ÅÈØÅÀÈ, An (n ∈ N) ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ
∞∪
n=1

An ÈÅËÀÃÉÀ, Ä.É. ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÈÅËÀÃÉ ÏãÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ
ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÂÀÒÃÀÅØÌÍÀÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊ-
ÅÄÈÉ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ (Bn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÃ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÄÓÉÈ:

B1 = A1, Bn = An \
n−1∪
k=1

Ak (n > 1).

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ
∞∪
n=1

An =
∞∪
n=1

Bn.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

N1 = {n ∈ N : Bn ÈÅËÀÃÉÀ},

N2 = {n ∈ N : Bn ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉÀ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉ}.

ÝáÀÃÉÀ,
∞∪
n=1

Bn =

( ∪
n∈N1

Bn

)
∪
( ∪
n∈N2

Bn

)
.

ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÉ:

1) N1 ÈÅËÀÃÉÀ, N2 ÈÅËÀÃÉÀ;
2) N1 ÈÅËÀÃÉÀ, N2 ÓÀÓÒÖËÉÀ;
3) N1 ÓÀÓÒÖËÉÀ, N2 ÈÅËÀÃÉÀ;
4) N1 ÓÀÓÒÖËÉÀ, N2 ÓÀÓÒÖËÉÀ.

ÈÉÈÏÄÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ 1.2.3–1.2.6 ÈÄÏ-
ÒÄÌÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÊÏÌÁÉÍÉÒÄÁÉÈ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÄÏÒÄ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀ. ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ: À)

∪
n∈N1

Bn ÈÅËÀÃÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.6-ÉÓ ÞÀËÉÈ;

ÃÀ Á)
∪

n∈N2

Bn ÓÀÓÒÖËÉÀ ÒÏÂÏÒÝ ÓÀÓÒÖË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÏãÀáÉÓ

ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.3-Ó. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1.2.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.6-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ, 1.2.3 ÃÀ 1.2.4 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÓÀ-
ÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÒÜÄÁÀ ÌÀÛÉÍÀÝ, ÒÏÝÀ ÀÒ ÅÉÈáÏÅÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÏÁÀÓ. ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÉÂÉÅÄÓ ÅÄÒ ÅÉÔÚÅÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ
1.2.5-ÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ.

ÛÄÃÄÂÉ 1.2.2. ÌÈÄË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀÃÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÌÈÄË ÒÉÝáÅÈÀ Z ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÌÉ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ: N, {−1,−2, . . . ,−n, . . . } ÃÀ {0}. ÐÉÒÅÄËÉ
ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀÃÉÀ, áÏËÏ ÌÄÓÀÌÄ - ÓÀÓÒÖËÉ. ÀØÄÃÀÍ, 1.2.3 ÃÀ
1.2.4 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ Z-ÉÓ ÈÅËÀÃÏÁÀÓ. �

ÛÄÃÄÂÉ 1.2.3. ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ Q ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÞ-
ËÄÁÀ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÈÅËÀÃÉ ÏãÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ
ÓÀáÉÈ, ÒÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.7-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ
ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ:

An =
{m
n

: m ∈ Z
}

(n ∈ N).

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ An ∼ Z (n ∈ N). ÀØÄÃÀÍ, Z-ÉÓ ÈÅËÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ
An ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÏÁÀÓ. ÝáÀÃÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ Q =

∪∞
n=1An. ÀÌÉÈ

ÃÄÁÖËÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.8. ÅÈØÅÀÈ, A1, A2, . . . , An ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ
ÌÀÈÉ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ A1 ×A2 × · · · ×An ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉ n-ÉÓ ÌÉ-
ÌÀÒÈ. n = 1-ÓÈÅÉÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ. ÃÀÅÀ×ÖÞÍÏÈ ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÁÉãÉ n =

m-ÃÀÍ n = m + 1-ÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ. ÚÏÅÄËÉ a ∈ Am+1 ÄËÄÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄ

M(a) = {(a1, . . . , an, a) : (a1, . . . , an) ∈ A1 × · · · ×Am}.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ:

M(a) ∼ A1 ×A2 × · · · ×Am,

A1 ×A2 × · · · ×Am ×Am+1 =
∪

a∈Am+1

M(a).

ÀØÄÃÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.7-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ n =

m+ 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. �

ÛÄÃÄÂÉ 1.2.4. ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ, Nn, Zn, Qn ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ
ÈÅËÀÃÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 1.2.5. ÌÈÄËÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÚÅÄËÀ ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ A-ÈÉ ÃÀ ÉÓ ßÀÒÌÏ-
ÅÀÃÂÉÍÏÈ ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÈÅËÀÃÉ ÏãÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ, ÒÀÝ,
ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.7-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ.
ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÚÏÅÄËÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ (n−1)-ÓÀ
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ÒÉÂÉÓ ÌØÏÍÄ ÚÅÄËÀ ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ An-ÉÈ.

ÈÖ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÚÏÅÄË p(x) =
n−1∑
k=0

ckx
k ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÓ ÛÄÅÖÓÀÁÀ-

ÌÄÁÈ ÌÉÓ ÊÏ×ÉÝÉÄÍÔÈÀ (c0, c1, . . . , cn−1) n-ÄÖËÓ, ÄÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÀ ÉØÍÄÁÀ
ÁÉÄØÝÉÀ An ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ Zn ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, An (n ∈ N) ÈÅËÀÃÉÀ.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ A =
∞∪
n=1

An. ÀÌÉÈ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÒÉÝáÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀËÂÄÁÒÖËÉ, ÈÖ ÉÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÒÀÉÌÄ ÌÈÄËÊÏÄ-
×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍÉ ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÉÓ ×ÄÓÅÓ.

ÛÄÃÄÂÉ 1.2.6. ÀËÂÄÁÒÖË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. A ÉÚÏÓ ÀËÂÄÁÒÖË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ, B ÊÉ ÚÅÄËÀ
ÌÈÄËÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍÉ ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ. p ∈ B ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÉÓÀÈ-
ÅÉÓ Sp-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÌÉÓÉ ×ÄÓÅÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ: À) Sp
(p ∈ B) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÀÓÒÖËÉÀ; Á) B ÈÅËÀÃÉÀ; ÃÀ Â) A =

∪
p∈B

Sp. ÀÌ-

ÒÉÂÀÃ, A ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÄÈ ÒÏÂÏÒÝ ÓÀÓÒÖË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÈÅËÀÃÉ ÏãÀáÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.5-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
ÀÓÄÈÉ ÓÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÀËÂÄÁÒÖË
ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ A ÌÏÉÝÀÅÓ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÉÓ ÂÀ-
ÌÏÝ A ÖÓÀÓÒÖËÏÀ. ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÏÒÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ A-Ó
ÈÅËÀÃÏÁÀÓ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.6-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÀÙßÄÒÉË ÁÉÄØÝÉÀÓ A =∪∞
n=1An ÃÀ N ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÄ:

a
(n)
k 7→ (n+ k − 2)(n+ k − 1)

2
+ n.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄ-
ÍÉËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÊËÀÓÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.

4. ÅÈØÅÀÈ, f : R → R ×ÖÍØÝÉÀÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÀØÅÓ ËÏÊÀËÖÒÉ ÌÉÍÉÌÖÌÉ.
ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f -ÉÓ ÌÉÄÒ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÖÌÄ-
ÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.

5. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ R2 ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ ÌÉÓ ÚÏÅÄË ÏÒ ßÄÒÔÉËÓ ÛÏÒÉÓ
ÌÀÍÞÉËÉ ÌÄÔÉÀ ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖË ÃÀÃÄÁÉÈ a ÒÉÝáÅÆÄ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ
E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.

8



§ 3. ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÐÒÉÍÝÉÐÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀÓ

1. ÛÄßÄÁÄÁÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉ. ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ „ÛÄßÄÁÄÁÉÓ“ ÐÒÉÍ-
ÝÉÐÉÈ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÄÍ, áÛÉÒÀÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÂÀÌÀ-
ÐÉÒÏÁÄÁÄËÉ ÁÉÄØÝÉÉÓ ÀÓÀÂÄÁÀÃ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.1. ÅÈØÅÀÈ, Ω ÀÒÉÓ ÉÍÃÄØÓÈÀ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄ ÃÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (Aα)α∈Ω ÃÀ (Bα)α∈Ω ÏãÀáÄÁÉ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: 1) Aα ∼ Bα ÚÏÅÄËÉ α ∈ Ω-ÓÈÅÉÓ; 2) Aα∩Aβ = ∅
ÃÀ Bα ∩Bβ = ∅, ÒÏÝÀ α ̸= β. ÌÀÛÉÍ∪

α∈Ω
Aα ∼

∪
α∈Ω

Bα.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. f : ∪Aα → ∪Bα ÁÉÄØÝÉÀ ÀÉÂÄÁÀ fα : Aα → Bα ÁÉÄØÝÉÄÁÉÓ
„ÛÄßÄÁÄÁÉÈ“, ÒÀÝ ÂÖËÉÓáÌÏÁÓ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ f ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:
f(x) = fα(x) (α ∈ Ω, x ∈ Aα). �

2. ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.2. ÅÈØÅÀÈ, A ÃÀ B ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ ÃÀ A ⊃
B. ÈÖ A \B ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ A ∼ B.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ ÈÅËÀÃÉ C ØÅÄÓÉÌÒÀÅ-
ËÄ. ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ A = (A \B)∪C ∪ (B \C) ÃÀ B = C ∪ (B \C). 1.2.3 ÃÀ
1.2.4 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ (A \B)∪C ∼ C. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÛÄßÄÁÄÁÉÓ
ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ A ∼ B. �

ÛÄÃÄÂÉ 1.3.1. ÅÈØÅÀÈ, A ÀÒÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄ, áÏËÏ E ÀÒÉÓ
ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ A ∪ E ∼ A.

ÛÄÃÄÂÉ 1.3.2. ÅÈØÅÀÈ, A ÀÒÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄ, áÏËÏ E ÀÒÉÓ
ÌÉÓÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ. ÈÖ A \E ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÀ, ÌÀÛÉÍ A \ E ∼ A.

ÛÄÃÄÂÉ 1.3.3. ÅÈØÅÀÈ, A ÀÒÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄ, áÏËÏ E ÀÒÉÓ
ÌÉÓÉ ÓÀÓÒÖËÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ A \ E ∼ A.

ÛÄÃÄÂÉ 1.3.1-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÀ-
áÀÓÉÀÈÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ò. ÃÄÃÄÊÉÍÃÓ.

ÛÄÃÄÂÉ 1.3.4. ÅÈØÅÀÈ, A ÒÀÉÌÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

1) A ÖÓÀÓÒÖËÏÀ;
2) ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ A-Ó ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ A-Ó ÄÊÅÉÅÀ-

ËÄÍÔÖÒÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÛÄÃÄÂÉ 1.3.1. ÓÀÓÒÖËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÛÄÉÝÀÅÃÄÓ ÌÉÓÓÀÅÄ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÓÀÊÖÈÒÉÅ ÍÀßÉËÓ,
ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÀÍÀÆÏÂÀÃÄÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.2-Ó.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.3. ÅÈØÅÀÈ, A ⊃ B. ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ - Cn (n ∈ N), ÒÏÌËÄÁÉÝ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ
ÃÀ A \ B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ, ÌÀÛÉÍ A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

D = B \
∞∪
n=1

Cn.

ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

A = (A \B) ∪
∞∪
n=1

Cn ∪D, (1)

B =

∞∪
n=1

Cn ∪D. (2)

ËÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ A \B ∼ C1, C1 ∼ C2, . . . , Cn ∼ Cn+1, . . . ÀÌÀÅÃÒÏ-
ÖËÀÃ, A\B,C1, C2, . . . , Cn, . . . ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ,
ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÛÄßÄÁÄÁÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

(A \B) ∪
∞∪
n=1

Cn ∼
∞∪
n=1

Cn.

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ, (1) ÃÀ (2) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀ ÊÅËÀÅ ÛÄßÄÁÄÁÉÓ
ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ A ∼ B. �

3. ÈÄÏÒÄÌÀ ÛÖÀËÄÃÖÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÛÄÌÃÄÂÉ
ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÏÒ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÛÏÒÉÓ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖ-
ËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÌÀÈÉÅÄ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.4. ÅÈØÅÀÈ, A ⊃ B ⊃ C ÃÀ A ∼ C. ÌÀÛÉÍ A ∼ B ∼ C.

f : A → A ÀÓÀáÅÉÓ n-ÖÒÉ áÀÒÉÓáÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ f (n)-ÉÈ, Ä.É. f (n) =

fn ◦ · · · ◦ f1, ÓÀÃÀÝ fn = · · · = f1 = f .

ËÄÌÀ 1.3.1. ÅÈØÅÀÈ, f : A → A ÉÍÄØÝÉÖÒÉ ÀÓÀáÅÀÀ ÃÀ E ⊂ A \
f(A). ÌÀÛÉÍ f (n)(E) (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f(A)-Ó
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ E ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

A ⊃ f(A) ⊃ f (2)(A) ⊃ · · · ⊃ f (n)(A) · · · , (3)

f (n)(E) ⊂ f (n)(A \ f(A)) = f (n)(A) \ f (n+1)(A) (n ∈ N). (4)

(3) ÝáÀÃÉÀ, áÏËÏ (4)-Ó ÌÉÉÙÄÁÀ f (n) ÀÓÀáÅÉÓ ÉÍÄØÝÉÖÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓ-
ßÉÍÄÁÉÈ.

(3) ÃÀ (4) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ f (n)(E) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f(A)-Ó ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊ-
ÅÄÈÉÀ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÖÊÉ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ f -ÉÓ ÉÍÄØÝÉÖÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ f (n)(E)

ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ËÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÏÁÀÓ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.4-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f : A → A ÉÍÄØÝÉÀ, ÒÏÌ-

ËÉÓÈÅÉÓÀÝ f(A) = C. ÌÀÛÉÍ ËÄÌÀ 1.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ f(A\B), f (2)(A\B), . . . ,
f (n)(A\B), . . . ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ C-Ó ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÃÀ A \B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ. C ⊂ B

ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÌÏ f (n)(A\B) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÒÉÀÍ B-Ó ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÝ. ÀáËÀ,
ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.3-Ó, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ A ∼ B. �

4. ÊÀÍÔÏÒ-ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ. ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÖÈ-
ÅÍÉÓ Â. ÊÀÍÔÏÒÓ ÃÀ ×. ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÓ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÄÒÈ-ÄÒÈ ÚÅÄËÀÆÄ ÌÍÉÛ-
ÅÍÄËÏÅÀÍ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÈÀ ÈÄÏÒÉÀÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.5. ÅÈØÅÀÈ, A ÓÉÌÒÀÅËÄ B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ, áÏËÏ B ÓÉÌÒÀÅËÄ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ. ÌÀÛÉÍ A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, A ∼ B∗ ⊂ B ÃÀ B ∼ A∗ ⊂ A. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
f : A → B∗ ÃÀ g : B → A∗ ÁÉÄØÝÉÄÁÉ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ A∗∗ = (g ◦ f)(A).
ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ A ⊃ A∗ ⊃ A∗∗ ÃÀ A ∼ A∗∗. ÀØÄÃÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ A ∼ A∗. ÓÀÉÃÀÍÀÝ A∗ ∼ B ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ
A ∼ B ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1.3.1. ÒÉÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÊÀÍÔÏÒ-ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄ-
ÍÄÁÀ ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÉÈ: ÅÈØÅÀÈ, α ÃÀ β ÓÉÌÞËÀÅÒÄ-
ÄÁÉÀ. ÈÖ α ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ A1 ÓÉÌÒÀÅËÄ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ β ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ B1

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, β ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ B2 ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ α ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ,
ÌÀÛÉÍ α ÃÀ β ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÉ ÔÏËÉÀ.
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÊÀÍÔÏÒ-ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ:
À) [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÃÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ;
Á) ÙÉÀ ßÒÄ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ßÒÄ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.

§ 4. ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀáÀË ÔÉÐÓ - ÊÏÍ-
ÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.1. ÍÀÌÃÅÉË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ, Ä.É. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ R ÈÅËÀ-
ÃÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ R = {x1, x2, . . . , xn, . . . } ÓÀáÉÈ. ÃÀÅÚÏÈ [0, 1]

ÓÀÌ ÔÏË ÍÀßÉËÀÃ ÃÀ ÃÀÚÏ×ÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÀÌÏÅÉÒÜÉÏÈ ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌÄËÉÝ x1 ßÄÒÔÉËÓ ÀÒ ÛÄÉÝÀÅÓ ÃÀ ÉÂÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ∆1-ÉÈ. ÌÄÏÒÄ ÄÔÀÐÆÄ
∆1 ÃÀÅÚÏÈ ÓÀÌ ÔÏË ÓÄÂÌÄÍÔÀÃ ÃÀ ÃÀÚÏ×ÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÀÌÏÅÉÒÜÉÏÈ
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ ÛÄÉÝÀÅÓ x2-Ó ÃÀ ÉÂÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ∆2-ÉÈ. ÈÖ ÀÌ ÐÒÏÝÄÓÓ
ÂÀÅÀÂÒÞÄËÄÁÈ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ (∆n) ÓÄÂÌÄÍÔÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ:

1) xn /∈ ∆n (n ∈ N);
2) ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ · · · ⊃ ∆n ⊃ · · · ;
3) |∆n| = 1

3n (n ∈ N).
ÜÀËÀÂÄÁÖË ÓÄÂÌÄÍÔÈÀ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÞÀËÉÈ, ∆n ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ

ÛÄÃÂÄÁÀ ÄÒÈÉ ßÄÒÔÉËÉÓÀÂÀÍ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ x-ÉÈ. (∆n) ÌÉÌÃÄÅÒÏ-
ÁÉÓ 1) ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, x ÅÄÒ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ ÅÄÒÝÄÒÈ xn ßÄÒÔÉËÓ,
ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ ÃÀÛÅÄÁÀÓ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ xn ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÀÌÏßÖÒÀÅÄÍ ÍÀÌ-
ÃÅÉË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÌÉÙÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ R ÀÒÀÈÅËÀ-
ÃÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ, ÈÖ ÉÓ ÍÀÌÃÅÉË ÒÉÝáÅ-
ÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.

ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÓ c ÀÓÏÈÉ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.2. ÚÏÅÄËÉ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ÛÖÀËÄÃÉ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ
ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ a < b. ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

f(x) =
1

π
arctgx+

1

2
,
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ÂÅÀÞËÄÅÓ ÁÉÄØÝÉÀÓ R-ÓÀ ÃÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÓ ÛÏÒÉÓ. ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, g(x) =
a+ (b− a)x ßÒ×ÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÉÞËÄÅÀ ÁÉÄØÝÉÀÓ (0, 1) ÃÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÓ
ÛÏÒÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÉ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ. [a, b], [a, b),
ÃÀ (a, b] ÛÖÀËÄÃÄÁÉ ÌÉÉÙÄÁÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÓÉ ÏÒÉÅÄ ÀÍ ÄÒÈ-
ÄÒÈÉ ÁÏËÏÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÛÄÃÄÂÉ 1.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ
ÉÓÉÍÉÝ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÒÉÀÍ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ 2x + a ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÁÉÄØÝÉÀ R-ÓÀ ÃÀ (a,∞) ÓáÉÅÓ
ÛÏÒÉÓ, áÏËÏ −2x+a ×ÖÍØÝÉÀ ÊÉ, R-ÓÀ ÃÀ (−∞, a) ÓáÉÅÓ ÛÏÒÉÓ. ÀØÄÃÀÍ,
ÛÄÃÄÂÉ 1.3.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÜÀÊÄ-
ÔÉËÉ ÓáÉÅÉ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.3. ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌ-
ÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ R \Q ÓÉÌÒÀÅËÄ

ÖÓÀÓÒÖËÏÀ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, n
√
2 (n ∈ N) ÒÉÝáÅÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ

ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀáËÀ, ÈÖÊÉ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉ-
ÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀÃÉÀ, ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.2-ÉÓ
ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ R \Q ÃÀ R ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀÓ. �

ÒÉÝáÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÔÒÀÍÓÝÄÍÃÄÍÔÖËÉ, ÈÖ ÉÓ ÀÒ ÀÒÉÓ ÀËÂÄÁÒÖËÉ.
ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, π ÃÀ e ÔÒÀÍÓÝÄÍÃÄÍÔÖËÉ ÒÉÝáÅÄÁÉ ÀÒÉÀÍ. ÛÄÅÍÉÛ-

ÍÀÅÈ, ÒÏÌ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÖËÉ ÂÆÉÈ ÔÒÀÍÓÝÄÍÃÄÍÔÖËÉ ÒÉÝáÅÉÓ ÀÂÄÁÀ ÀÒÝÈÖ
ÉÏËÉ ÀÌÏÝÀÍÀÀ. ÈÖÌÝÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ ÔÒÀÍÓÝÄÍ-
ÃÄÍÔÖËÉ ÒÉÝáÅÉ ÞÀËÉÀÍ ÁÄÅÒÉÀ, ÊÄÒÞÏÃ, „ÉÌÃÄÍÉÅÄ“, ÒÀÌÃÄÍÉÝ ÍÀÌÃÅÉËÉ
ÒÉÝáÅÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.4. ÔÒÀÍÓÝÄÍÃÄÍÔÖË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ
ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. A-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÀËÂÄÁÒÖË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÔÒÀÍÓÝÄÍÃÄÍÔÖË ÒÉÝáÅÈÀ R\A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÖÓÀÓÒÖËÏÀ,

ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, nπ (n ∈ N) ÒÉÝáÅÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ ÔÒÀÍÓÝÄÍÃÄÍÔÖË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀáËÀ, ÈÖÊÉ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÀËÂÄÁ-
ÒÖË ÒÉÝáÅÈÀ A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅËÀÃÉÀ, ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ
R \A ÃÀ R ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.5. ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ
ÈÅËÀÃÉ ÏãÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÜÀÅÀÔÀÒÏÈ ÈÅËÀÃÉ ÏãÀáÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÓÀÓ-
ÒÖËÉ ÏãÀáÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, An (n ∈ N)
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ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

A =

∞∪
n=1

An; B1 = A1, Bn = An \
n−1∪
k=1

Ak (n ≥ 2).

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ Bn ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ∪∞
n=1Bn = A. B1 ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ, áÏËÏ ÚÏÅÄËÉ

Bn (n ≥ 2) ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ, B1 ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÖÒÈÉÄÒÈÝÀËÓÀáÀÃ ÛÄ-
ÅÖÓÀÁÀÌÏÈ [0, 1) ÛÖÀËÄÃÉ, áÏËÏ ÚÏÅÄË Bn (n ≥ 2) ÓÉÌÒÀÅËÄÓ - [n−1, n)

ÛÖÀËÄÃÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ. ÒÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃÀÝ, ÛÄßÄÁÄÁÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÞÀËÉÈ,
A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÙÌÏÜÍÃÄÁÀ R-ÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ.
ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, R ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ B1 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ A-Ó ØÅÄÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÊÀÍÔÏÒ-ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÞÀËÉÈ, A ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÈÅÉÓÄ-
ÁÄÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄ-
ËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÝ ÀØÅÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.6. ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÚÅÄËÀ ÛÄ-
ÓÀÞËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. A,B ÃÀ C ÀÓÏÄÁÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ:
ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ

ÓÉÌÒÀÅËÄ;
ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅ-

ÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ;
0 ÃÀ 1 ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ,

ÒÏÌËÉÓ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÖÓÀÓÒÖËÏÀ.
ÜÅÄÍ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÄÁÈ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ãÀàÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ:

[0, 1) ∼ C ∼ B ∼ A.
ÏÒÏÁÉÈ ßÉËÀÃÀÃ ÒÉÝáÅÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ

(Éá. ÃÀÌÀÔÄÁÀ 1), ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÓÀáÅÀ:

C ∋ (εn)n∈N 7→
∞∑
n=1

εn
2n

∈ [0, 1),

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÖÒÈÉÄÒÈÝÀËÓÀáÀ ÈÀÍÀÃÏÁÀÓ C ÃÀ [0, 1) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ.
ÀÌÒÉÂÀÃ, [0, 1) ∼ C.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÓÀáÅÀ, ÒÏÌÄËÉÝ (εn) ∈ C ÄËÄÌÄÍÔÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ (pn) ∈ B

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ {pn : n ∈ N} = {k ∈ N : εk = 0}, ÀÍÖ (εn) ∈ C
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ÄËÄÌÄÍÔÓ ÅÖÓÀÁÀÌÄÁÈ ÉÌ n ÉÍÃÄØÓÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË ÆÒÃÀÃ ÌÉÌÃÄÅÒÏ-
ÁÀÓ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ εn = 0. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ÀÓÀáÅÀ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÁÉÄØÝÉÀÓ C ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÀÌÉÈ C ∼ B ÄÊÅÉÅÀ-
ËÄÍÔÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.

B ∼ A ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÓÀáÅÀ, ÒÏÌÄËÉÝ
(pn) ∈ B ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ A ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ:

p1, p2 − p1, . . . , pn − pn−1, . . .

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ÀÓÀáÅÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÁÉÄØÝÉÀÓ B ÃÀ A
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, B ∼ A. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1.4.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.6 ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÖÓÀÓÒÖËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ, ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ ÓÀÓÒÖËÉ ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÂÀÍ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2.8), ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÀÒÀÈÅËÀÃ,
ÊÄÒÞÏÃ, ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.7. ÈÖ A1, . . . , An ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÈÉ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ - A1 × · · · ×An ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ
ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ n = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. M ÉÚÏÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒ ÒÉ-
ÝáÅÈÀ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ A1×A2 ∼
M , ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.6-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÓÀÓÖÒÅÄË ÃÀÓ-
ÊÅÍÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.6-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ A1 ∼ M ÃÀ A2 ∼ M . ÂÀÍÅÉáÉ-
ËÏÈ f1 : A1 → M , f2 : A2 → M ÁÉÄØÝÉÄÁÉ ÃÀ ÌÀÈÉ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÀÅÀÂÏÈ
f : A1 ×A2 →M ÁÉÄØÝÉÀ. ÀÅÉÙÏÈ ÒÀÉÌÄ a1 ∈ A1 ÃÀ a2 ∈ A2 ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ.
ÅÈØÅÀÈ,

f1(a1) = (p1, p2, . . . , pk, . . . ),

f2(a2) = (q1, q2, . . . , qk, . . . ).

ÌÀÛÉÍ f(a1, a2) ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

f(a1, a2) = (p1, q1, p2, q2, . . . , pk, qk, . . . )

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÍÀÉÒÀÃ ÀÂÄÁÖËÉ f : A1 × A2 → M

ÀÓÀáÅÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÁÉÄØÝÉÀÓ.
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ≥ 2 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ áÃÄÁÀ ÉÍÃÖØÝÉÖÒÉ ÌÓãÄË-

ÏÁÉÈ, ÒÏÌËÉÓ ÃÒÏÓÀÝ ÓÀàÉÒÏÀ (A1 × · · · × An−1) × An ÃÀ A1 × · · · ×
An−1 ×An ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÃÄÂÉ 1.4.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ n-ÓÈÅÉÓ, Rn ÓÉÅÒÝÄ ÃÀ
[0, 1]n ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÊÖÁÉ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ.

15



ÛÄÃÄÂÉ 1.4.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ [0, 1]2 ÊÅÀÃÒÀÔÉ ÃÀ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÄÊÅÉÅÀ-
ËÄÍÔÖÒÉÀ, ÀÍÖ „ÊÅÀÃÒÀÔÛÉ ÉÌÃÄÍÉÅÄ ÄËÄÌÄÍÔÉÀ, ÒÀÌÃÄÍÉÝ ÌÉÓ ÂÅÄÒÃÛÉ“. ÄÓ
×ÀØÔÉ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈáÄË ÖÓÅÀÌÓ áÀÆÓ ÉÌÀÓ, ÈÖ ÒÀÏÃÄÍ ÌÏÖËÏÃÍÄËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÉÚÏÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀ „ÌÈÄËÓÀ ÃÀ ÍÀßÉËÓ ÛÏÒÉÓ“ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.8. ÈÖ A1, A2, . . . ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅ-

ËÄÄÁÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÈÉ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ -
∞
×
n=1

An ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ

ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. M ÉÚÏÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏ-
ÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, áÏËÏ g - ÒÀÉÌÄ ÁÉÄØÝÉÀ N ÃÀ N×N ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.6-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ An ∼ M (n ∈ N). ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ

fn : An → M ÁÉÄØÝÉÄÁÉ ÃÀ ÌÀÈÉ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÀÅÀÂÏÈ f :
∞
×
n=1

An → M

ÁÉÄØÝÉÀ, ÒÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.6-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÉØÍÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ. ÀÅÉÙÏÈ ÒÀÉÌÄ an ∈ An (n ∈ N) ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ. ÅÈØÅÀÈ,

f1(a1) = (p(1,1), p(1,2), . . . , p(1,m), . . . ),
f2(a2) = (p(2,1), p(2,2), . . . , p(2,m), . . . ),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn(an) = (p(n,1), p(n,2), . . . , p(n,m), . . . ),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ÌÀÛÉÍ f(a1, a2, . . . , an, . . . ) ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

f(a1, a2, . . . , an, . . . ) = (pg(1), pg(2), . . . , pg(n), . . . ).

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÍÀÉÒÀÃ ÀÂÄÁÖËÉ f :
∞
×
n=1

An →M ÀÓÀáÅÀ

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÁÉÄØÝÉÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÃÄÂÉ 1.4.2. ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ R∞ ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ R∞ =
∞
×
n=1

An, ÓÀÃÀÝ An = R (n ∈ N).
ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.8-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄË
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÓ. �

ÛÄÃÄÂÉ 1.4.3. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÅÄËÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ C[a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÀÌÃÅÉË ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÅÄËÀ ÌÖÃÌÉÅÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ, ÝáÀÃÉÀ, C[a, b]-Ó ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ.
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[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ: [a, b] ∩ Q = {r1, r2, . . . , rn, . . . }. ÚÏ-
ÅÄË f ∈ C[a, b] ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÅÖÓÀÁÀÌÏÈ (f(rn)) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ. ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄË
ÏÒ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÛÄÓÀÁÀÌÄÁÖËÉ ÄØÍÄÁÀÈ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ
(f(rn)) ÃÀ (g(rn)) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ. ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉØÄÃÀÍ, ÒÏÌ, ÈÖ
ÏÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ, ÌÀ-
ÛÉÍ ÉÓÉÍÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ ÖÊËÄÁËÉÅ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉÝ. ÀÌÒÉÂÀÃ,
C[a, b] ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ R∞ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ. ÀáËÀ ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ R∞

ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ, ÊÀÍÔÏÒ-ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ (Éá.
ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1.3.1) ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄË ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÓ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1.4.2. ÒÏÂÏÒÝ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, [a, b]

ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÅÄËÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅ-
ÒÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ, ÊÄÒÞÏÃ, Ö×ÒÏ ÌÄÔÉ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.9. ÚÅÄËÀ ÉÌ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ
0 ÃÀ 1 ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. A ÉÚÏÓ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, B ÉÚÏÓ A-Ó ØÅÄÓÉÌÒÀÅ-
ËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÂÀÍ, ÒÏÌËÉÓ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ
ßÄÅÒÄÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ. E ÉÚÏÓ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÚÅÄËÀ ÏÒÏÁÉÈÀÃ-
ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, Ä.É.

E =
{m
2n

: n ∈ N, 1 ≤ m ≤ 2n
}
.

ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÝÍÏÁÉËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ E

ÈÅËÀÃÉÀ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÓÀáÅÄÁÉ:

B ∋ (εn)7→
∞∑
n=1

εn
2n

∈ [0, 1),

A \B ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
2n

∈ E.

ÏÒÏÁÉÈ ßÉËÀÃÀÃ ÒÉÝáÅÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ (Éá.
ÃÀÌÀÔÄÁÀ 1), ÏÒÉÅÄ ÀÓÀáÅÀ ÀÒÉÓ ÁÉÄØÝÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, B ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌ-
ÞËÀÅÒÉÓÀÀ, áÏËÏ A \ B ÈÅËÀÃÉÀ. ÀØÄÃÀÍ, ÛÄÃÄÂÉ 1.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ A

ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.9-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÏÒÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ {0, 1} ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÀÅÉÓ

ÈÀÅÆÄ ÈÅËÀÃãÄÒ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ -
∞
×
n=1

{0, 1} ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅ-

ÒÉÓÀÀ. ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÉÂÉÅÄ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÏÒÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ.

ÛÄÃÄÂÉ 1.4.4. ÅÈØÅÀÈ, A1, A2, . . . ÏÒÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ.

ÌÀÛÉÍ ÌÀÈÉ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ -
∞
×
n=1

An ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅ-

ÒÉÓÀÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 1.4.4-ÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ
∞
×
n=1

An ÃÀ
∞
×
n=1

{0, 1} ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ
ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

2. ÅÈØÅÀÈ, A ⊂ R ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ t
ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ (A+ t) ∩A = ∅, ÓÀÃÀÝ A+ t = {a+ t : a ∈ A}.

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ßÒÉÓ ÊËÀÓÉ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ
ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

4. ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ T -ÓÉÌÒÀÅËÄ ÅÖßÏÃÏÈ ÏÒÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÓ, ÒÏÌËÄ-
ÁÉÝ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÌÀÒÈÏÁÖËÉÀ ÃÀ ÄÒÈ-ÄÒÈÉÓ ÝÄÍÔÒÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÄÏÒÄ
ÌÀÈÂÀÍÉÓ ÁÏËÏÓ. ÅÈØÅÀÈ, ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀ-
ÖÊÅÄÈÉ T -ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÒÀÉÌÄ Ω ÊËÀÓÉ (ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÆÏÌÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÉÚÏÓ). ÛÄÉÞËÄÁÀ ÈÖ ÀÒÀ ÀÓÄÈÉ Ω ÊËÀÓÉ ÉÚÏÓ ÀÒÀÈÅËÀÃÉ?

5. ÅÈØÅÀÈ, A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.
ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÊÏÍÔÉÍÖ-
ÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

6. ÅÈØÅÀÈ, An (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅ-
ÒÉÓÀÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ An ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÊÏÍÔÉ-
ÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

§ 5. ÓÉÌÞËÀÅÒÄÈÀ ÛÄÃÀÒÄÁÀ

ÜÅÄÍ ÖÊÅÄ ÂÀÍÅÉáÉËÄÈ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÏÒÉ ÔÉÐÉ: ÈÅËÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÃÀ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ. ÁÖÍÄÁÒÉÅÀÃ ÉÓ-
ÌÉÓ ÊÉÈáÅÀ: ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÈÖ ÀÒÀ, ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÓáÅÀ ÔÉÐÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, Ä.É. ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÈÖ ÀÒÀ a ÃÀ c ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀ-
ÅÄÁÖËÉ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÉ? ÀÌ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀ ÖÊÀÅÛÉÒÃÄÁÀ ÈÀÅÉÓÈÀÅÀÃ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍ ÓÀÊÉÈáÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÈÀ ÛÄÃÀÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÃÀËÀÂÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÈÀ ÛÏÒÉÓ. ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄ-
ÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ ÏÒÉ α ÃÀ β ÓÉÌÞËÀÅÒÄ ÃÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ α = card A ÃÀ
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β = card B. ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ α ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ β-Ó (ÜÀÍÀßÄÒÉ: α ≤ β), ÈÖ
A ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ B-Ó ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÜÍÄÅÉÀ, ÒÏÌ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÉÓ ÛÄÃÀÒÄÁÉÓÀÓ ÛÄÃÄÂÉ ÀÒÀÀ
ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ α ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ β ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÀÒÜÄÅÀÆÄ (Ä.É., ÈÖ A ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ B-Ó ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ, ÌÀÛÉÍ
ÉÂÉÅÄ ÌÏáÃÄÁÀ α ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A′ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ β ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B′ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ).

ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ßÄÓÉÈ ÛÄÌÏÙÄÁÖË ÓÉÌÞËÀÅÒÄÈÀ ÛÄÃÀÒÄÁÀÓ ÀØÅÓ ÃÀËÀÂÄÁÉÓ
ÌÉÌÀÒÈÄÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ÒÄ×ËÄØÓÖÒÏÁÉÓ, ÀÍÔÉÓÉÌÄÔÒÉÖËÏÁÉÓÀ
ÃÀ ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ, Ä.É. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ α, β ÃÀ γ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ-
ÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÄÁÉ:

α ≤ α (ÒÄ×ËÄØÓÖÒÏÁÀ);

ÈÖ α ≤ β ÃÀ β ≤ α, ÌÀÛÉÍ α = β (ÀÍÔÉÓÉÌÄÔÒÉÖËÏÁÀ);

ÈÖ α ≤ β ÃÀ β ≤ γ, ÌÀÛÉÍ α ≤ γ (ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏÁÀ).

ÒÄ×ËÄØÓÖÒÏÁÀ ÃÀ ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏÁÀ ÌÏßÌÃÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ, áÏËÏ ÀÍÔÉÓÉ-
ÌÄÔÒÉÖËÏÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÊÀÍÔÏÒ-ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ α < β ÍÉÛÍÀÅÓ ÛÄÌÃÄÂÓ: α ≤ β ÃÀ α ̸= β, Ä.É., ÈÖ
α = card A ÃÀ β = card B, ÌÀÛÉÍ α < β ÍÉÛÍÀÅÓ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ:

1) A ÀÒ ÀÒÉÓ B-Ó ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ;
2) A ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ B-Ó ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ.

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ a < c. ÌÀÒÈËÀÝ, ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ R ÀÒÀÈÅËÀÃÉÀ,
Ä.É. R ÀÒÀÀ N-ÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, N ∼ N ⊂ R. ÒÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃÀÝ
ÅÙÄÁÖËÏÁÈ a < c ÖÔÏËÏÁÀÓ.

ÓÉÌÞËÀÅÒÄÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÓÀÓÒÖËÉ (ÖÓÀÓÒÖËÏ), ÈÖ ÉÓ ÓÀÓÒÖË (ÖÓÀÓ-
ÒÖËÏ) ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ.

ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÉ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÓÀÃÀÒÉÀ, Ä.É., ÈÖ α ÃÀ β ÓÀÓÒÖËÉ
ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÉÓÉÍÉ ÀÍ ÔÏËÉÀ, ÀÍÀÝ ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÍÀÊËÄÁÉÀ
ÌÄÏÒÄÆÄ. ÃÀÖÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ÓÀÃÀÒÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ ÖÓÀÓ-
ÒÖËÏ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÝ (ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ Éá., ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, [29] ßÉÂÍÉÓ ÌÄ-14
ÈÀÅÉ). ÄÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÛÄÃÄÂÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ä. ÝÄÒÌÄËÏÓ.

ÀáËÀ ÃÀÅÖÁÒÖÍÃÄÈ ÓÀÊÉÈáÓ a ÃÀ c ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ
ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ,
ÀÓÄÈÉ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ ÖÀÌÒÀÅÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ. Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÒÏÂÏÒÝ ÉÒÊÅÄÅÀ, ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÀÓÆÄ ÃÉÃÉ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ.

A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÊËÀÓÉ ÀÙ-
ÅÍÉÛÍÏÈ 2A ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 1.5.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

card A < card 2A.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ A ÝÀÒÉÄËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ãÄÒ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ,

ÒÏÌ A ÃÀ 2A ÀÒ ÀÒÉÀÍ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ: ÅÈØÅÀÈ,
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ f : A → 2A ÁÉÄØÝÉÀ. a ∈ A ÄËÄÌÄÍÔÓ ÃÀÅÀÒØÅÀÈ „ÊÀÒÂÉ“, ÈÖ
a ∈ f(a), ÃÀ ÃÀÅÀÒØÅÀÈ „ÝÖÃÉ“, ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, Ä.É. ÈÖ a /∈ f(a).

E-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ „ÝÖÃÉ“ a ∈ A ÄËÄÌÄÍÔÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ ÂÀÍÅÉ-
áÉËÏÈ ÉÓ a0 ∈ A ÄËÄÌÄÍÔÉ, ÒÏÌËÉÓ ÀÍÀÓÀáÉÝ ÀÒÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, Ä.É.
f(a0) = E.

ÈÖ a0 ÄËÄÌÄÍÔÉ „ÊÀÒÂÉÀ“ , ÌÀÛÉÍ ÉÓ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ÌÉÓ ÀÍÀÓÀáÓ - f(a0) = E

ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, E ÛÄÃÂÄÁÀ „ÝÖÃÉ“ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓÀÂÀÍ,
a0 ÊÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÉÈØÅÀ, ÌÉÓÉ ÄËÄÌÄÍÔÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, a0 „ÝÖÃÉÀ“. ÌÉÙÄÁÖËÉ
ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ a0 ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÉÚÏÓ „ÊÀÒÂÉ“.

ÈÖ a0 „ÝÖÃÉÀ“, ÌÀÛÉÍ ÉÓ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ÌÉÓ ÀÍÀÓÀáÓ - f(a0) = E

ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÌÀÂÒÀÌ, ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, E-Ó ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, E ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÛÄÉÝÀÅÓ ÚÏÅÄË „ÝÖÃ“ ÄËÄÌÄÍÔÓ, ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ a0-Ó. ÌÉÙÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÉÓ
ÞÀËÉÈ, a0 ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÉÚÏÓ „ÝÖÃÉ“.

ÀÌÒÉÂÀÃ, a0 ÄËÄÌÄÍÔÉ ÀÒÝ „ÊÀÒÂÉÀ“ ÃÀ ÀÒÝ „ÝÖÃÉ“ , ÒÀÝ ÂÅÀÞËÄÅÓ
ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÞÀËÉÈÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ A ÃÀ 2A ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÀÒÀ-
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀÓ.

ÈÖ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË a ÄËÄÌÄÍÔÓ ÛÄÅÖÓÀÁÀÌÄÁÈ ÌÉÓÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË
ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍ {a} ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÁÉÄØÝÉÀÓ A ÓÉÌÒÀÅËÄÓÀ ÃÀ A-Ó
ÚÅÄËÀ ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÓ ÛÏÒÉÓ. ÀÌÉÈ card A < card 2A

ÖÔÏËÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. �

ÈÖ card A = α, ÌÀÛÉÍ 2α ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ 2A ÏãÀáÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.5.2. card 2N = card R, Ä.É. 2a = c.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÓÀáÅÀ, ÒÏÌÄËÉÝ E ∈ 2N ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÛÄÖÓÀ-
ÁÀÌÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ (εn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ: εn = 1, ÈÖ n ∈ E ÃÀ εn = 0, ÈÖ
n /∈ E. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÄÓ ÀÓÀáÅÀ ÀÒÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÝÀËÓÀ-
áÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÀ 2N ÊËÀÓÓÀ ÃÀ 0 ÃÀ 1 ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÚÅÄËÀ
ÛÄÓÀÞËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÛÏÒÉÓ. ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉ-
ÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 1.4.9), ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ card 2N

= c. �

1877 ßÄËÓ ÊÀÍÔÏÒÌÀ ÂÀÌÏÈØÅÀ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ äÉÐÏÈÄÆÉÓ ÓÀáÄËßÏ-
ÃÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉ ÌÏÓÀÆÒÄÁÀ a ÃÀ c ÓÉÌÞËÀÅÒÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉ ÓÉÌ-
ÞËÀÅÒÉÓ ÀÒÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÉÓ ×ÉØÒÏÁÃÀ, ÒÏÌ ÈÅËÀÃÆÄ ÌÄÔÉ ÖÌÝÉÒÄÓÉ
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ÓÉÌÞËÀÅÒÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÀ. ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÌ ÌÏÉÈáÏÅÀ ÌÀÈÄ-
ÌÀÔÉÊÉÓ ÓÀ×ÖÞÅËÄÁÉÓ ÖÊÉÃÖÒÄÓÀÃ ÙÒÌÀ ÀÍÀËÉÆÉ. ÒÏÂÏÒÝ ÀÙÌÏÜÍÃÀ, ÊÏÍ-
ÔÉÍÖÖÌÉÓ äÉÐÏÈÄÆÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÈÄÏÒÉÉÓ ÝÄÒ-
ÌÄËÏ-×ÒÄÍÊÄËÉÓ ÀØÓÉÏÌÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ. ÊÄÒÞÏÃ, Ê. ÂÉÏÃÄËÌÀ (1940) ÃÀÀÌ-
ÔÊÉÝÀ, ÒÏÌ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ äÉÐÏÈÄÆÀ ÀÒ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ ÝÄÒÌÄËÏ-×ÒÄÍÊÄËÉÓ
ÀØÓÉÏÌÀÔÉÊÀÓ, áÏËÏ Ð. ÊÏÄÍÌÀ (1963) ÀÜÅÄÍÀ, ÒÏÌ ÀÒÝ äÉÐÏÈÄÆÉÓ ÖÀÒÚÏ×À
ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ áÓÄÍÄÁÖË ÀØÓÉÏÌÀÔÉÊÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.5.3. ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄË [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÅÄ-
ËÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ F [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄ 2c ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ, Ä.É. card F [a, b] =
card 2R.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÚÏÅÄË f ∈ F [a, b] ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÅÖÓÀÁÀÌÏÈ ÌÉÓÉ ÂÒÀ×É-
ÊÉ Γf = {(x, f(x)) : x ∈ [a, b]}, ÒÏÌÄËÉÝ, ÝáÀÃÉÀ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ R × R
ÓÉÁÒÔÚÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ×ÖÍØÝÉÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÌÉÓÉ ÂÒÀ×ÉÊÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, ÀÍÖ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÓÀáÅÀ ÉÍÄØÝÉÀÀ F [a, b]-ÃÀÍ 2R×R-ÛÉ. ÛÄÃÄ-
ÂÀÃ, F [a, b] ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ 2R×R-ÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÚÏÅÄË E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÛÄÅÖÓÀÁÀÌÏÈ ÌÉÓÉ ÌÀáÀÓÉÀÈÄ-
ÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ χE , Ä.É. ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ: χE(x) = 1,
ÒÏÝÀ x ∈ E ÃÀ χE(x) = 0, ÒÏÝÀ x ∈ [a, b] \E. ÀÓÄÈÉ ÀÓÀáÅÀ ÉØÍÄÁÀ ÉÍÄØ-
ÝÉÀ 2[a,b]-ÃÀÍ F [a, b]-ÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, 2[0,1] ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ F [a, b]-Ó ÂÀÒÊÅÄÖËÉ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ 2R ∼ 2R×R ∼ 2[a,b]. ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ R ∼ R× R ∼
[a, b] ÄÊÉÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÄÁÉÃÀÍ.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÊÀÍÔÏÒ-ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ (Éá., ÀÂÒÄÈÅÄ,
ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1.3.1) ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ F [a, b]∼ 2R. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖ-
ËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÒÀ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÅÄËÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ?

2. ÅÈØÅÀÈ, ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÐÉÒÏÁÄÁÓ: 1) 1 ≤ card An ≤ c
(n ∈ N); 2) card An ≥ 2 ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ n-ÓÈÅÉÓ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ
ÚÅÄËÀ ÉÌ (an) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ an ∈ An (n ∈ N),
ÀÒÉÓ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ.

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ σ : N → N ÁÉÄØÝÉÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ
ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.
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È À Å É 2

ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ

ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍ ÊËÀÓÓ ØÌÍÉÀÍ. ÌÀÈÉ ÌÄÛÅÄ-
ÏÁÉÈ áÃÄÁÀ Ö×ÒÏ ÒÈÖËÉ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊÏÍÓÔÒÖÉÒÄÁÀ ÃÀ ÃÀáÀÓÉÀÈÄ-
ÁÀ. ÀÌ ÈÀÅÛÉ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÉØÍÄÁÀ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÓÔÒÖØÔÖÒÀ ÃÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÓáÅÀ ÈÅÉÓÄÁÀ.

§ 1. ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÓÔÒÖØÔÖÒÀ

ÒÉÝáÅÉÈÉ ßÒ×ÉÓ ÀÍÖ R-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÅÖ-
ßÏÃÏÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.1.1. ÅÈØÅÀÈ, G ßÒ×ÉÅÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÌÀÛÉÍ
G ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ
ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ÀÓÄÈÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ
ÄÒÈÀÃÄÒÈÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÁÉÍÀÒÖËÉ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ G ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÛÄÌÃÄÂ-
ÍÀÉÒÀÃ: x ∼ y, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÀÌ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ (a, b) ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÉ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ (a, b) ⊂ G. ÄÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ ÀÒÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉ-
ÌÀÒÈÄÁÀ, ÀÍÖ ÀØÅÓ ÒÄ×ËÄØÓÖÒÏÁÉÓ, ÓÉÌÄÔÒÉÖËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. ÒÄ×ËÄØÓÖÒÏÁÀ ÃÀ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÏÁÀ ÝáÀÃÉÀ. ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏÁÉÓ ÃÀ-
ÓÀÃÂÄÍÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ ÏÒÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÊÅÄÈÓ, ÌÀÛÉÍ
ÌÀÈÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÓ. ÀáËÀ ÅÈØÅÀÈ, x ∼ y ÃÀ
y ∼ z. ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ (a, b) ÃÀ (c, d) ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ
x, y ∈ (a, b) ⊂ G ÃÀ y, z ∈ (c, d) ⊂ G. ÂÀÊÄÈÄÁÖËÉ ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÞÀËÉÈ
x, y, z ∈ (a, b) ∪ (c, d) = (t, τ) ⊂ G, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÉÓ ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏ-
ÁÀÓ.

G ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÉÛËÄÁÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ
ÊËÀÓÄÁÀÃ, ÒÏÌÄËÈÀ ÏãÀáÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Ω-ÈÉ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄ-
ÒÉ I ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÊËÀÓÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÓ, ÒÀÝ ÔÏË×ÀÓÉÀ
I = (inf I, sup I) ÔÏËÏÁÉÓ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ G-Ó ÙÉÀÏ-
ÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ I-Ó ÙÉÀÏÁÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ I ⊂ (inf I, sup I)
ÜÀÒÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÜÀÒÈÅÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ



ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ inf I-ÓÈÀÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÉÀáËÏÅÄÛÉ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÃÀ sup I-
ÓÈÀÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÉÀáËÏÅÄÛÉ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ I ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
x ÃÀ y ßÄÒÔÉËÄÁÉ. ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ
ÉÍÔÄÒÅÀËÉ (a, b) ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ x, y ∈ (a, b) ⊂ G. ÝáÀÃÉÀ, (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ
ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉ ÛÄÃÉÓ ÂÀÍÓÀáÉËÀÅ I ÊËÀÓÛÉ, Ä.É. (a, b) ⊂ I . ÀØÄÃÀÍ ÊÉ,
ÖÛÖÀËÏÃ ÅÀÓÊÅÍÉÈ (inf I, sup I) ⊂ I ÜÀÒÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ.

ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ ∆ ÊËÀÓÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ, ÒÉÈÀÝ G ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÀÓÖÒÅÄËÉ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ. ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ
ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ∆ ÊËÀÓÉÓ ÚÏÅÄË
ÉÍÔÄÒÅÀËÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅÖÓÀÁÀÌÏÈ ÀÌÀÅÄ ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÒÀÉÌÄ ÒÀÝÉ-
ÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ. ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÀ ÉØÍÄÁÀ ÁÉÄØÝÉÀ ∆ ÊËÀÓÓÀ ÃÀ Q-Ó
ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÛÏÒÉÓ. ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ
ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ, ÒÉÓÉ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒ-
ÈËÉÀÍÏÁÀÓ.

ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË ∆ ÊËÀÓÓ ÅÖßÏÃÏÈ G ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÀÒ-
ÌÏÃÂÄÍÀ, ÈÖ ÌÀÓÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ
G =

∪
I∈∆ I . ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÜÅÄÍ ÖÊÅÄ ÀÅÀÂÄÈ G ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ

Ω ÊËÀÓÉÓ ÓÀáÉÈ.
ÅÈØÅÀÈ, ∆ ÀÒÉÓ G ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ. ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ, ÏÒ

ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÉÍÔÄÒÅÀËÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÛÄÉÝÀÅÃÄÓ ÌÄÏÒÉÓ ÒÏÌÄËÉÌÄ ÁÏ-
ËÏÓ, ÒÉÓÉ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ
ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÁÏËÏÄÁÉ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ G ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

ÀáËÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ∆ ÀÒÉÓ G

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ∆ ÄÌÈáÅÄÅÀ Ω ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ.
ÀÅÉÙÏÈ ÒÀÉÌÄ I ∈ Ω ÉÍÔÄÒÅÀËÉ. ÝáÀÃÉÀ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ I-Ó ÈÀÍÀÌÊÅÄÈÉ J ∈ ∆

ÉÍÔÄÒÅÀËÉ. ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ I ÃÀ J ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÁÏËÏÄÁÉ
ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ G ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÀÌ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ
ÉÂÉÅÖÒÏÁÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, Ω ⊂ ∆. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ ∆ ⊂ Ω.
ÛÄÃÄÂÀÃ, ∆ = Ω. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ßÒ×ÉÅÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ G ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÓ G-Ó
ÛÄÌÀÃÂÄÍÄË ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.1.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 2.1.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÜÅÄÍ ÃÀÅÀÃÂÉÍÄÈ, ÒÏÌ
ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÁÏËÏÄÁÉ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ G ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀØÅÄ
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÌÄÏÒÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÈÅÉÓÄÁÀ: ÈÖ
ÒÀÉÌÄ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÉ ÛÄÃÉÓ G-ÛÉ, ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ G-Ó ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ
ÉÍÔÄÒÅÀËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ (a, b)-Ó. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ G-Ó ÛÄÌÀÃ-
ÂÄÍÄËÉ I ÉÍÔÄÒÅÀËÉ, ÒÏÌËÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ (a, b)-ÓÈÀÍ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉÀ. ÌÀÛÉÍ
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ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ I-Ó ÁÏËÏÄÁÉ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ G-Ó, ÌÀÒÔÉÅÀÃ
ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÓÀÓÖÒÅÄË I ⊃ (a, b) ÜÀÒÈÅÀÓ.

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÙÉÀ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÀ, 2.1.1 ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÙÉÀ ßÒ×ÉÅ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÄÌÃÄÂ ÃÀáÀ-
ÓÉÀÈÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.1.2. ÅÈØÅÀÈ, G ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• G ÙÉÀÀ;
• G ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ
ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÙÉÀ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÄÁÓ, 2.1.2 ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÜÀÊÄÔÉË ßÒ×ÉÅ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÈÀ ÛÄÌÃÄÂ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.1.3. ÅÈØÅÀÈ, F ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• F ÜÀÊÄÔÉËÉÀ;
• F ÌÉÉÙÄÁÀ ßÒ×ÉÃÀÍ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄ-
ÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÓ ÀÌÏÂÃÄÁÉÈ.

ÜÀÊÄÔÉËÉ F ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ R \ F ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄË ÉÍ-
ÔÄÒÅÀËÄÁÓ F -ÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

F ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ, ÈÖ ÉÓ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÃÀ ÀÒ
ÛÄÉÝÀÅÓ ÉÆÏËÉÒÄÁÖË ßÄÒÔÉËÄÁÓ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ßÒ×ÉÅÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÉÆÏËÉÒÄÁÖË ßÄÒÔÉËÈÀ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ.

ËÄÌÀ 2.1.1. ÅÈØÅÀÈ, F ßÒ×ÉÅÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. x ∈ F ßÄÒÔÉ-
ËÉ ÉÆÏËÉÒÄÁÖËÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÉÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ
F -ÉÓ ÒÀÉÌÄ ÏÒÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÓÀÄÒÈÏ ÁÏËÏÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÀÊÌÀÒÉÓÏÁÀ ÝáÀÃÉÀ. ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÀÓ. ÂÀÍ-
ÅÉáÉËÏÈ (a, x) ÃÀ (x, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÜÀÒÈÖËÉÀ F -ÉÓ ÃÀÌÀ-
ÔÄÁÀÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ R \ F ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ I ÃÀ J ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÄÁÉ ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ (a, x) ⊂ I ÃÀ (x, b) ⊂ J . ÝáÀÃÉÀ, x ßÄÒÔÉËÉ ÉØÍÄÁÀ
I ÃÀ J ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÓÀÄÒÈÏ ÁÏËÏ, ÒÉÈÀÝ ËÄÌÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.1.3-ÃÀÍ ÃÀ ËÄÌÀ 2.1.1-ÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ÓÒÖËÚÏ×ÉË ßÒ×ÉÅ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 2.1.4. ÅÈØÅÀÈ, F ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• F ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉÀ;
• F ÌÉÉÙÄÁÀ ßÒ×ÉÃÀÍ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÃÀ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÓÀÄÒÈÏ ÁÏËÏÓ ÀÒÌØÏÍÄ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ
ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÓ ÀÌÏÂÃÄÁÉÈ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÊËÀÓÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.

§ 2. ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÔÒÖØÔÖÒÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ

ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÀÍÀËÏÂÄÁÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ
n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ, n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÊÖÁÖÒÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ
ÃÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÙÉÀ ÁÉÒÈÅÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ:

•
n
×
k=1

Ik, ÓÀÃÀÝ Ik ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÉÍÔÄÒÅÀ-

ËÄÁÉ;

•
n
×
k=1

Ik, ÓÀÃÀÝ Ik ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ÓÉÂÒÞÉÓ ÄÒÈ-

ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ;
• B(x, r) = {y ∈ Rn : ρ(x, y) < r}, ÓÀÃÀÝ x ∈ Rn, r > 0 ÃÀ ρ ÀÒÉÓ

ÄÅÊËÉÃÖÒÉ ÌÀÍÞÉËÉ Rn-ÛÉ, Ä.É. ρ(x, y) = (
∑n
k=1(xk − yk)

2)1/2.

ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ, ÏÒÉ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÛÄÉÝÀÅÃÄÓ
ÌÄÏÒÉÓ ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ßÄÒÔÉËÓ. ÀÌ ×ÀØÔÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÀÒÔÉÅÉ
ÃÀÓÀÃÂÄÍÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ n > 1, ÌÀÛÉÍ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÊÖÁÉ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ
ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ, áÏËÏ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÁÉÒÈÅÉ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ßÀÒ-
ÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.

ÀÓÄ ÒÏÌ, ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ßÒ×ÉÅ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÈÀ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÉÓ ÓÒÖË ÀÍÀËÏÂÓ ÀÃÂÉËÉ ÀÒÀ ÀØÅÓ. ÈÖÌÝÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ÍÀßÉËÏÁÒÉÅÉ ÀÍÀËÏÂÄÁÉ. ØÅÄÌÏÈ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÓÄÈÉ ÔÉÐÉÓ ÏÒÉ
ÃÄÁÖËÄÁÀ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 2.2.1. ÅÈØÅÀÈ, G ⊂ Rn ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÌÀÛÉÍ
G ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ ÙÉÀ ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÓ ÂÀÄÒ-
ÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.

ËÄÌÀ 2.2.1. ÅÈØÅÀÈ, x ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ G ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÉÂÀ ßÄÒ-
ÔÉËÓ. ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ y ∈ Qn ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ r > 0
ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ x ∈ B(y, r) ⊂ G.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ε > 0, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ B(x, ε) ⊂ G. ÈÖ
ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ Qm (m ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÏÁÉÈ Rm ÓÉÅÒÝÄÛÉ,
ÅÉÐÏÅÉÈ y ∈ Qn ßÄÒÔÉËÓ ÃÀ r ∈ Q ÒÉÝáÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: ρ(x, y) <
ε/4 ÃÀ r ∈ (ε/4, ε/2). ÌÀÛÉÍ ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ x ∈ B(y, r) ⊂
B(x, ε) ⊂ G, ÒÉÈÀÝ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.2.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ËÄÌÀ 2.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÚÏÅÄËÉ x ∈ G

ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ Bx = B(yx, rx) ÁÉÒÈÅÉ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ yx ∈ Qn,
rx ∈ Q ÃÀ x ∈ B(yx, rx) ⊂ G. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ Qn ÃÀ Q ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÏÁÀÓ, ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÒßÌÖÍ-
ÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ Ω = {Bx}x∈G ÊËÀÓÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ,

G =
∪
x∈G

{x} ⊂
∪
x∈G

Bx ⊂ G.

ÛÄÃÄÂÀÃ,

G =
∪
x∈G

Bx =
∪
B∈Ω

B.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, k ∈ Z ÃÀ m = (m1, . . . ,mn) ∈ Zn. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

∆m
k =

n
×
i=1

(mi

2k
,
mi + 1

2k

]
(k ∈ Z,m ∈ Zn),

Ωk = {∆m
k : m ∈ Zn} (k ∈ Z),

Ω =
∪
k∈Z

Ωk.

Ω ÊËÀÓÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÊÖÁÄÁÓ - ÏÒÏÁÉÈ ÊÖÁÄÁÓ, áÏËÏ Ωk (k ∈ Z) ÊËÀÓÛÉ
ÛÄÌÀÅÀË ÊÖÁÄÁÓ - k-ÖÒÉ ÒÉÂÉÓ ÏÒÏÁÉÈ ÊÖÁÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ:

• k-ÖÒÉ ÒÉÂÉÓ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ
ÉÓÉÍÉ ØÌÍÉÀÍ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÃÀÚÏ×ÀÓ 1/2k ÓÉÂÒÞÉÓ ßÉÁÏÓ ÌØÏÍÄ
ÊÖÁÄÁÀÃ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ
ÌÉÓÉ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ k-ÖÒÉ ÒÉÂÉÓ ÊÖÁÉ;
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• k-ÖÒÉ ÒÉÂÉÓ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÄÁÉ ÌÉÉÙÄÁÉÀÍ k − 1 ÒÉÂÉÓ ÏÒÏÁÉÈÉ
ÊÖÁÄÁÉÓ ÃÀÚÏ×ÉÈ 2n ÝÀË ÔÏË ÊÖÁÀÃ. ÛÄÃÄÂÀÃ, k-ÖÒÉ ÒÉÂÉÓ
ÊÖÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÉÓÉ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ k − 1 ÒÉÂÉÓ
ÊÖÁÉ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ËÄÌÀ ÂÀÌÏáÀÔÀÅÓ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈ ÈÅÉÓÄÁÀÓ.

ËÄÌÀ 2.2.2. ÏÒÉ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÉ ÀÍ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ, ÀÍ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÀÈ-
ÂÀÍÉ ÌÏÉÝÀÅÓ ÌÄÏÒÄÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ I ÃÀ
J ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÄÁÉ. ÈÖ I ÃÀ J ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ÒÉÂÉÓ ÀÒÉÀÍ, ÌÀÛÉÍ ÉÓÉÍÉ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ. ÀÓÄ ÒÏÌ, ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ÂÅÒÜÄÁÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ I ∈ Ωp,
J ∈ Ωq , ÓÀÃÀÝ p ̸= q. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ p > q.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ

∆p−1 ∈ Ωp−1, ∆p−2 ∈ Ωp−2, . . . ,∆q ∈ Ωq

ÊÖÁÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÜÀÒÈÅÄÁÉ:

I ⊂ ∆p−1 ⊂ ∆p−2 ⊂ · · · ⊂ ∆q.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ∆q ÃÀ J ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ q ÒÉÂÉÓ ÌØÏÍÄ ÏÒÏÁÉÈ ÊÖÁÄÁÓ.
ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, ∆q ∩ J = ∅ ÀÍ ∆q = J . ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, I ∩ J = ∅ ÀÍ I ⊂ J . ÀÌÉÈ
ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.2.2. ÅÈØÅÀÈ, G ⊂ Rn ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÌÀ-
ÛÉÍ G ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÄÁÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÚÏÅÄËÉ k ∈ N-ÓÈÅÉÓ Πk-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ k-ÖÒÉ
ÒÉÂÉÓ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÉÓ G ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ, áÏËÏ Gk
ÉÚÏÓ Πk-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ (ÍÀá. 2.1).

ÍÀá. 2.1.

ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ áÃÄÁÀ (Gk) ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÓÀÌÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ:
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• G1 ⊂ G2 ⊂ . . . Gk ⊂ . . . ,
• Gk+1 \ Gk ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ k + 1 ÒÉÂÉÓ ÌØÏÍÄ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÄÁÉÓ

ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÊËÀÓÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ,
• (Gk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÀÌÏßÖÒÀÅÓ G ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, Ä.É.

∪∞
k=1Gk = G.

ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ ÄÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ k+1 ÒÉÂÉÓ ÌØÏÍÄ ÚÏÅÄËÉ
ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÉ ÉÛËÄÁÀ k ÒÉÂÉÓ ÌØÏÍÄ 2n ÝÀËÉ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉ-
ÀÍÄÁÀÃ. ÀÌ ×ÀØÔÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, Πk+1 ÊËÀÓÉÓ ÊÖÁÄÁÉ ÃÀÉÚÏ×ÉÀÍ ÏÒ
ãÂÖ×ÀÃ: ÐÉÒÅÄËÉ ÔÉÐÉÓ ÊÖÁÄÁÉ ÀÉÈÅÉÓÄÁÄÍ Πk ÊËÀÓÉÓ ÊÖÁÄÁÉÓ ÌÉÄÒ ÃÀÊÀ-
ÅÄÁÖË ÀÒÄÀËÓ, Ä.É. ÄÓ ÊÖÁÄÁÉ ÛÄÃÉÀÍ Gk ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÃÀ ÌÀÈÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ
ÂÅÀÞËÄÅÓ Gk-Ó, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÔÉÐÉÓ ÊÖÁÄÁÉ ÌÏÈÀÅÓÃÄÁÉÀÍ Gk ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÂÀÒÄÈ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÐÉÒÅÄË ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ.

ÌÄÓÀÌÄ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ G ßÄÒ-
ÔÉËÉ. Ik(x)-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ k-ÖÒÉ ÒÉÂÉÓ ÉÓ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÉ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÛÄÉÝÀÅÓ x ßÄÒÔÉËÓ. x ÀÒÉÓ G-Ó ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ Ik(x) ÊÖÁÄÁÉÓ ßÉÁÏÓ ÓÉÂÒÞÄÄÁÉ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÀÍ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ,
ÒÏÝÀ k → ∞, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ Ik(x) ⊂ G ÜÀÒÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ
ÃÉÃÉ k-ÓÀÈÅÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, x ∈ Gk ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ k-ÓÀÈÅÉÓ. ÀÌÉÈ ÌÄÓÀÌÄ
ÈÅÉÓÄÁÀ ÛÄÌÏßÌÄÁÖËÉÀ.

ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÓÀÌÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ G ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ G1

ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ Gk+1 \ Gk (k ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ,
ÀÌÀÓÈÀÍ, ÄÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÌÀÈ-
ÂÀÍÉ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÄÁÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖË ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÓ.
ÀÌÉÈ ÝáÀÃÉÀ, ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀØÅÄ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÂÀÍÀÆÏ-
ÂÀÃÄÁÄÍ ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÄÁÓ.

ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ ÓÉÌÒÀÅËÄ A ÀÒÉÓ Gδ ÔÉÐÉÓ, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÙÉÀ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ A1, A2, . . . ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ A =

∩∞
k=1Ak.

ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ Fσ ÔÉÐÉÓ, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÜÀÊÄÔÉËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ A1, A2, . . . ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ A =

∪∞
k=1Ak.

ÈÖ A ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ A =
∩∞
k=1Ak ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ ÚÏÅÄËÉ Ak ÓÉÌÒÀÅËÄ

ÀÒÉÓ Fσ ÔÉÐÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ A ÀÒÉÓ Fσδ ÔÉÐÉÓ, áÏËÏ ÈÖ A

ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ A =
∪∞
k=1Ak ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ ÚÏÅÄËÉ Ak ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ Gδ

ÔÉÐÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ A ÀÒÉÓ Gδσ ÔÉÐÉÓ.
ÆÄÌÏÈ ÀÙßÄÒÉËÉ ÂÆÉÈ ÉÍÃÖØÝÉÖÒÀÃ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ Gδσδ , Gδσδσ , . . .

ÃÀ Fσδσ, Fσδσδ, . . . ÔÉÐÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÝ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ Gδ ÔÉÐÉÓ,
áÏËÏ ÚÏÅÄËÉ ÙÉÀ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÉ, Fσ ÔÉÐÉÓ.
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2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÈÅËÀÃ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ
äØÏÍÃÄÓ Gδ ÔÉÐÉ.

3. ÅÈØÅÀÈ A1, A2, . . . ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÌÀÈÉ
ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ, ÈÖ ÈÉÈÏÄÖËÉ Ak ÓÉÌÒÀÅËÄ ÙÉÀÀ ÀÍ Gδ

ÔÉÐÉÓÀÀ.
4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f : Rn → R ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ßÄÒÔÉË-

ÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀØÅÓ Gδ ÔÉÐÉ.
5. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ fn : Rn → R ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅ-

ÒÏÁÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ Gδ ÔÉÐÉÓ.

§ 3. ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3.1. Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÔÄÒÌÉÍ ÁÉÒÈÅÉÓ ØÅÄÛ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ
ÜÀÊÄÔÉË ÁÉÒÈÅÓ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ ÒÀÃÉÖÓÉÈ.

B ÁÉÒÈÅÉÓ ÝÄÍÔÒÉ ÃÀ ÒÀÃÉÖÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, c(B) ÃÀ r(B)

ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÈ.
B ÁÉÒÈÅÓ ÅÖßÏÃÏÈ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÌÉÌÀÂÒÄÁÖËÉ, ÈÖ c(B) ∈ E.

ËÄÌÀ 2.3.1. ÅÈØÅÀÈ, E ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ B
ÀÒÉÓ E-ÆÄ ÌÉÌÀÂÒÄÁÖËÉ ÁÉÒÈÅÉ. ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ B-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ
B(0) ÃÀ B(1) ÁÉÒÈÅÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ ÌÉÌÀÂÒÄÁÖËÉÀ
E-ÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ËÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, B ÁÉÒÈÅÉÓ ÝÄÍÔÒÉ c(B) ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÙÅÀÒÉÈ ßÄÒÔÉËÓ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ B-Ó ÛÉÂÀ
ßÄÒÔÉËÄÁÉ x0 ÃÀ x1, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ
B(0) ÃÀ B(1) ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ ÒÏËÛÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÉÙÏÈ x0 ÃÀ x1 ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ
ÝÄÍÔÒÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÌÝÉÒÄ ÒÀÃÉÖÓÉÓ ÁÉÒÈÅÄÁÉ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.3.1. ËÄÌÀ 2.3.1-ÛÉ ÌÏÞÄÁÍÉËÉ B(0) ÃÀ B(1) ÁÉÒÈÅÄÁÉ ÛÄÉÞ-
ËÄÁÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÌÀÈ äØÏÍÃÄÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ßÉÍÀÓßÀÒ ÃÀÓÀáÄËÄ-
ÁÖËÉ ÓÉÌÝÉÒÉÓ ÒÀÃÉÖÓÄÁÉ.

ËÄÌÀ 2.3.1-ÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ B ÁÉÒÈÅÉÓÀÂÀÍ B(0) ÃÀ B(1) ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ
ßÀÒÌÏØÌÍÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ B-Ó ÃÉØÏÔÏÌÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÏÝÄÌÖË E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ
ÌÉÌÀÂÒÄÁÖËÉ ÒÀÉÌÄ B ÁÉÒÈÅÉ. ËÄÌÀ 2.3.1-ÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ B

ÁÉÒÈÅÉÈ ßÀÌÏßÚÄÁÖËÉ ÃÉØÏÔÏÌÉÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÀÂÄÁÖËÉ
B(i1, . . . , ik) ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ, ÓÀÃÀÝ k ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ,
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áÏËÏ ik ÉÍÃÄØÓÄÁÉ ÙÄÁÖËÏÁÄÍ 0-ÉÓ ÀÍ 1-ÉÓ ÔÏË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ. ÓÀáÄË-
ÃÏÁÒ, ÀÂÄÁÉÓ ßÄÓÉ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÉÀ: ÐÉÒÅÄË ÄÔÀÐÆÄ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ B-Ó ÃÉØÏ-
ÔÏÌÉÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ B(0) ÃÀ B(1) ÁÉÒÈÅÄÁÉ, ÌÄÏÒÄ ÄÔÀÐÆÄ - B(0) ÃÀ B(1)

ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ ÃÉØÏÔÏÌÉÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ B(0, 0), B(0, 1) ÃÀ B(1, 0), B(1, 1)

ÁÉÒÈÅÄÁÉ. ÀÌ ÐÒÏÝÄÓÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ B(i1, . . . , ik)

ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ ÆÄÌÏáÓÄÍÄÁÖË ÊËÀÓÓ. ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ

r(B(i1, . . . , ik)) <
1

k
,

ÒÉÓÉ ÌÉÙßÄÅÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓÀÝ ÀÂÄÁÀ ÉÞËÄÅÀ (Éá. ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.3.1).
ÀÌÒÉÂÀÃ, ÚÏÅÄËÉ ÏÒÏÁÉÈÉ i = (ik) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÜÀËÀÂÄ-

ÁÖËÉ ÃÀ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÒÀÃÉÖÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ:

B(i1), B(i1, i2), . . . , B(i1, . . . , ik), . . .

ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÀÓÄÈ ÁÉÒÈÅÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÀØÅÓ ÄÒÈßÄÒÔÉËÉÀÍÉ ÈÀ-
ÍÀÊÅÄÈÀ. ÄÓ ßÄÒÔÉËÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ xi-ÈÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ

c(B(i1, . . . , ik)) ∈ E (k ∈ N) ÃÀ c(B(i1, . . . , ik)) → xi (k → ∞).

ÀØÄÃÀÍ, E-Ó ÜÀÊÄÔÉËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ xi ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÊÖÈ-
ÅÍÄÁÀÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÃÌÉ. ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ i 7→ xi ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÀ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ ÚÅÄËÀ ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀÓÀáÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ, ÀÒÉÓ
ÉÍÄØÝÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ i = (ik) ÃÀ
i′ = (i′k) ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ. k0 ÉÚÏÓ ÌÉÍÉÌÀËÖÒÉ ÉÌ k ÉÍÃÄØÓÄÁÓ ÛÏ-
ÒÉÓ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ ik ̸= i′k. ÌÀÛÉÍ B(i1, . . . , ik0) ÃÀ B(i′1, . . . , i

′
k0
) ÁÉÒ-

ÈÅÄÁÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ B(i1, . . . , ik0−1) ÁÉÒÈÅÉÓ ÃÉØÏÔÏÌÉÉÈ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ
ÉÓÉÍÉ ÂÀÌÏÅËÄÍ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, xi ÃÀ xi′ ßÄÒÔÉËÄÁÉ
ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, xi ̸= xi′ . ÀÌÉÈ
i 7→ xi ÀÓÀáÅÉÓ ÉÍÄØÝÉÖÒÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ,
ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ,
ÌÉÅÉÙÄÁÈ cardE ≥ c ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, E ⊂ Rn ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÌÏ,
cardE ≤ c. ÓÀÁÏËÏÏÃ, ÊÀÍÔÏÒ-ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ
cardE = c ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÓ ÄßÏÃÄÁÀ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉ-
ËÉ, ÈÖ x-ÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÌÉÃÀÌÏ ÛÄÉÝÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÀÈÅËÀÃ ØÅÄÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3.2. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÝÄÒÈÉ ßÄÒÔÉËÉ
ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÓ. ÌÀÛÉÍ E ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ Qm ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ Rm
ÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ x ∈ E-ÓÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÉÈ ÒÀÝÉ-
ÏÍÀËÖÒÉ ÝÄÍÔÒÉÓÀ ÃÀ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÀÃÉÖÓÉÓ ÌØÏÍÄ ÙÉÀ
ÁÉÒÈÅÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ x ßÄÒÔÉËÓ ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ Bx ∩ E ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ. ÝáÀÃÉÀ, E ⊂

∪
x∈E

Bx. ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

E =
∪
x∈E

(Bx ∩ E).

ÚÏÅÄËÉ Bx (x ∈ E) ÁÉÒÈÅÉ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÏÒÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÈ
- ÝÄÍÔÒÉÈÀ ÃÀ ÒÀÃÉÖÓÉÈ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÉÄÊÖÈÅÍÄÁÉÀÍ ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ.
ÀØÄÃÀÍ, ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÝÍÏÁÉËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ
{Bx : x ∈ E} ÊËÀÓÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, E ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÃÂÀ
ÒÏÂÏÒÝ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ {Bx ∩E : x ∈
E} ÊËÀÓÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ E ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀ-
ÃÉÀ. �

ÛÄÃÄÂÉ 2.3.1. ÅÈØÅÀÈ, P ÀÒÉÓ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ
ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÌÀÛÉÍ E \ P ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ E \ P ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÝÄÒÈÉ ßÄÒÔÉËÉ
ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ x ∈ E \ P
ÉØÍÄÁÀ E \ P -Ó ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÉ, ÌÀÛÉÍ x ÌÉÈÖÌÄÔÄÓ ÉØÍÄÁÀ E-Ó
ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÉÝ. ÀÌÉÔÏÌ x ÌÉÄÊÖÈÅÍÄÁÀ P -Ó ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, x /∈ E\P ,
ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ x ∈ E \ P ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3.2-Ó, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ E \ P ÀÒÀ-
ÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3.3. ÚÏÅÄËÉ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉË-
ÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ, ÈÖ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀ-
ÃÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, E ÀÒÀÈÅËÀÃÉÀ. ÌÉÓÉ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉÚÏÓ
P . ãÄÒ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ P ÜÀÊÄÔÉËÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, P -Ó ßÄÒÔÉËÈÀ (xk)

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ x ßÄÒÔÉËÉÓ ÒÀÉÌÄ
B ÌÉÃÀÌÏ. ÌÀÛÉÍ B ÌÉÃÀÌÏ ÉØÍÄÁÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ ÍÏÌÒÉÓ
ÌØÏÍÄ xk ßÄÅÒÉÓÈÅÉÓÀÝ. xk ∈ P ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÉÀ E-ÓÈÅÉÓ, ÒÉÓ
ÂÀÌÏÝ B ∩ E ÀÒÀÈÅËÀÃÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, x ÀÒÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ
ßÄÒÔÉËÉ.

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ P ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, x ∈ P ÃÀ B ÀÒÉÓ x-ÉÓ
ÒÀÉÌÄ ÌÉÃÀÌÏ. ÌÀÛÉÍ B ∩ E ÀÒÀÈÅËÀÃÉÀ, áÏËÏ ÛÄÃÄÂÉ 2.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ,
B∩E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÉ, ÂÀÒÃÀ ÛÄÓÀÞËÏÀ ßÄÒÔÉËÈÀ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
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ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ, ÌÉÓÉÅÄ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÉÀ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,
B ∩ E ÛÄÉÝÀÅÓ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ ÁÄÅÒ ÌÉÓÓÀÅÄ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÓ, ÒÏÌ-
ËÄÁÉÝ, ÉÌÀÅÃÒÏÖËÀÃ, ÉØÍÄÁÉÀÍ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÝ.
ÀÌÂÅÀÒÀÃ, x-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ B ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÅÉÐÏÅÄÈ P ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ
ÁÄÅÒÉ ßÄÒÔÉËÉ. ÒÉÈÀÝ ÃÀÅÀÃÂÉÍÄÈ, ÒÏÌ P ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌ-
ÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉÚÏ Â. ÊÀÍÔÏÒÉÓÀ ÃÀ É. ÁÄÍÃÉØÓÏÍÉÓ
ÌÉÄÒ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3.4. ÚÏÅÄËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ F ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄ-
ÁÀ ÏÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÀÒÉÓ
ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ - ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. P -ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ F -ÉÓ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄ. F ÜÀÊÄÔÉËÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÌÉÓÉ ÃÀÌÀÔÄÁÀ F -ÉÓ ÊÏÍÃÄÍÓÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÓ
ÀÒ ÛÄÉÝÀÅÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, P ⊂ F . ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ E = P ∪ (E \
P ) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3.3-Ó ÃÀ ÛÄÃÄÂÉ 2.3.1-Ó,
ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÛÉ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ 2.3.1 ÃÀ 2.3.4 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ.

ÛÄÃÄÂÉ 2.3.2. Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÍ ÓÀÓÒÖ-
ËÉÀ, ÀÍ ÈÅËÀÃÉ, ÀÍÀÝ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ.

§ 4. ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ

A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ intA-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ A-Ó ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ.
ÅÈØÅÀÈ, ∆ ⊂ R ÒÀÉÌÄ ÓÄÂÌÄÍÔÉÀ. ÃÀÅÚÏÈ ∆ ÓÀÌ ÔÏË ÓÄÂÌÄÍÔÀÃ ÃÀ

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ ÌÀÈÉ ÃÀËÀÂÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ∆(0), ∆(1)

ÃÀ ∆(2)-ÉÈ. int∆(1) ÉÍÔÄÒÅÀËÓ ÃÀÅÀÒØÅÀÈ ∆-Ó ÛÖÀ ÍÀßÉËÉ.
∆ ⊂ R ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÂÀßÚÅÄÔÀ ÃÀÅÀÒØÅÀÈ ÏÐÄÒÀÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ∆-Ó

ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ ∆(0) ÃÀ ∆(2) ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÓ, ÀÍÖ ∆-Ó „ÂÀßÚÅÄÔÓ“
ÌÉÓÉ ÛÖÀ ÍÀßÉËÉÓ ÀÌÏÂÃÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÈÖ F ÀÒÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ∆1, . . . ,∆n ÓÄÂÌÄÍ-
ÔÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ, ÌÀÛÉÍ F -ÉÓ ÂÀßÚÅÄÔÀ ÃÀÅÀÒØÅÀÈ ÏÐÄÒÀÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ
F -Ó ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ ∆1, . . . ,∆n ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÂÀßÚÅÄÔÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ ÃÀÒÜÄÍÉË∪n
k=1(∆k(0) ∪∆k(2)) ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.
ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ (ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÃÉÓÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉ) D ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ,

ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÒÜÄÁÀ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÂÀÍ ÌÀÓÆÄ ÂÀßÚÅÄÔÉÓ
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ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ ÒÄÊÖÒÄÍÔÖËÉ ÌÏØÌÄÃÄÁÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ: D =

∩∞
n=1 Fn, ÓÀÃÀÝ F1 ÀÒÉÓ [0, 1]-ÉÓ ÂÀßÚÅÄÔÀ, F2 ÀÒÉÓ F1-ÉÓ

ÂÀßÚÅÄÔÀ ÃÀ À.Û. (ÍÀá. 2.2).

ÍÀá. 2.2.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÂÀÍ ãÄÒ ÖÍÃÀ
ÀÌÏÅÀÂÃÏÈ ÌÉÓÉ ÛÖÀ ÍÀßÉËÉ, ÛÄÌÃÄÂ ÃÀÒÜÄÍÉËÉ ∆(0) ÃÀ ∆(2) ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ-
ÓÀÂÀÍ ÖÍÃÀ ÀÌÏÅÀÂÃÏÈ ÌÀÈÉ ÛÖÀ ÍÀßÉËÄÁÉ ÃÀ À.Û. ÀÌ ÐÒÏÝÄÓÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ áÄËÖáËÄÁÄËÉ (ÀÍÖ ÀÒÀÀÌÏÂÃÄÁÖËÉ)
ßÄÒÔÉËÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

ÊÀÍÔÏÒÉÓ D ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÖÌÈÀÅÒÄÓÉ ÈÅÉÓÄÁÀ ÉÌÀÛÉ ÂÀÌÏ-
ÉáÀÔÄÁÀ, ÒÏÌ ÉÓ ÉÊÀÅÄÁÓ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÞÀËÉÀÍ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏ ÍÀßÉËÓ (ÌÉÓÉ
ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ãÀÌÉ 1-ÉÓ ÔÏËÉÀ), ÌÀÂÒÀÌ, ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ
ÀÌÉÓÀ, D ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÞÀËÉÀÍ ÁÄÅÒÉ ßÄÒÔÉËÉÀ, ÊÄÒÞÏÃ, ÉÓ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ
ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ. ØÅÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÓ ÃÀ ÓáÅÀ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

ÅÈØÅÀÈ, ∆ ⊂ R ÒÀÉÌÄ ÓÄÂÌÄÍÔÉÀ. n ≥ 2 ÃÀ i1, . . . , in ∈ {0, 1, 2}
ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ∆(i1, . . . , in) ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÉÍÃÖØÝÉÖÒÀÃ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÈ:

∆(i1, . . . , in) = ∆(i1, . . . , in−1)(in),

ÈÖ ∆-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ, ÂÅÄØÍÄÁÀ:

Fn =
∪

(i1,...,in)∈{0,2}n

∆(i1, . . . , in),

Fn+1 = Fn \
∪

(i1,...,in)∈{0,2}n

int∆(i1, . . . , in, 1).
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ÛÄÃÄÂÀÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÏÒ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ:

D =
∞∩
n=1

∪
(i1,...,in)∈{0,2}n

∆(i1, . . . , in),

D = [0, 1] \
(
int∆(1) ∪

∞∪
n=1

∪
(i1,...,in)∈{0,2}n

int∆(i1, . . . , in, 1)

)

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.4.1. ÊÀÍÔÏÒÉÓ D ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• D ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ;
• D ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉÀ;
• D-Ó ÀØÅÓ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ;
• D-Ó ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ãÀÌÉ 1-ÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ F0 = [0, 1]. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ D ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÀÂÄÁÉÓ n-ÖÒ ÄÔÀÐÆÄ Fn ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ ÅÀÂÃÄÁÈ 2n−1 ÝÀË ÉÍÔÄÒÅÀËÓ ÓÉÂ-
ÒÞÉÈ 1/3n, ÒÏÌËÄÁÉÝ Fn-ÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÂÀÍ ÃÀÛÏÒÄÁÖËÉÀ
1/3n ÌÀÍÞÉËÉÈ. ÀÌ ÛÄÍÉÛÅÍÀÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ:

1) D-Ó ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÃÀ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÓÀÄÒÈÏ ÁÏËÏÓ ÀÒÌØÏÍÄÀ;

2) D-Ó ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ãÀÌÖÒÉ ÓÉÂÒÞÄ ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÀ
∞∑
n=1

2n−1/3n ÌßÊÒÉÅÉÈ, ÒÏÌËÉÓ ãÀÌÉ 1-ÉÓ ÔÏËÉÀ;

3) D ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉÀ, ÊÄÒÞÏÃ, ÛÄÉÝÀÅÓ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀ-
ËÉÓ ÁÏËÏÄÁÓ.

1)-ÃÀÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 2.2.1-ÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ D ÓÒÖËÚÏ×É-
ËÉÀ. ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, 3)-ÉÓ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ D
ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÒÜÄÁÀ D-Ó ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÏÁÀ, Ä.É. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ⊂
[0, 1] ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓÀÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ J ⊂ I ØÅÄÉÍÔÄÒÅÀËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ
ÛÄÉÝÀÅÓ D-Ó ßÄÒÔÉËÄÁÓ. ÈÖ J ∩ D = ∅, ÌÀÛÉÍ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ. ÅÈØÅÀÈ,
J∩D ̸= ∅. ÀÅÀÒÜÉÏÈ ÒÀÉÌÄ x ∈ I∩D ßÄÒÔÉËÉ. x ÀÒÉÓ I ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÛÉÂÀ
ßÄÒÔÉËÉ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ n-ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, Fn-ÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ
ÉÓ ∆(i1, . . . , in) ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ x-Ó, ÀÙÌÏÜÍÃÄÁÀ ÜÀÒÈÖËÉ I

ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ. ÌÀÛÉÍ ∆(i1, . . . , in) ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÛÖÀ int∆(i1, . . . , in, 1) ÍÀßÉËÉ
ÉØÍÄÁÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÜÀÒÈÖËÉÀ
I-ÛÉ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, J-Ó ÒÏËÛÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÉÙÏÈ int∆(i1, . . . , in, 1)

ÉÍÔÄÒÅÀËÉ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÀÂÄÈ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ ÃÀ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉ E ⊂ [0, 1] ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓ
ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ãÀÌÉ ßÉÍÀÓßÀÒ ÃÀÓÀáÄËÄÁÖËÉ a ∈
(0, 1) ÒÉÝáÅÉÓ ÔÏËÉÀ.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÒÉÈÌÄÔÉÊÖËÉ
ÓÔÒÖØÔÖÒÀ: ÉÓ ÛÄÃÂÄÁÀ ÌáÏËÏÃ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÉÌ ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÒÏÌËÄ-
ÁÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÓ ÉÓÄÈÉ

∑∞
k=1 εk/3

k ÓÀÌÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÉÓ ÓÀáÉÈ,
ÒÏÌËÉÓ ÓÀÌÏÁÉÈ εk ÈÀÍÒÉÂÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÀÒÝÄÒÈÉ ÀÒÀÀ 1-ÉÓ ÔÏËÉ. ÀÌ
×ÀØÔÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀØÅÓ ÊÏÍÔÉ-
ÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ.

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ {x1 + x2 : x1, x2 ∈ D} = [0, 2].
4. ÀÀÂÄÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÙÉÀ Qk ⊂ [0, 1]n ÊÖÁÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ,

ÒÏÌËÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ [0, 1]n ÊÖÁÀÌÃÄ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ ÃÀ ÀÒÓÀÃ
ÌÊÅÒÉÅÉÀ.
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È À Å É 3

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÄÁÉ

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÀÒÉÀÍ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÓÉÌÒÀÅËÖ-
ÒÉ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ (ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ, ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ, ÓáÅÀÏÁÀ ÃÀ
À.Û.) ÌÉÌÀÒÈ, ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÃÀÔÅÉÒÈÅÀ ÀØÅÈ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ. ÀÌ ÈÀÅÛÉ ÂÀÍáÉ-
ËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÌ ÔÉÐÉÓ ÊËÀÓÄÁÉ ÃÀ ÌÀÈÉ ÓÀÁÀÆÉÓÏ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

§ 1. ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÄÁÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÔÉÐÄÁÉ

ØÅÄÌÏÈ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ X ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ ÂÀÍ-
ÅÉáÉËÀÅÈ X-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÄÁÓ.

ÅÈØÅÀÈ, H ⊂ 2X ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÊËÀÓÉÀ. ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ Ω ⊂
2X ÊËÀÓÓ ÅÖßÏÃÏÈ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ (ÈÅËÀÃÉ H-ÃÀÛËÀ),
ÈÖ: Ω ÓÀÓÒÖËÉÀ (ÈÅËÀÃÉÀ), Ω-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ, Ω ⊂ H ÃÀ A =

∪
B∈ΩB.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÝÀÒÉÄË H ⊂ 2X ÊËÀÓÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ, ÈÖ
ÉÓ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÐÉÒÏÁÄÁÓ:

• ÈÖ A,B ∈ H, ÌÀÛÉÍ A ∩B ∈ H;
• ÈÖ A,B ∈ H, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ A \B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÈÀÍÀÊÅÄÈÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.
ÓáÅÀÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÜÀÊÄÔÉËÏÁÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÊÉ, ÌÏÉÈáÏÅÄÁÀ ÌÉÓÉ ÛÄÓÖÓÔÄÁÖËÉ
×ÏÒÌÀ - ÓáÅÀÏÁÀ ÖÍÃÀ ÉÛËÄÁÏÃÄÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÀÓÒÖË
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÃ (ÍÀá. 3.1).

ÍÀá. 3.1.



ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÓ. ÄÓ ÂÀ-
ÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÌÄÏÒÄ ÐÉÒÏÁÉÃÀÍ, ÈÖ ÀÅÉÙÄÁÈ A = B.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÈÀÍÀÊÅÄ-
ÈÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, Ä.É. ÈÖ A1, . . . , An ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ H
ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÓ, ÌÀÛÉÍ

∩n
k=1Ak ∈ H.

ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÓ ÉÞËÄÅÉÀÍ {∅} ÃÀ 2X ÊËÀÓÄÁÉ. ÌÀÈÂÀÍ
ÐÉÒÅÄËÉ ÖÙÀÒÉÁÄÓÉÀ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ H ⊂ 2X ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÈÀ ÛÏÒÉÓ,
ÌÄÏÒÄ ÊÉ - ÖÌÃÉÃÒÄÓÉ. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ
ÌÀÂÀËÉÈÓ ÉÞËÄÅÀ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÛÄÌÃÄÂÉ ÊËÀÓÉ:

I = {∅} ∪ {(a, b] : a, b ∈ R, a < b}.

ÍÀáÄÅÒÀÃÙÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I ÊËÀÓÓ ÓÀÁÀÆÉÓÏ ÃÀÔÅÉÒÈÅÀ ÀØÅÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÛÉ.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÝÀÒÉÄË H ⊂ 2X ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÍÀáÄÅÀÒÀËÂÄÁÒÀ, ÈÖ
ÉÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÀ ÃÀ ÛÄÉÝÀÅÓ X-Ó.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÝÀÒÉÄË H ⊂ 2X ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÂÏËÉ, ÈÖ ÉÓ ÀÊÌÀ-
ÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÐÉÒÏÁÄÁÓ:

• ÈÖ A,B ∈ H, ÌÀÛÉÍ A ∪B ∈ H;
• ÈÖ A,B ∈ H, ÌÀÛÉÍ A \B ∈ H.

ÒÂÏËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÈÀÍÀÊÅÄÈÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÀÌÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ
ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ A∩B = A \ (A \B). ÀÌÒÉÂÀÃ, ÒÂÏËÉ ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÓÀÝ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÂÏËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÈÀÍÀÊÅÄÈÉÓ, ÓáÅÀÏÁÉÓÀ ÃÀ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ
ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÀáÄÅÒÀÃÙÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I ÊËÀÓÉ ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ
ÒÂÏËÓ.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÝÀÒÉÄË H ⊂ 2X ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀËÂÄÁÒÀ, ÈÖ ÉÓ
ÒÂÏËÉÀ ÃÀ ÛÄÉÝÀÅÓ X-Ó.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÝÀÒÉÄË H ⊂ 2X ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ σ-ÒÂÏËÉ, ÈÖ ÉÓ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÐÉÒÏÁÄÁÓ:

• ÈÖ A1, A2, · · · ∈ H, ÌÀÛÉÍ
∪∞
n=1An ∈ H;

• ÈÖ A,B ∈ H, ÌÀÛÉÍ A \B ∈ H.

ÌÄÏÒÄ ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÄÊÖÈÅÍÉÓ σ-ÒÂÏËÓ,
ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÐÉÒÅÄËÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ σ-ÒÂÏ-
ËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÏÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÀÌÒÉÂÀÃ,
σ-ÒÂÏËÉ ÉÌÀÅÃÒÏÖËÀÃ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÒÂÏËÓÀÝ.
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ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ σ-ÒÂÏËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÈÅËÀÃÉ ÈÀÍÀÊÅÄÈÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ
ÌÉÌÀÒÈÀÝ, ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ {A1, A2, . . . } ⊂ H, ÌÀÛÉÍ

∩∞
n=1An ∈ H. ÄÓ ÌÔÊÉÝ-

ÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÌÒÀÅËÖÒÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ:
∞∩
n=1

An = A1 \
∞∪
n=2

(A1 \An).

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÝÀÒÉÄË H ⊂ 2X ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ σ-ÀËÂÄÁÒÀ, ÈÖ ÉÓ
σ-ÒÂÏËÉÀ ÃÀ ÛÄÉÝÀÅÓ X-Ó.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÆÒÃÀÃÉ, ÈÖ An ⊂ An+1

ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ. ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃÉ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ
ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÔÏËÏÁÉÈ:

lim
n→∞

An =

∞∪
n=1

An.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÊËÄÁÀÃÉ, ÈÖ An ⊃ An+1

ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ. ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÄÁÀÃÉ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ
ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÔÏËÏÁÉÈ:

lim
n→∞

An =

∞∩
n=1

An.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃ ÃÀ ÊËÄÁÀÃ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÄßÏÃÄÁÀÈ.
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÝÀÒÉÄË H ⊂ 2X ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÊËÀÓÉ,

ÈÖ H-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅ-
ÒÄÁÈÀÍ ÄÒÈÀÃ H ÛÄÉÝÀÅÓ ÀÌ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÓÀÝ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.1.1. ÅÈØÅÀÈ, H ⊂ 2X . ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍ-
ÔÖÒÉÀ:

1) H ÀÒÉÓ σ-ÒÂÏËÉ;
2) H ÀÒÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÒÂÏËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ σ-ÒÂÏËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄ-
ÁÉÃÀÍ.

ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ
ÂÅÀØÅÓ ÒÀÉÌÄ An ∈ H ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ. H ÒÂÏËÉÝÀÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ,

∪n
k=1Ak ∈ H

ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÈÅÉÓ. ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ,
∪n
k=1Ak ⊂

∪n+1
k=1 Ak (n ∈ N). ÀØÄÃÀÍ,∪∞

k=1Ak =
∪∞
n=1

∪n
k=1Ak ÔÏËÏÁÉÓÀ ÃÀ 2) ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ

ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ
∪∞
k=1Ak ∈ H. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÀÂÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÈÀÍÀÊÅÄÈÉÓÀ ÃÀ ÂÀÄÒÈÉ-
ÀÍÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÓ.
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2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÛÖÀËÄÃÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ.
3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ßÒ×ÉÓ ÚÅÄËÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ

ÒÂÏËÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ÀÒÉÓ σ-ÒÂÏËÉ.
4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÈÅËÀÃÉ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÉÓÉ ÉÓ

ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÍ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ, ÀÍÀÝ ÀØÅÈ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃÉ ÃÀÌÀÔÄÁÀ, ØÌÍÉÀÍ σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ.

5. ÀÀÂÄÈ H ÒÂÏËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ σ-ÒÂÏËÓ, ÌÀÂÒÀÌ H-ÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÈÅËÀÃÉ ÏãÀáÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ H-Ó.

6. ÅÈØÅÀÈ, H ÒÂÏËÉÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ A + B = A△B, A · B = A ∩ B.
ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ÓÀáÉÓ ÛÄÊÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ H, ÒÏÂÏÒÝ ÀËÂÄÁÒÖËÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÀ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒ
ÒÂÏËÓ.

§ 2. ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.1. ÅÈØÅÀÈ, H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A,A1,
. . . , An ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ A \

∪n
k=1Ak ÓÉÌÒÀÅËÉÓ

H-ÃÀÛËÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÉÌÓãÄËÏÈ ÉÍÃÖØÝÉÉÈ n-ÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. n = 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÃÀÍ. ÅÈØÅÀÈ, n >
1 ÃÀ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ n− 1 ÝÀËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ C1, . . . , Cp ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ

A \ (A1 ∪ · · · ∪An−1) = C1 ∪ · · · ∪ Cp.

ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

A \ (A1 ∪ · · · ∪An−1 ∪An) = (C1 \An) ∪ · · · ∪ (Cp \An).

ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ ÌÄÏÒÄ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÈÉÈÏÄÖËÉ Ci \ An ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ ÉÀÒÓÄÁÄÁÓ ÌÉÓÉ H-ÃÀÛËÀ - Ωi. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ Ω1, . . . ,Ωp ÊËÀÓÄÁÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÌÏÂÅÝÄÌÓ A\

∪n
k=1Ak ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-

ÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.2. ÅÈØÅÀÈ, H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A1, . . . ,
An ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ Ω ÊËÀÓÉ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ

1) Ω ÀÒÉÓ
∪n
k=1Ak ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ;

2) ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ Ωk ⊂ Ω ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÀÒÉÓ Ak ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ
∪n
k=1Ak ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ H-ÃÀÛËÉÓ ÀÒÓÄ-

ÁÏÁÀ ÀÃÅÉËÀÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.1-ÃÀÍ, ÈÖÌÝÀ ÄÓ ÀÒÀÀ ÓÀÊÌÀÒÉ-
ÓÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÌÏÉÈáÏÅÄÁÀ ÉÓÄÈÉ ÃÀÛËÉÓ ÀÂÄÁÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ
ÄØÍÄÁÀ 2) ÈÅÉÓÄÁÀÝ.

ÅÉÌÓãÄËÏÈ ÉÍÃÖØÝÉÉÈ n-ÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. n = 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝáÀ-
ÃÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, n > 1 ÃÀ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ n−1 ÝÀËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈ-
ÅÉÓ. ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÃÀÛÅÄÁÀ A1, A2 , . . . , An−1 ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ
ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÌÀÈÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ H-ÃÀÛËÀ, ÛÄÃÂÄÍÉËÉ
C1, C2, . . . , Cp ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÂÀÍ.∪n

k=1Ak ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÉÛËÄÁÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÛÄÌÃÄÂ ÓÀÌ ãÂÖ×ÀÃ:

An \ (A1 ∪ · · · ∪An−1);

C1 \An, . . . , Cp \An;

C1 ∩An, . . . , Cp ∩An.
ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.1-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ãÂÖ×ÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ-

ÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÌÀÈÉ H-ÃÀÛËÄÁÉ: ∆, ∆1, . . . ,∆p ÊËÀÓÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ,
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ. ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ ÌÄÓÀÌÄ ãÂÖ×ÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ, ÉÓÉÍÉ ØÌÍÉÀÍ H-
ÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÀÓÒÖË ∆∗ ÊËÀÓÓ. ÌÀÒÔÉÅÉ
ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ∆ ∪ ∆1 ∪ · · · ∪ ∆p ∪ ∆∗ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÓÀÞÉÄÁÄË Ω ÊËÀÓÓ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, X1, . . . , Xn ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ. H1 ⊂ 2X1 , . . . ,Hn ⊂
2Xn ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÊËÀÓÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÄßÏÃÄÁÀ X1×· · ·×Xn-
ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÄÌÃÄÂ ÊËÀÓÓ

{A1 × · · · ×An : A1 ∈ H1, . . . , An ∈ Hn}

ÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ H1 × · · · × Hn ÜÀÍÀßÄÒÉÈ. ÒÏÝÀ H1 = · · · = Hn = H, ÌÀÛÉÍ
H1 × · · · ×Hn ÍÀÌÒÀÅËÓ ÄßÏÃÄÁÀ H ÊËÀÓÉÓ n-ÖÒÉ áÀÒÉÓáÉ ÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ
Hn ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.3. ÈÖ H1 ⊂ 2X1 , . . . ,Hn ⊂ 2Xn ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÍÀáÄÅÀÒ-
ÒÂÏËÄÁÓ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÈÉ H1 × · · · × Hn ÍÀÌÒÀÅËÉ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ n = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÂÀÍÅÉáÉ-
ËÏÈ H1 × H2 ÊËÀÓÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ A = A1 × A2 ÃÀ B = B1 × B2

ßÀÒÌÏÌÀÃÂÄÍÄËÉ. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

(A1 ×A2) ∩ (B1 ×B2) = (A1 ∩B1)× (A2 ∩B2); (1)

(A1 ×A2) \ (B1 ×B2) = [(A1 \B1)× (A2 \B2)] ∪

∪ [(A1 \B1)× (A2 ∩B2)] ∪ [(A1 ∩B1)× (A2 \B2)]. (2)
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ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ H1 ÃÀ H2 ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÄÁÉÀ, (1)-ÃÀÍ ÌÉÅÉ-
ÙÄÁÈ A ∩B ∈ H1 × H2 ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ A1 \B1 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H1-ÃÀÛËÀ - {C1, . . . , Cp}, ÃÀ A2 \B2

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H2-ÃÀÛËÀ - {D1, . . . , Dq}. ÌÀÛÉÍ (2) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ
ÃÀÅßÄÒÈ,

(A1 ×A2) \ (B1 ×B2) =

=

[ p∪
i=1

q∪
j=1

(Ci ×Dj)

]
∪
[ p∪
i=1

(Ci × (A2 ∩B2))

]
∪
[ q∪
j=1

((A1 ∩B1)×Dj)

]
.

ÌÉÙÄÁÖË ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÛÉ ÌÏÍÀßÉËÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄ-
ÈÉÀ ÃÀ ÉÓÉÍÉ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ H1 × H2 ÊËÀÓÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, H1 × H2 ÊËÀÓÉ ÍÀáÄÅÀ-
ÒÒÂÏËÉÀ.

ÖÊÅÄ ÂÀÍáÉËÖËÉ n = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÉÍÃÖØÝÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ,
ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ≥ 2-ÓÈÅÉÓ. ÓÀÀÌÉ-
ÓÏÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÁÉãÉÓ ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÄÁÉÓÀÓ H1 × · · · ×Hn−1 ×Hn
ÃÀ (H1 × · · · × Hn−1) × Hn ÊËÀÓÄÁÉÓ ÂÀÉÂÉÅÄÁÀ, ÒÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÌÉÉÙ-
ßÄÅÀ (x1, . . . , xn−1, xn) ÃÀ ((x1, . . . , xn−1), xn) ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓ ÂÀÉÂÉÅÄÁÉÈ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ In ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ, ÒÏÂÏÒÝ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÛÄÃÂÄÁÀ
ÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ ÙÉÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÂÀÍ (ÍÀá. 3.2), Ä.É.

In = {∅} ∪

{
n
×
k=1

(ak, bk] : a1 < b1, . . . , an < bn

}
.

I ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.3-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÍÀá. 3.2.

ÛÄÃÄÂÉ 3.2.1. ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ, In ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ.
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÒÉÓ ÈÖ ÀÒÀ ÒÂÏËÄÁÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÊÅËÀÅ ÒÂÏËÉ?

§ 3. ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÊËÀÓÄÁÉ

ËÄÌÀ 3.3.1. ÒÂÏËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏãÀáÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ ÒÂÏËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ ÒÂÏËÄÁÉÓ (Hγ)γ∈Γ ÏãÀáÉ.
ÃÀÅÖÛÅÀÈ, A,B ∈

∩
γ∈Γ Hγ . ÌÀÛÉÍ A,B ∈ Hγ ÚÏÅÄËÉ γ ∈ Γ-ÓÈÅÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ,

A∪B,A \B ∈ Hγ ÚÏÅÄËÉ γ ∈ Γ-ÓÈÅÉÓ, ÀÍÖ A∪B,A \B ∈
∩
γ∈Γ Hγ . ÀÌÉÈ

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 3.3.1. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ËÄÌÀ 3.3.1-ÉÓ ÀÍÀËÏ-
ÂÉÖÒÉ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÀËÂÄÁÒÉÓ, σ-ÒÂÏËÉÓ, σ-ÀËÂÄÁÒÉÓ ÃÀ
ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÊËÀÓÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÃÀ ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ H ⊂ 2X ÊËÀÓÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÉ
ÒÂÏËÉ ÌÀÉÍÝ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÀÓ ÛÄÉÝÀÅÓ, ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÀÓÄÈÉÀ 2X ÊËÀÓÉ. ÀÌ
ÛÄÍÉÛÅÍÉÓÀ ÃÀ ËÄÌÀ 3.3.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÛÄÌÏÙÄÁÀ: H ⊂ 2X ÊËÀÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÒÂÏËÉ ÄßÏÃÄÁÀ
H-ÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ R ⊂ 2X ÒÂÏËÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀÓ ÃÀ ÉÂÉ ÀÙÉ-
ÍÉÛÍÄÁÀ ÓÉÌÁÏËÏÈÉ r(H). ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ r(H) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÍÉÌÀËÖÒÓ
H-ÉÓ ÛÄÌÝÅÄË ÒÂÏËÈÀ ÛÏÒÉÓ.

r(H) ÊËÀÓÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÉÀÍ H ÊËÀÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÀË-
ÂÄÁÒÀ, σ-ÒÂÏËÉ, σ-ÀËÂÄÁÒÀ ÃÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÊËÀÓÉ. ÉÓÉÍÉ, ÛÄÓÀÁÀ-
ÌÉÓÀÃ, ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÉÀÍ a(H), σr(H), σa(H) ÃÀ m(H) ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÈ.

ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ H ÊËÀÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÀÌÀ ÈÖ ÉÌ
ÔÉÐÉÓ ÊËÀÓÉÓ ÀÙßÄÒÀ ÓÀÊÌÀÏÃ ÒÈÖËÉ ÓÀÊÉÈáÉÀ, ÈÖÌÝÀ, ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÈ
ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÒÂÏËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀáÀ-
ÓÉÀÈÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.3.1. H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÒÂÏËÉ ßÀÒÌÏÀÃ-
ÂÄÍÓ H-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄ-
ÁÉÓÀÂÀÍ ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÊËÀÓÓ, Ä.É.

r(H) =

{
n∪
k=1

Ak : n ∈ N, A1, . . . , An ∈ H

}
.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

M =

{
n∪
k=1

Ak : n ∈ N, A1, . . . , An ∈ H

}
.

ÈÖ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ÒÂÏËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ, ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ r(H) ÒÂÏËÉÀ ÃÀ ÉÂÉ ÛÄÉÝÀÅÓ H-Ó, ÃÀÅÀÓ-
ÊÅÍÉÈ M ⊂ r(H) ÜÀÒÈÅÀÓ. ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ M ÒÂÏËÉÀ, ÒÉÈÀÝ ÃÀÅÀÃ-
ÂÄÍÈ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË ÜÀÒÈÅÀÓ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÄÏÒÄÌÀÓ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, A,B ∈ M,
Ä.É. ÉÓÉÍÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÉÀÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

A =

n∪
k=1

Ak, B =

m∪
i=1

Bi,

ÓÀÃÀÝ A1, . . . , An ∈ H ÃÀ B1, . . . , Bm ∈ H. A ∪B ∈ M ÌÉÊÖÈÅÍÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ.
ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ A \B ∈ M. ÂÅÀØÅÓ,

A \B =

n∪
k=1

(
Ak \

m∪
i=1

Bi

)
.

ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.1-Ó, ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÉÈ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ Ck,1, . . . , Ck,qk ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ, ÉÓÄÈÄÁÓ, ÒÏÌ

Ak \
n∪
i=1

Bi =

qk∪
q=1

Ck,q.

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, Ck,q (k ∈ 1, n; q ∈ 1, qk) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ A \ B
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ H ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ
ÓÀáÉÈ, Ä.É. A \B ∈ M. ÀÌÒÉÂÀÃ, M ÒÂÏËÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 3.3.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÚÏÅÄËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÀÌÀÅÄ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÌÉÓ ÂÀÈ-
ÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 3.3.1-ÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÅÀÒÉÀÍÔÉ: H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÒÂÏËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ H-ÛÉ
ÛÄÌÀÅÀË ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÓÀÓÒÖËÉ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓÀÂÀÍ ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÊËÀÓÓ.

ØÅÄÌÏÈ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÏÒÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÌÄáÖÈÄ ÈÀÅÛÉ, ÆÏÌÉÓ
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÓÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.3.2. ÒÂÏËÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ σ-ÒÂÏËÉ ÃÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ
ÊËÀÓÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ, Ä.É. ÈÖ H ÒÂÏËÉÀ, ÌÀÛÉÍ σr(H) = m(H).
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÉÃÀÍ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÒÀÃÂÀÍ σr(H) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ
ÌÏÍÏÔÏÍÖÒ ÊËÀÓÓ, ÀÌÉÔÏÌ σr(H) ⊃ m(H).

ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ m(H) ÒÂÏËÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 3.1.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ
m(H) ÉØÍÄÁÀ σ-ÒÂÏËÉÝ. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ m(H) ⊃ σr(H), ÒÀÝ
ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÏÂÅÝÄÌÓ m(H) = σr(H) ÔÏËÏÁÀÓ.

A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ m(H) ÊËÀÓÉÃÀÍ ÅÖßÏÃÏÈ ÈÀÍáÌÏÁÀÛÉ ÌÚÏ×É,
ÈÖ ÌÀÈÈÀÍ ÄÒÈÀÃ A∪B, A \B ÃÀ B \A ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ m(H)
ÊËÀÓÓ. ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ, ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ m(H) ÊËÀÓÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ ÈÀÍáÌÏÁÀÛÉ.

A ∈ m(H)-ÓÈÅÉÓ ÌÀÓÈÀÍ ÈÀÍáÌÏÁÀÛÉ ÌÚÏ×É ÚÅÄËÀ B ∈ m(H) ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ΩA-ÈÉ. ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ:

(I) ÚÏÅÄËÉ A ∈ m(H)-ÓÈÅÉÓ ΩA ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ m(H)-ÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒ
ØÅÄÊËÀÓÓ.

ÅÈØÅÀÈ, Bn ∈ ΩA ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ. ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:
Bn ∪ A,Bn \ A,A \ Bn ∈ m(H). ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ Bn ∪ A ÃÀ Bn \ A
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ ÆÒÃÀÃÉÀ, áÏËÏ A \Bn - ÊËÄÁÀÃÉ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, m(H) ÊËÀÓÉÓ
ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ:

1) A ∪
∞∪
n=1

Bn =
∞∪
n=1

(A ∪Bn) ∈ m(H);

2)
( ∞∪
n=1

Bn

)
\A =

∞∪
n=1

(Bn \A) ∈ m(H);

3) A \
∞∪
n=1

Bn =
∞∩
n=1

(A \Bn) ∈ m(H).

ÀÌÒÉÂÀÃ,
∪∞
n=1Bn ∈ ΩA. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ

ÊËÄÁÀÃÉ Bn ∈ m(H) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
∩∞
n=1Bn ∈ ΩA

ÌÉÊÖÈÅÍÄÁÀÓ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ΩA ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÊËÀÓÉÀ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ:

(II) ÈÖ A ∈ m(H) ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ΩA ÊËÀÓÉ ÀÙÌÏÜÍÃÄÁÀ H-ÉÓ ÛÄÌ-
ÝÅÄËÉ, ÌÀÛÉÍ ÉÂÉ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ m(H) ÊËÀÓÓ.

ÄÓ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (I) ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÃÀÍ, m(H) ÊËÀÓÉÓ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ.

ÝáÀÃÉÀ, H ÒÂÏËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÀÍáÌÏÁÀÛÉÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ
ÚÏÅÄËÉ A ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ΩA ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ H-Ó, ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ,
(II) ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ΩA = m(H). ÀÌÒÉÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ H
ÊËÀÓÉÃÀÍ ÈÀÍáÌÏÁÀÛÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÉÌÒÀÅËÄÓÈÀÍ m(H) ÊËÀÓÉÃÀÍ. ÄÓ ÊÉ
ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ B ∈ m(H)-ÓÈÅÉÓ ΩB ÌÏÉÝÀÅÓ H-Ó. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÊÅËÀÅ
(II) ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ΩB = m(H) ÔÏËÏÁÀÓ. ÒÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ
ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ m(H) ÊËÀÓÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÀÍáÌÏÁÀÛÉÀ. ÀÌÉÈ
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 3.3.2-ÃÀÍ.

ÛÄÃÄÂÉ 3.3.1. ÀËÂÄÁÒÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÊËÀÓÉ ÃÀ σ-
ÀËÂÄÁÒÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ H ÊËÀÓÉÓÀ ÃÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ H ∩ E ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙ-
ÅÍÉÛÍÏÈ H ÊËÀÓÉÓ ÊÅÀËÉ E ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ, Ä.É. ÛÄÌÃÄÂÉ ÊËÀÓÉ

H ∩ E = {A ∩ E : A ∈ H}.

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ, ÈÖ H ÊËÀÓÉ σ-ÀËÂÄÁÒÀÀ, ÌÀÛÉÍ σ-ÀËÂÄÁÒÀÀ
H∩E ÊËÀÓÉÝ. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÓáÅÀ ÔÉÐÉÓ ÊËÀÓÄÁÉÓ
(ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ, ÒÂÏËÉ ÃÀ À.Û.) ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.3.3. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ H ÊËÀÓÉÓÀ ÃÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖË-
ÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ: σa(H) ∩ E = σa(H ∩ E).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, H ∩ E ⊂ σa(H) ∩ E. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÉÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ,
ÒÏÌ σa(H) ∩ E ÊËÀÓÉ σ-ÀËÂÄÁÒÀÀ, ÅßÄÒÈ,

σa(H ∩ E) ⊂ σa(H) ∩ E. (1)

ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ (1)-ÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÜÀÒÈÅÀ. ÓÀÀÌÉÓÏÃ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ
σa(H ∩ E) ÊËÀÓÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ Ω ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀ: Ω ÉÚÏÓ ÊËÀÓÉ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ A ∪ B ÓÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÓÀÃÀÝ A ∈ σa(H ∩ E)

ÃÀ B ∈ σa(H ∩ E). ÀØ E ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÀÓ, Ä.É. X \ E
ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

Ω ÊËÀÓÓ ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ: 1) Ω ÀÒÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ ÃÀ 2) H ⊂ Ω. ÐÉÒÅÄËÉ
ÈÅÉÓÄÁÀ ÀÃÅÉËÀÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ ÉÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÒÏÌ σa(H∩E) ÃÀ σa(H∩E)

ÊËÀÓÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ σ-ÀËÂÄÁÒÄÁÓ. ÌÄÏÒÄ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÊÉ
ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ A = (A∩E)∪(A∩E) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
A ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ.

Ω ÊËÀÓÉÓ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ σa(H) ⊂ Ω ÜÀÒÈÅÀÓ.
ÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÀÝ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÝáÀÃ ÔÏËÏÁÀÓ: Ω ∩ E =

σa(H ∩ E), ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

σa(H) ∩ E ⊂ Ω ∩ E = σa(H ∩ E).

ÀÌÒÉÂÀÃ,

σa(H) ∩ E ⊂ σa(H ∩ E). (2)

(1) ÃÀ (2) ÜÀÒÈÅÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÌÉÖÈÉÈÄÈ ÌÀÂÀËÉÈÉ ÏÒÉ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓÀ, ÒÏÌÄËÈÀ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ ÀÒ ßÀÒ-
ÌÏÀÃÂÄÍÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÓ.

2. ÀÙßÄÒÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÊËÀÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÒÂÏ-
ËÉÓ ÓÔÒÖØÔÖÒÀ.

§ 4. ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ

(X, d) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉÓÀÂÀÍ
ßÀÒÌÏØÌÍÉË σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ (X, d) ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ ÄßÏÃÄÁÀ
ÃÀ ÉÂÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ B(X, d) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ. B(X, d)-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ
(X, d) ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÈáÉ ÊËÀÓÉ : H1 = {E ⊂ Rn :

E ÜÀÊÄÔÉËÉÀ}, H2 = {E ⊂ Rn : E ÙÉÀÀ}, H3 = In ÃÀ H4 =
{ n

×
i=1

(−∞, bi] :

b1, . . . , bn ∈ R
}
. ÀÌ ÊËÀÓÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.4.1. ÈÉÈÏÄÖËÉ σa(H1), σa(H2), σa(H3) ÃÀ σa(H4)
ÊËÀÓÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÔÏËÉÀ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÉÓ.

ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ σ-ÀËÂÄÁÒÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÀÒÔÉÅÀÃ
ÌÏßÌÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ËÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ.

ËÄÌÀ 3.4.1. ÅÈØÅÀÈ, ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ Ω1 ÃÀ Ω2 ÊËÀÓÄÁÉ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ
Ω1 ⊂ σa(Ω2) ÃÀ Ω2 ⊂ σa(Ω1). ÌÀÛÉÍ σa(Ω1) = σa(Ω2).

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ H = {E ⊂ Rn : E ÊÏÌÐÀØÔÖ-
ÒÉÀ}. ÓÀÜÅÄÍÄÁÄËÉ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ σa(H) = σa(Hi) ÚÏÅÄËÉ i ∈ 1, 4-ÓÈÅÉÓ.

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ
H ⊂ σa(H1) ÜÀÒÈÅÀÓ.

Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÊÏÌÐÀØÔÖÒ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÓÄÈÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÊ-
ÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÉÓÀÊÄÍ
ÊÒÄÁÀÃÉ ÒÀÃÉÖÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÊÏÍÝÄÍÔÒÖË ÜÀÊÄÔÉË ÁÉÒÈÅÄÁÈÀÍ. ÀÌ ×ÀØÔÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ H1 ⊂ σa(H) ÜÀÒÈÅÀÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÌÀ 3.4.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ
σa(H) = σa(H1).

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÖÒ-
ÈÉÄÒÈÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÀÒÉÀÍ, ËÄÌÀ 3.4.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ:
σa(H1) = σa(H2).
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ÚÏÅÄËÉ
n
×
i=1

(ai, bi] ∈ H3 ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÙÉÀ

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÉÓ ÓÀáÉÈ:

n
×
i=1

(ai, bi] =

∞∩
k=1

n
×
i=1

(ai, bi + 1/k).

ÛÄÃÄÂÀÃ, H3 ⊂ σa(H2). ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ
ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ In ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 2.2.2), ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ H2 ⊂ σa(H3).
ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÌÀ 3.4.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ σa(H2) = σa(H3).

ÚÏÅÄËÉ
n
×
i=1

(−∞, bi] ∈ H4 ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÀ:

n
×
i=1

(−∞, bi] =

∞∪
k=1

n
×
i=1

(bi − k, bi].

ÛÄÃÄÂÀÃ, H4 ⊂ σa(H3). ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
n
×
i=1

(ai, bi] ∈ H3 ÌÏÍÀÊÅÄ-

ÈÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ,

n
×
i=1

(ai, bi] =
n
×
i=1

(−∞, bi] \
n∪
j=1

n
×
i=1

∆i,j , (1)

ÓÀÃÀÝ ∆i,j = (−∞, bi], ÈÖ i ̸= j ÃÀ ∆i,i = (−∞, ai]. (1)-ÃÀÍ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ
H3 ⊂ σa(H4). ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ËÄÌÀ 3.4.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÌÉÉÙÄÁÀ σa(H3) = σa(H4)

ÔÏËÏÁÀ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 3.4.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 3.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÓØÄÌÉÈ
ÃÂÉÍÃÄÁÀ, ÒÏÌ

n
×
i=1

(−∞, bi),
n
×
i=1

[ai,∞),
n
×
i=1

(ai,∞)

ÓÀáÉÓ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓáÉÅÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ σ-ÀËÂÄÁÒÄÁÉ
ÀÂÒÄÈÅÄ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ (X, d) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ ÛÄÉÝÀÅÓ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

2. ÅÈØÅÀÈ, H ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (X, d) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÅÄËÀ ÙÉÀ ÁÉÒÈÅÉÓ
ÊËÀÓÓ. ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÈÖ ÀÒÀ H ÊËÀÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ σ-ÀËÂÄÁÒÀ
(X, d) ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ?

3. ÅÈØÅÀÈ, (X, d) ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉ ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÄÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÀÒ-
ÓÄÁÏÁÓ ÌÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ H ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÈ ßÀÒ-
ÌÏØÌÍÉËÉ σ-ÀËÂÄÁÒÀ ÄÌÈáÅÄÅÀ (X, d) ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ.
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È À Å É 4

ÆÏÌÀ

ÆÏÌÉÓ ÝÍÄÁÀ ÂÀÍÀÆÏÂÀÃÄÁÓ ÉÓÄÈÉ ÒÄÀËÖÒÉ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÁÖÍÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ
ÓÉÃÉÃÄÄÁÓ, ÒÏÂÏÒÉÝÀÀ ÓÉÂÒÞÄ, ×ÀÒÈÏÁÉ, ÌÏÝÖËÏÁÀ ÃÀ ÌÀÓÀ. ÀÌ ÈÀÅÛÉ
ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ ÆÏÌÉÓ ÓÀÁÀÆÉÓÏ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÃÀ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ.

§ 1. ÆÏÌÀ ÃÀ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ

1. ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÔÉÐÉ. ÅÈØÅÀÈ, X - ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉ-
ÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÛÄÓßÀÅËÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃ ÏÁÉÄØÔÄÁÓ ßÀÒÌÏÀÃ-
ÂÄÍÄÍ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÔÉÐÉÓ µ : H → (−∞,∞] ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÓÀÃÀÝ H
ÀÒÉÓ X-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÊËÀÓÉ.

ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ ∞+∞ = ∞, ∞+∞+ · · · = ∞ ÃÀ a+∞ = ∞+a =

∞ (a ∈ R).

µ : H → (−∞,+∞] ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ:

• ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÉ, ÈÖ(
A ∈ H, n ∈ N, A1, . . . , An ∈ H, A =

n∪
k=1

Ak

)
⇒ µ(A) ≤

n∑
k=1

µ(Ak);

• ÀÃÉÝÉÖÒÉ, ÈÖ(
A ∈ H, n ∈ N, A1, . . . , An ∈ H, Ai ∩Aj = ∅(i ̸= j), A =

n∪
k=1

Ak

)
⇒

⇒ µ(A) =

n∑
k=1

µ(Ak);

• ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÉ (ÀÍ ÊÉÃÄÅ, σ-ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÉ),
ÈÖ(
A ∈ H, A1, A2, · · · ∈ H, A =

∞∪
k=1

Ak

)
⇒ µ(A) ≤

∞∑
k=1

µ(Ak);



• ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÉ (ÀÍ ÊÉÃÄÅ, σ-ÀÃÉÝÉÖÒÉ), ÈÖ(
A ∈ H, A1, A2, · · · ∈ H, Ai ∩Aj = ∅(i ̸= j), A =

∞∪
k=1

Ak

)
⇒

⇒ µ(A) =

∞∑
k=1

µ(Ak);

• ÆÒÃÀÃÉ, ÈÖ

(A,B ∈ H, A ⊂ B) ⇒ µ(A) ≤ µ(B);

• ÓÀÓÒÖËÉ, ÈÖ µ(A) <∞ ÚÏÅÄËÉ A ∈ H-ÓÈÅÉÓ;
• ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ, ÈÖ sup{|µ(A)| : A ∈ H} <∞;
• σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ, ÈÖ X ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉÛÀËÏÓ ÉÓÄÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉ-

ËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ Xn ∈ H (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÀÃ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ
sup{|µ(A)| : A ∈ H, A ⊂ Xn} <∞ ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.1.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉ-
ÝÉÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ µ ÆÒÃÀÃÉÀ. ÌÀÛÉÍ(

A ∈ H, n ∈ N, A1, . . . , An ∈ H, A ⊂
n∪
k=1

Ak

)
⇒ µ(A) ≤

n∑
k=1

µ(Ak).

ÌÀÒÈËÀÝ, ÆÒÃÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØ-
ÍÄÁÀ,

µ(A) ≤
n∑
k=1

µ(Ak ∩A) ≤
n∑
k=1

µ(Ak).

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÈÖ µ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃ-
ÀÃÉÝÉÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ µ ÆÒÃÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ(

A ∈ H, A1, A2, · · · ∈ H, A ⊂
∞∪
k=1

Ak

)
⇒ µ(A) ≤

∞∑
k=1

µ(Ak).

2. ÆÏÌÉÓ ÃÀ ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÝÍÄÁÄÁÉ. ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË µ

×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÆÏÌÀ, ÈÖ ÌÀÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• µ(∅) = 0;
• µ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ;
• µ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.1.2. µ(∅) = 0 ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ
ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÃÀÍ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÌÉÓÉ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ. ÌÀÒÈËÀÝ,
ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ A1, . . . , An ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ×ÉÂÖÒÉÒÄÁÄÍ
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ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÛÉ, ÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÖÍÃÀ ÛÄÅÀÅ-
ÓÏÈ A1, . . . , An, ∅, ∅, . . . ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÌÃÄ ÃÀ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÆÏÌÉÓ
ÌÄÓÀÌÄ ÃÀ ÐÉÒÅÄËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÆÏÌÉÓ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÌÀÒÔÉÅÉ ÌÀÂÀËÉÈÉ:

1) X ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, H = 2X ÃÀ µ(A) = 0 (A ∈ H);
2) X ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, H = 2X ÃÀ ÚÏÅÄËÉ A ∈ H

ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ µ(A) = cardA, ÈÖ A ÓÀÓÒÖËÉÀ ÃÀ µ(A) = ∞, ÈÖ A

ÖÓÀÓÒÖËÏÀ. ÀÓÄÈ ÆÏÌÀÓ ÃÀÌÈÅËÄË ÆÏÌÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ;
3) X = {x1, . . . , xn}, H = 2X , p1, . . . , pn ≥ 0 ÃÀ

µ(A) =
∑

{k:xk∈A}

pk (A ∈ H).

ÝÏÔÀ ÌÏÂÅÉÀÍÄÁÉÈ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÆÏÌÉÓ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓÉ ÌÀÂÀËÉ-
ÈÄÁÉ: ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÓÉÂÒÞÄ, ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÓ ×ÀÒÈÏÁÉ ÃÀ ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄ-
ÁÉÀÍÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÀ ÐÀÒÀËÄËÄÐÉÐÄÃÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÀ.

ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË µ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ, ÈÖ ÌÀÓ
ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• µ(∅) = 0;
• µ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ;
• µ ÀÃÉÝÉÖÒÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.1.3. ÆÏÌÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀ, ÉÌÀÅ-
ÃÒÏÖËÀÃ, ÀÒÉÓ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀÝ. ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÀÂÀËÉÈÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖ-
ËÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÀÒÀÀ. ÅÈØÅÀÈ, φ : R → R ×ÖÍØÝÉÀ
ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: φ(x) = 0, ÈÖ x ≤ 0 ÃÀ φ(x) = 1, ÈÖ x > 0;
áÏËÏ µ ÀÒÉÓ I ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ:
µ(∅) = 0 ÃÀ µ((a, b]) = φ(b)− φ(a) ((a, b] ∈ I). ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ,
ÒÏÌ µ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀÀ. ÀÌÀÓÈÀÍ µ ÀÒÀÀ ÆÏÌÀ, ÅÉÍÀÉÃÀÍ (1/2n, 1/2n−1] ÛÖÀ-
ËÄÃÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÒÙÅÄÖËÉÀ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ.
ÊÄÒÞÏÃ, ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

µ

( ∞∪
n=1

(1/2n, 1/2n−1]

)
= µ((0, 1]) = 1.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ ÊÉ,

∞∑
n=1

µ((1/2n, 1/2n−1]) = 0.
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, X = {x1, x2, . . . , xn, . . . }, H = 2X , pn ≥ 0 (n ∈ N) ÃÀ

µ(A) =
∑

{n: xn∈A}

pn (A ∈ H).

ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ µ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

§ 2. ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÃÀÍ
ÒÂÏËÆÄ

ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÀÒÔÉÅÉ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ, ÍÀ-
áÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÆÏÌÀ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ ÀÌ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÓ ÛÄÌÝÅÄË
ÌÉÍÉÌÀËÖÒ ÒÂÏËÆÄ, ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ H-ÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË r(H) ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÆÏÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ µ-Ó ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÀÁÉãÉ I: ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ. ÅÈØÅÀÈ, A ∈ r(H).
ÈÄÏÒÄÌÀ 3.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÒÓÄÁÏÁÓ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ - {C1,

. . . , Cn}. ν(A) ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

ν(A) =

n∑
i=1

µ(Ci).

ν ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ ÊÏÒÄØÔÖËÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ A-Ó ÒÀÉÌÄ
ÓáÅÀ H-ÃÀÛËÀ - {D1, . . . , Dn}. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ i ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ
{Ci∩D1, . . . , Ci∩Dm} ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ Ci ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ, áÏËÏ ÚÏÅÄËÉ
j ∈ 1,m-ÓÈÅÉÓ {C1∩Dj , . . . , Cn∩Dj} ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ Dj ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ.
ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

n∑
i=1

µ(Ci) =

n∑
i=1

m∑
j=1

µ(Ci ∩Dj) =

m∑
j=1

n∑
i=1

µ(Ci ∩Dj) =

m∑
j=1

µ(Dj),

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ν-Ó ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÊÏÒÄØÔÖËÏÁÀÓ.
ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ν ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ ÃÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ µ-Ó ÂÀÂÒÞÄ-

ËÄÁÀÓ r(H) ÒÂÏËÆÄ.

ÍÀÁÉãÉ II: ν ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, A,A1,

A2, · · · ∈ r(H), A1, A2, . . . ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ
A =

∪∞
i=1Ai. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ - {C1, . . . , Cn}, áÏËÏ

ÚÏÅÄËÉ i ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ Ai ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ - {Ci,1, . . . , Ci,ni}.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ:
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1) ÚÏÅÄËÉ j ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ, Ci,p ∩ Cj (i ∈ N, p ∈ 1, ni) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ
ØÌÍÉÀÍ Cj ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÅËÀÃ H-ÃÀÛËÀÓ;

2) ÚÏÅÄËÉ i ∈ N ÃÀ p ∈ 1, ni ÉÍÃÄØÓÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, Ci,p ∩ Cj (j ∈ 1, n)

ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ Ci,p ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀÓ.
ÀÌ ÏÒÉ ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀ µ ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓ-

ßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

ν(A) =

n∑
j=1

µ(Cj) =

n∑
j=1

∞∑
i=1

ni∑
p=1

µ(Ci,p ∩ Cj) =
∞∑
i=1

ni∑
p=1

n∑
j=1

µ(Ci,p ∩ Cj) =

=

∞∑
i=1

ni∑
p=1

µ(Ci,p) =

∞∑
i=1

ν(Ai).

ÀÌÉÈ ν ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ν ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÀØÅÓ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

ÍÀÁÉãÉ III: ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ. ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ν ÀÒÉÓ
ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÛÄÓÀÞËÏ ÆÏÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ µ-Ó ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ r(H)
ÒÂÏËÆÄ. ÅÈØÅÀÈ, λ ÀÒÉÓ r(H)-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃ-
ÂÄÍÓ µ-Ó ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. ÓÀàÉÒÏÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ λ ÃÀ ν ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÔÏËÏÁÀ. ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ A ∈ r(H)-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÉÓÉ ÒÀÉÌÄ H-ÃÀÛËÀ - {C1, . . . , Cn}.
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

λ(A) =

n∑
i=1

λ(Ci) =

n∑
i=1

µ(Ci) = ν(A).

ÒÉÈÀÝ λ ÃÀ ν ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÉÂÉÅÖÒÏÁÀ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ.

ÆÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ν ÀÒÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÆÏ-
ÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ µ-Ó ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ r(H) ÒÂÏËÆÄ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌ-
ÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.1-ÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÍÀËÏÂÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄ-
ËÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ H-ÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË r(H) ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ µ-Ó ÂÀÂÒÞÄ-
ËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ áÃÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÀÍÀ-
ËÏÂÉÖÒÀÃ.
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§ 3. ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.3.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ:

• ÈÖ A,A1, A2, · · · ∈ H, A1, A2, · · · ⊂ A ÃÀ Ai ∩ Aj = ∅
(i ̸= j), ÌÀÛÉÍ

∑∞
k=1 µ(Ak) ≤ µ(A). ÛÄÃÄÂÀÃ, µ ÆÒÃÀÃÉÀ;

• ÈÖ A,B,B \A ∈ H, A ⊂ B ÃÀ µ(A) <∞, ÌÀÛÉÍ µ(B \A) =
µ(B)− µ(A);

• ÈÖ A,B,A ∪ B ∈ H, ÃÀ µ(A), µ(B) ÒÉÝáÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈ-
ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÓÀÓÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ µ(A∪B) = µ(A)+µ(B)−µ(A∩
B);

• µ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.2-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ,
ÒÏÌ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÏÈ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÈ, ÒÏÝÀ H ÒÂÏ-
ËÉÀ.

ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ: ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÏÁÉÓÀ ÃÀ
ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

µ(A) = µ(A1) + · · ·+ µ(An) + µ

(
A \

n∪
k=1

Ak

)
≥ µ(A1) + · · ·+ µ(An).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ.
ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ: ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ A ∪ B = A ∪ (B \ A), ÓÀÉÃÀÍÀÝ,

ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ: µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B \A). ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ
ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÂÅÄØÍÄÁÀ: µ(A∩B) ≤ min(µ(A), µ(B)) <∞. ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ
ÌáÒÉÅ, ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).

ÌÄÏÈáÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ: ÅÈØÅÀÈ, A ∈ H, n ∈ N, A1, . . . , An ∈ H ÃÀ A =∪n
k=1Ak. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

B1 = A1, Bn = An \
n−1∪
k=1

Ak (2 ≤ k ≤ n).

ÝáÀÃÉÀ, B1, . . . , Bn ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ H-Ó, ÉÓÉÍÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀ-
ÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ

∪n
k=1Ak =

∪n
k=1Bk. ÀØÄÃÀÍ ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ

ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅßÄÒÈ,

µ(A) = µ

(
n∪
k=1

Ak

)
= µ

(
n∪
k=1

Bk

)
=

n∑
k=1

µ(Bk) ≤
n∑
k=1

µ(Ak).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÈÄÏÒÄÌÀ 4.3.2. ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÛÄÌÏÅÉ-
×ÀÒÂËÏÈ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÈ.

ÅÈØÅÀÈ, A,A1, A2, · · · ∈ H ÃÀ A =
∪∞
n=1An. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

B1 = A1, Bn = An \
n−1∪
k=1

Ak (n ≥ 2).

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (Bn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÅËÀÃ H-
ÃÀÛËÀÓ. ÀØÄÃÀÍ ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅ-
ßÄÒÈ, ÒÏÌ

µ(A) =

∞∑
n=1

µ(Bn) ≤
∞∑
n=1

µ(An).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.3.3. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

1) µ ÆÏÌÀÀ;
2) µ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀÀ ÃÀ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÌÉÉÙÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.3.2-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓ-
ßÉÍÄÁÉÈ, áÏËÏ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓ-
ßÉÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.3.1-ÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀÓÊÅÍÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H σ-ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, An ∈ H
ÃÀ µ(An) = 0 (n ∈ N). ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ µ

(∪∞
n=1An

)
= 0.

2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H σ-ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ ÃÀ µ(X) = 1.
ÃÀÅÖÛÅÀÈ, An ∈ H ÃÀ µ(An) = 1 (n ∈ N). ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ µ

(∩∞
n=1An

)
=

1.
3. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ ÃÀ µ(X) = 1.

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, A1, . . . , An ∈ H ÃÀ µ(A1) + · · · + µ(An) > n − 1. ÀÜÅÄÍÄÈ,
ÒÏÌ µ

(∩n
k=1Ak

)
> 0.

4. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ H-ÛÉ
ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÁÉÍÀÒÖËÉ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ: A,B ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉÓÀÈÅÉÓ A ∼ B ⇔ µ(A △ B) = 0. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ: a) ÀÙÍÉÛÍÖËÉ
ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ ÀÒÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ, Ä.É. ÀØÅÓ ÒÄ×ËÄØÓÖÒÏÁÉÓ,
ÓÉÌÄÔÒÉÖËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ; b) ÈÖ A ∼ B, ÌÀÛÉÍ
µ(A) = µ(B) = µ(A ∩ B); c) ÚÅÄËÀ ÉÌ A ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ, ÀÒÉÓ ÒÂÏËÉ.

5. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍ-
ØÝÉÀ: d(A,B) = µ(A △ B) (A,B ∈ H). ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ: a) d ÀÒÉÓ
„ÍÀáÄÅÀÒÌÀÍÞÉËÉ“, Ä.É. ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ: d(A,B) ≥ 0, d(A,B) = d(B,A)
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ÃÀ d(A,B) ≤ d(A,C) + d(C,B); b) ÈÖ A1 ∼ B1 ÃÀ A2 ∼ B2, ÌÀÛÉÍ
d(A1, B1) = d(A2, B2).

§ 4. ÆÏÌÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ

ÅÈØÅÀÈ, H ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÊËÀÓÉÀ ÃÀ µ : H → [0,∞]

ÒÀÉÌÄ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. µ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ:

• ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ A ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÈÖ H ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÈÀ ÚÏÅÄËÉ ÆÒÃÀÃÉ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÀÒÉÓ
A, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ: µ(A) = lim

n→∞
µ(An);

• ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ A ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÈÖ H ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÚÏÅÄËÉ ÊËÄÁÀÃÉ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÀÒÉÓ
A ÃÀ ÒÏÌËÉÓ ÄÒÈÉ ßÄÅÒÉ ÌÀÉÍÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ µ(An) < ∞
ÐÉÒÏÁÀÓ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ: µ(A) = lim

n→∞
µ(An);

• ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ, ÈÖ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÏÅÄË A ∈ H ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÆÄ;

• ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ, ÈÖ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÏÅÄË A ∈ H ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.4.1. ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ØÅÄÌÏÃÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, µ - H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ,
A ∈ H, (An) - H-ÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ lim

n→∞
An = A.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ H
ÊËÀÓÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÒÂÏËÓ.

ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ N ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ(AN ) = ∞, ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ
ÞÀËÉÈ, µ(A) ≥ µ(AN ) = ∞ ÃÀ µ(An) ≥ µ(AN ) = ∞ (n ≥ N), ÓÀÉÃÀÍÀÝ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ.

ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ÒÜÄÁÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ µ(An) <∞ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ. (An)
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ,

A = A1 ∪ (A2 \A1) ∪ (A3 \A2) . . . .

A1, A2 \A1, A3 \A2, . . . ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÏÁÉÓÀ ÃÀ
ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ,

µ(A) = µ(A1) + µ(A2 \A1) + µ(A3 \A2) + . . . . (1)

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÖÒÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ 4.3.1-ÉÓ ÌÄÏÒÄ
ÃÀÓÊÅÍÉÓ ÞÀËÉÈ, ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ÔÏËÉÀ:

µ(A1) + [µ(A2)− µ(A1)] + [µ(A3)− µ(A2)] + · · ·+ [µ(An)− µ(An−1)],
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ÒÏÌÄËÉÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, µ(An)-ÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, µ(A) = lim
n→∞

µ(An).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.4.2. ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÆÄÌÏÃÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, µ - H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ,
A ∈ H, (An) - H-ÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÄÁÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ
µ(An) <∞ ÒÏÌÄËÉÌÄ n-ÓÈÅÉÓ ÃÀ lim

n→∞
An = A.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ H
ÊËÀÓÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÒÂÏËÓ.

ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ µ(A1) < ∞. ÈÄÏÒÄÌÀ
4.4.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅßÄÒÈ:

µ(A1 \A) = µ

( ∞∪
n=2

(A1 \An)

)
= lim
n→∞

µ(A1 \An).

ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ µ(A1) < ∞ ÐÉÒÏÁÉÈ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.3.1-ÉÓ ÌÄÏÒÄ ÃÀÓ-
ÊÅÍÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

µ(A1)− µ(A) = lim
n→∞

(µ(A1)− µ(An)),

ÒÉÈÀÝ ÓÀÓÖÒÅÄËÉ ÆÙÅÀÒÉÈÉ ÔÏËÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖ-
ËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.4.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.4.2 ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÀÒ ÒÜÄÁÀ, ÈÖ ÆÄÌÏÃÀÍ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÛÉ ÀÒ ÌÏÅÉÈáÏÅÈ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÈÀ ÛÏÒÉÓ
ÄÒÈ-ÄÒÈÉÓÀÈÅÉÓ ÌÀÉÍÝ µ(An) < ∞ ÐÉÒÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀÓ. ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÛÄ-
ÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÀÂÀËÉÈÉ. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ ÃÀÌÈÅËÄËÉ ÆÏÌÀ ÍÀÔÖÒÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ
ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ An = {n, n+1, . . . } (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, (An) ÊËÄÁÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ lim

n→∞
An = ∅. ÄÒÈÉ ÌáÒÉÅ

ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ µ
(

lim
n→∞

An
)
= µ(∅) = 0, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, An ÓÉÌÒÀÅ-

ËÄÄÁÉ ÖÓÀÓÒÖËÏÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, µ(An) = ∞ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ, ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ,
lim
n→∞

µ(An) = ∞.

ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀáÀÓÉÀÈÃÄÓ ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÔÄÒ-
ÌÉÍÄÁÛÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.4.3. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

1) µ ÆÏÌÀÀ;
2) µ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀÀ ÃÀ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ;
3) µ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀÀ ÃÀ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ;
4) µ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀÀ ÃÀ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÝÀÒÉÄË ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2), 1) ⇒ 3) ÃÀ 1) ⇒ 4) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÄÁÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀ-
ÒÄÏÁÄÍ 4.4.1 ÃÀ 4.4.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ, áÏËÏ 3) ⇒ 4) ÝáÀÃÉÀ. ÀÓÄ ÒÏÌ,
ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ 2) ⇒ 1) ÃÀ 4) ⇒ 1)

ÉÌÐËÉÊÀÝÉÄÁÉ.
ÅÈØÅÀÈ, ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ 2) ÐÉÒÏÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ A,A1, A2, · · · ∈ H, An

ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ A =
∪∞
n=1An. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Bn =
∪n
k=1Ak (n ∈ N). (Bn) ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃÉ

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÃÀ lim
n→∞

Bn = A, ÀÌÉÔÏÌ µ-Ó ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓÀ ÃÀ ÀÃÉ-

ÝÉÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

µ(A) = lim
n→∞

µ(Bn) = lim
n→∞

n∑
k=1

µ(Ak) =

∞∑
k=1

µ(Ak).

ÀÌÉÈ µ-Ó ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ, Ä.É. µ ÆÏÌÀÀ.
ÅÈØÅÀÈ, ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ 4) ÐÉÒÏÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ A,A1, A2, · · · ∈ H, An

ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ A =
∪∞
n=1An. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Bn =
∪n
k=1Ak ÃÀ Cn = A \Bn (n ∈ N). µ-Ó ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÚÏÅÄËÉ

n-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

µ(A) =

n∑
k=1

µ(Ak) + µ(Cn). (2)

(Cn) ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÄÁÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÃÀ lim
n→∞

Cn = ∅,
ÀÌÉÔÏÌ ÝÀÒÉÄË ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ µ-Ó ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ,
lim
n→∞

µ(Cn) = 0. ÛÄÃÄÂÀÃ, (2)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

µ(A) = lim
n→∞

n∑
k=1

µ(Ak) + lim
n→∞

µ(Cn) =

∞∑
k=1

µ(Ak).

ÀÌÉÈ µ-Ó ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ, Ä.É. µ ÆÏÌÀÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌ-
ÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÄßÏÃÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ
ÄËÄÌÄÍÔÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÉÓ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÈÀ ÖÓÀÓÒÖ-
ËÏ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀÛÉ. ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ
lim
n→∞

An ÀÍÀÝ lim sup
n→∞

An ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ØÅÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÄßÏÃÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ
ÄËÄÌÄÍÔÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÉÓ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÚÅÄËÀ ßÄÅÒÛÉ,
ÂÀÒÃÀ ÛÄÓÀÞËÏÀ ßÄÅÒÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓÀ. ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (An) ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÉÓ ØÅÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ lim

n→∞
An ÀÍÀÝ lim inf

n→∞
An ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.
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ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏ-
ÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

lim
n→∞

An =

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak, lim
n→∞

An =

∞∪
n=1

∞∩
k=n

Ak.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉ, ÈÖ ÌÉÓÉ ÆÄÃÀ ÃÀ
ØÅÄÃÀ ÆÙÅÒÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÊÒÄÁÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ lim
n→∞

An ÜÀÍÀ-

ßÄÒÉÈ ÃÀ ÄßÏÃÄÁÀ ÌÉÓÉ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ÆÙÅÒÄÁÉÓ ÓÀÄÒÈÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ.
ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ ÊÒÄ-

ÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÀÈÉ ÆÙÅÒÄÁÉÓ ÀÃÒÄ ÛÄÌÏÙÄÁÖËÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÄÁÉ ÈÀÍáÌÏÁÀÛÉÀ
ÊÒÄÁÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÒÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÓÈÀÍ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÀ ÁÏÒÄË-ÊÀÍÔÄËÉÓ ËÄÌÉÓ ÓÀáÄËßÏÃÄÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.4.4. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H σ-ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÆÏÌÀ. ÈÖ An ∈ H (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ∑∞

n=1 µ(An) <∞, ÌÀÛÉÍ µ
(

lim
n→∞

An
)
= 0.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Bn =
∪∞
k=nAk (n ∈ N). ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ,

ÒÏÌ:
1) (Bn) ÊËÄÁÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ;
2) lim

n→∞
Bn = lim

n→∞
An;

3) Bn ∈ H (n ∈ N) ÃÀ µ(Bn) ≤
∑∞
k=n µ(Ak).

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÆÏÌÉÓ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ
ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ

∑∞
k=1 µ(Ak) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ, ÃÀÅßÄÒÈ,

µ
(

lim
n→∞

An
)
= µ

(
lim
n→∞

Bn
)
= lim
n→∞

µ(Bn) = 0.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H σ-ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ ÃÀ {An : n ∈ N} ⊂
H. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ µ

(
lim

n→∞
An

)
≤ lim

n→∞
µ(An).

2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H σ-ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ, {An : n ∈ N} ⊂ H
ÃÀ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ n, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ µ

(∪∞
k=nAk

)
< ∞. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ

µ
(

lim
n→∞

An

)
≥ lim

n→∞
µ(An).

3. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H σ-ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ, {An : n ∈ N} ⊂ H
ÃÀ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ n, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ µ

(∪∞
k=nAk

)
< ∞. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÂÀÒÃÀ

ÀÌÉÓÀ, (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ µ
(

lim
n→∞

An

)
=

lim
n→∞

µ(An).

59



§ 5. ÌÏÝÖËÏÁÀ

v = vn-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÏÝÖËÏÁÀ, Ä.É. ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÏØÌÄÃÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÄÓÉÈ:

v(∅) = 0 ÃÀ ÚÏÅÄËÉ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
n
×
k=1

(ak, bk] ∈ In ÌÏÍÀÊÅµÄÈÉÓÀÈÅÉÓ,

v
( n

×
k=1

(ak, bk]
)
=

n∏
k=1

(bk − ak).

ÄÒÈ ÃÀ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ v ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÌÏÉáÓÄ-
ÍÉÄÁÄÍ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÂÒÞÄÓ ÃÀ ×ÀÒÈÏÁÓ. ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ
ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ, v ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÌÏÝÖËÏÁÀ.

ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ, ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÏÝÖËÏÁÀÓ ÀØÅÓ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. ÈÀÅ-
ÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÀ ÀÒÉÓ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.1 ÝáÀÃÉÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÖÌÝÀ ÍÄÁÉÓÌÉ-
ÄÒÉ n-ÓÈÅÉÓ ÌÉÓÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÀÒÀÀ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÃÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏ-
ËÄÁÉÓÀ ÃÀ ÊÅÀÆÉÆÏÌÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ØÅÄ-
ÌÏÈ ÉØÍÄÁÀ ÂÀÍáÉËÖËÉ.

ÅÈØÅÀÈ, X1 ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, H1 - X1-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÉÓ ÒÀÉÌÄ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ, áÏËÏ µ1 - H1-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÌÓÂÀÅÓÉ ÓÀáÉÈ ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ X2

ÓÉÌÒÀÅËÄ, H2 ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ ÃÀ µ2 ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ.
ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, H1 ÃÀ H2 ÊËÀÓÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ßÀÒÌÏ-

ÀÃÂÄÍÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ H1×H2 ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ1 × µ2 ×ÖÍØÝÉÀ:

(µ1 × µ2)(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2) (A1 ∈ H1, A2 ∈ H2).

µ1×µ2 ×ÖÍØÝÉÀÓ µ1 ÃÀ µ2 ÊÅÀÆÉÆÏÌÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÄßÏÃÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.2. ÊÅÀÆÉÆÏÌÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÀÒÉÓ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ.

ÅÈØÅÀÈ, H1 ÃÀ H2 ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÄÁÉÀ. Π ÊËÀÓÓ ÅÖßÏÃÏÈ A1 × A2 ∈
H1×H2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÁÀÃÉÓÄÁÖÒÉ H1×H2-ÃÀÛËÀ, ÈÖ Π ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÓÀáÉÈ:
Π = Π1 × Π2, ÓÀÃÀÝ Π1 ÀÒÉÓ A1 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ H1-ÃÀÛËÀ, áÏËÏ Π2

ÊÉ - A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ H2-ÃÀÛËÀ, Ä.É. A1 ×A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÁÀÃÉÓÄÁÖÒÉ
ÃÀÛËÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ A1 ÃÀ A2 ÈÀÍÀÌÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ ÃÀÛËÀÈÀ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÓÀáÉÈ.

ËÄÌÀ 4.5.1. ÅÈØÅÀÈ, H1 ÃÀ H2 ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÄÁÉÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, A1 ×
A2 ∈ H1×H2 ÃÀ Ω = {P1×Q1, . . . , Pn×Qn} ÀÒÉÓ A1×A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
H1 × H2-ÃÀÛËÀ. ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ Π ÊËÀÓÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ:
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• Π ÀÒÉÓ A1 ×A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÁÀÃÉÓÄÁÖÒÉ H1 × H2-ÃÀÛËÀ;
• ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ Π-Ó ØÅÄÊËÀÓÉ Πk, ÒÏÌÄËÉÝ
ÀÒÉÓ Pk ×Qk ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÁÀÃÉÓÄÁÖÒÉ H1 × H2-ÃÀÛËÀ.

ÍÀá. 4.1-ÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ËÄÌÀ 4.5.1-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÉËÖÓÔÒÀÝÉÀ H1×H2 =

I2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÍÀá. 4.1.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ
n∪
k=1

Pk = A1,

n∪
k=1

Qk = A2. (1)

ÈÖ {P1, . . . , Pn} ÃÀ {Q1, . . . , Qn} ÊËÀÓÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏ-
ÒÄÌÀ 3.2.2-Ó ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (1)-Ó, ÅÉÐÏÅÉÈ Λ1 ÃÀ Λ2 ÊËÀÓÄÁÓ,
ÉÓÄÈÄÁÓ, ÒÏÌ:

a) Λ1 ÀÒÉÓ A1 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H1-ÃÀÛËÀ;
b) ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ Λ1,k ⊂ Λ1 ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÀÒÉÓ Pk ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H1-ÃÀÛËÀ;
c) Λ2 ÀÒÉÓ A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H2-ÃÀÛËÀ;
d) ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ Λ2,k ⊂ Λ2 ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÀÒÉÓ Qk ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H2-ÃÀÛËÀ.
Π ÊËÀÓÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ Λ1 ÃÀ Λ2 ÊËÀÓÄÁÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉ, Ä.É. Π = Λ1×

Λ2. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ËÄÌÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀÓÊÅÍÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
a) ÃÀ c) ÐÉÒÏÁÄÁÉÃÀÍ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÃÀÓÊÅÍÀ ÊÉ - b) ÃÀ d) ÐÉÒÏÁÄÁÉÃÀÍ.
ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ µ1 × µ2 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÃÉÝÉ-
ÖÒÏÁÀ. ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÓáÅÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ, ÝáÀÃÉÀ, ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, A1 ∈
H1, A2 ∈ H2 ÃÀ Ω ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ A1 ×A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H1 ×H2-ÃÀÛËÀ. ÜÅÄÍÉ
ÌÉÆÀÍÉÀ, ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ

(µ1 × µ2)(A1 ×A2) =
∑
E∈Ω

(µ1 × µ2)(E).
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ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ Ω ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ A1×A2

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÁÀÃÉÓÄÁÖÒÉ H1 × H2-ÃÀÛËÀ, Ä.É. Ω = Λ1 × Λ2, ÓÀÃÀÝ Λ1 =

{P1, . . . , Pn} ÀÒÉÓ A1 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H1-ÃÀÛËÀ, áÏËÏ Λ2 = {Q1, . . . , Qm}
ÊÉ - A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H2-ÃÀÛËÀ.

ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ, ÒÏÌ∑
E∈Ω

(µ1 × µ2)(E) =

n∑
i=1

m∑
j=1

(µ1 × µ2)(Pi ×Qj) =

n∑
i=1

m∑
j=1

µ1(Pi)µ2(Qj) =

=

n∑
i=1

µ1(Pi)

m∑
j=1

µ2(Qj) = µ1(A1)µ2(A2).

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÆÏÂÀÃÉ ÓÉÔÖÀÝÉÀ. ÅÈØÅÀÈ,

Ω = {P1 ×Q1, . . . , Pn ×Qn}

ÀÒÉÓ A1 × A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ H1 × H2-ÃÀÛËÀ. Π ÊËÀÓÉ ÃÀ Πk (k ∈
1, n) ÊËÀÓÄÁÉ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ËÄÌÀ 4.5.1-ÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÖÊÅÄ
ÂÀÍáÉËÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÈ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ Πk ÊËÀÓÄÁÉ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ ÌÀÈÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ Π-Ó ÔÏËÉÀ, ÃÀÅßÄÒÈ,

(µ1 × µ2)(A1 ×A2) =
∑
E∈Π

(µ1 × µ2)(E) =

n∑
k=1

∑
E∈Πk

(µ1 × µ2)(E) =

n∑
k=1

(µ1 × µ2)(Pk ×Qk) =
∑
E∈Ω

(µ1 × µ2)(E).

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÉÍÃÖØÝÉÉÈ n-ÉÓ ÌÉ-
áÄÃÅÉÈ. ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÄÈ, n = 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ
ÌÏßÌÃÄÁÀ, ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÁÉãÉÓ ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÄÁÀ ÊÉ áÃÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.2-ÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ vn ÌÏÝÖËÏÁÀ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÀÉÂÉÅÏÈ vn−1 × v1 ÃÄÊÀÒÔÖË ÍÀÌÒÀÅËÈÀÍ (x1, . . . , xn) ÃÀ
((x1, . . . , xn−1), xn) ÓÀáÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓ ÂÀÉÂÉÅÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÀÍÀÆÏÂÀÃÄÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.1-Ó ÃÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ
ÌÏÝÖËÏÁÀÓ ÀØÅÓ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.3. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÀ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.1-ÉÓ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.3.3-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,
ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ v ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ.

ØÅÄÌÏÈ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÜÀÊÄÔÅÀ ÃÀ ÚÅÄËÀ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÉØÍÄÁÀ cl(E) ÃÀ int(E) ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÈ.
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ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉÀ In ÊËÀÓÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ I, I1, I2, . . . ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ, ÉÓÄ-
ÈÄÁÉ, ÒÏÌ I =

∪∞
k=1 Ik. ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ, ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

v(I) ≤
∞∑
k=1

v(Ik). (2)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÀÉÌÄ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. ÛÄÅÀÌÝÉÒÏÈ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ J ∈ In ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÀÌÃÄ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ:

cl(J) ⊂ I, v(I) < v(J) + ε; (3)

áÏËÏ ÚÏÅÄËÉ k ∈ N-ÓÈÅÉÓ Ik ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÂÀÅÆÀÒÃÏÈ Jk ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄ-
ÈÀÌÃÄ ÉÓÄ, ÒÏÌ (ÍÀá. 4.2)

Ik ⊂ int(Jk), v(Jk) < v(Ik) + ε/2k. (4)

ÍÀá. 4.2.

ÂÅÄØÍÄÁÀ

cl(J) ⊂ I ⊂
∞∪
k=1

Ik ⊂
∞∪
k=1

int(Jk).

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÜÀÊÄÔÉËÉ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ cl(J) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ×ÀÒÖËÉÀ ÙÉÀ
int(Jk) (k ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ äÀÉÍÄ-ÁÏÒÄËÉÓ
ËÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ÓÀÓÒÖËÉ ØÅÄÃÀ×ÀÒÅÀ, Ä.É. ÅÉÐÏ-
ÅÏÈ m ∈ N ÒÉÝáÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

cl(J) ⊂
m∪
k=1

int(Jk).

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

J ⊂
m∪
k=1

Jk,
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ÓÀÉÃÀÍÀÝ (3) ÃÀ (4) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓ, v-Ó ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÆÒÃÀ-
ÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅßÄÒÈ,

v(I) < v(J) + ε ≤
m∑
k=1

v(Jk) + ε <
m∑
k=1

[v(Ik) + ε/2k] + ε <
∞∑
k=1

v(Ik) + 2ε.

ÀØÄÃÀÍ, ε > 0-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ (2)-ÉÓ ÓÀÌÀÒ-
ÈËÉÀÍÏÁÀÓ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.3-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÀÍÀËÉÆÉ ÝáÀÃÚÏ×Ó, ÒÏÌ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ
ÀÒÂÖÌÄÍÔÉ, ÒÏÌËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈÀÝ v ÊÅÀÆÉÆÏÌÀÌ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÂÀÉÖÌãÏÁÄÓÀ ÃÀ
ÂÀáÃÀ ÆÏÌÀ, ÖÊÀÅÛÉÒÃÄÁÀ äÀÉÍÄ-ÁÏÒÄËÉÓ ËÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÓ. ØÅÄÌÏÈ ÌÏ-
ÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÌÏÅËÄÍÉÓ ÂÀÌÏÌáÀÔÅÄËÉ ÆÏÂÀÃÉ ÐÒÉÍÝÉÐÉ.

ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ, áÏËÏ Π

ÃÀ Λ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÊËÀÓÄÁÉÀ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄ-
ÁÄÁÉ:

• µ-Ó ÅÖßÏÃÏÈ ÛÉÂÍÉÃÀÍ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ Π ÊËÀÓÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ
ÚÏÅÄËÉ A ∈ H-ÓÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ A′ ∈ H
ÃÀ E ∈ Π ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ: A′ ⊂ E ⊂ A ÃÀ µ(A′) >

µ(A)− ε;
• µ-Ó ÅÖßÏÃÏÈ ÂÀÒÄÃÀÍ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ Λ ÊËÀÓÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ

ÚÏÅÄËÉ A ∈ H-ÓÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ A′ ∈
H ÃÀ E ∈ Λ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ: A ⊂ E ⊂ A′ ÃÀ
µ(A′) < µ(A) + ε;

• µ-Ó ÅÖßÏÃÏÈ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ (Π,Λ) ßÚÅÉËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ µ

ÛÉÂÍÉÃÀÍ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ Π-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ ÂÀÒÄÃÀÍ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ
Λ ÊËÀÓÉÓ ÌÉÌÀÒÈ;

• (Π,Λ) ßÚÅÉËÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ, ÈÖ(
A ∈ Π, Ak ∈ Λ (k ∈ N), A ⊂

∞∪
k=1

Ak

)
⇒
(
∃m ∈ N : A ⊂

m∪
k=1

Ak

)
,

Ä.É. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ∈ Π ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, Λ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, ÌÉÓÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÈÅËÀÃÉ ÃÀ×ÀÒÅÉÃÀÍ ÂÀÌÏÉÚÏ×À ÓÀÓ-
ÒÖËÉ ØÅÄÃÀ×ÀÒÅÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.4. ÈÖ µ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ ÒÀÉÌÄ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ
ßÚÅÉËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÌÀÛÉÍ µ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.4-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.3-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ ÃÀ ÉÂÉ ÌÏÂÅÚÀÅÓ ÂÀÃÌÏÝÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓÀÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.3.3-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ µ ÊÅÀÆÉ-
ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ.
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ÅÈØÅÀÈ, µ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ H ÊËÀÓÆÄ, áÏËÏ (Π,Λ) ÀÒÉÓ ÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ
ßÚÅÉËÉ, ÒÏÌËÉÓ ÌÉÌÀÒÈÀÝ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ µ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ H ÊËÀÓÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ A,A1, A2, . . . ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ,
ÒÏÌ A =

∪∞
k=1Ak. ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

µ(A) ≤
∞∑
k=1

µ(Ak). (5)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÀÉÌÄ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. ÀÅÉÙÏÈ A′ ∈ H ÃÀ E ∈ Π ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ:

A′ ⊂ E ⊂ A, µ(A′) > µ(A)− ε; (6)

áÏËÏ ÚÏÅÄËÉ k ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÀÅÉÙÏÈ A′
k ∈ H ÃÀ Ek ∈ Λ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ,

ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ

Ak ⊂ Ek ⊂ A′
k, µ(A′

k) < µ(Ak) + ε/2k. (7)

ÂÅÄØÍÄÁÀ,

E ⊂ A =

∞∪
k=1

Ak ⊂
∞∪
k=1

Ek.

(Π,Λ) ßÚÅÉËÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÉÐÏÅÉÈ m ∈ N ÒÉÝáÅÓ, ÉÓÄÈÓ,
ÒÏÌ

E ⊂
m∪
k=1

Ek.

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

A′ ⊂
m∪
k=1

A′
k,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ (6) ÃÀ (7) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓ, µ-Ó ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÆÒÃÀ-
ÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅßÄÒÈ,

µ(A) < µ(A′)+ε ≤
m∑
k=1

µ(A′
k)+ε <

m∑
k=1

[µ(Ak)+ε/2
k]+ε <

∞∑
k=1

µ(Ak)+2ε.

ÀØÄÃÀÍ, ε > 0-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ (5)-ÉÓ ÓÀÌÀÒ-
ÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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§ 6. ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÀ
ÀÃÉÝÉÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ

ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÀ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÀáÀÓÉÀÈÏÈ „ßÄÒÔÉËÉÓ“ (ÀÍÖ Rn-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ)
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, ÛÄÒÄÖËÉ ÍÀÆÒÃÉÓ ÝÍÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ.

ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÉÔÖÀÝÉÀ.
ÅÈØÅÀÈ, φ : R → R ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ I = (a, b] ∈ I. ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄ-
ÁÀÓ:

∆(φ, I) = φ(b)− φ(a)

ÄßÏÃÄÁÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÆÒÃÉ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ. ÜÀÅÈÅÀËÏÈ, ÒÏÌ ∆(φ, ∅) = 0.
∆(φ, I) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ I-Ó ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ vφ ÓÉÌÁÏËÏÈÉ.

ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÀ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ ÌÏÉÝÄÌÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÈ:

ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ I ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• µ ÀÃÉÝÉÖÒÉÀ;
• ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ φ : R → R ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ = vφ.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
ÐÉÒÅÄËÉ. ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ φ : R →
R ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

φ(x) =


µ((0, x]), ÒÏÝÀ x > 0,

0, ÒÏÝÀ x = 0,

−µ((x, 0]), ÒÏÝÀ x < 0.

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ µ = vφ.

ØÅÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÀ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÀÝ, ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ,
ÒÏÌ, ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÉÔÖÀÝÉÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÔÄØÍÉÊÖÒÉ ÈÅÀËÓÀÆ-
ÒÉÓÉÈ ÓÀÊÌÀÏÃ ÃÀÔÅÉÒÈÖË ÌÓãÄËÏÁÀÓ ÌÏÉÈáÏÅÓ.

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

(a1, . . . , an) < (b1, . . . , bn) ⇔ a1 < b1, . . . , an < bn;

(a, b] =
n
×
k=1

(ak, bk] (a, b ∈ Rn, a < b);

xy = (x1y1, . . . , xnyn) (x, y ∈ Rn);

|x| =
n∑
k=1

|xk| (x ∈ Rn);

Γn = {(ε1, . . . , εn) : ε1, . . . , εn ∈ {0, 1}}.
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ÅÈØÅÀÈ, φ : Rn → R ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ I = (a, b] ∈ In. ÛÄÌÃÄÂ
ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÓ

∆(φ, I) =
∑
ε∈Γn

(−1)n−|ε|φ(a+ ε(b− a))

ÄßÏÃÄÁÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÒÄÖËÉ ÍÀÆÒÃÉ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ. ∆(φ, I) ÂÀÌÏÓÀ-
áÖËÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ I-Ó ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ vφ ÓÉÌÁÏËÏÈÉ.

n = 1 ÃÀ n = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÛÄÒÄÖËÉ ÍÀÆÒÃÉÓÀÈÅÉÓ
ÂÅÄØÍÄÁÀ:

∆(φ, I) = φ(b)− φ(a);

∆(φ, I) = φ(b1, b2)− φ(a1, b2)− φ(b1, a2) + φ(a1, a2).

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.6.1. ÚÏÅÄËÉ φ : Rn → R ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÓÉ ÛÄÒÄÖËÉ
ÍÀÆÒÃÉ - vφ ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÀ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

ËÄÌÀ 4.6.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ≥ 2-ÓÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ φ : Rn → R
×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÒÄÖËÉ ÍÀÆÒÃÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ:

∆(φ, I) = ∆(φbn , I
′)−∆(φan

, I ′),

ÓÀÃÀÝ I =
n
×
k=1

(ak, bk], φt (t ∈ R) ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ

n − 1 ÝÅËÀÃÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ: φt(x1, . . . , xn−1) = φ(x1, . . . , xn−1, t) ÃÀ

I ′ =
n−1
×
k=1

(ak, bk].

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

a′ = (a1, . . . , an−1), b′ = (b1, . . . , bn−1);

ε′ = (ε1, . . . , εn−1) (ε ∈ Γn).

ÈÖ ε ∈ Γn ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ εn = 1, ÌÀÛÉÍ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

(−1)n−|ε|φ(a+ ε(b− a)) = (−1)n−1−|ε′|φbn(a
′ + ε′(b′ − a′)), (1)

áÏËÏ, ÈÖ ε ∈ Γn ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ εn = 0, ÌÀÛÉÍ

(−1)n−|ε|φ(a+ ε(b− a)) = −(−1)n−1−|ε′|φan(a
′ + ε′(b′ − a′)) (2)

(1) ÃÀ (2) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÅßÄÒÈ,

∆(φ, I) =
∑

δ∈Γn−1

(−1)n−1−|δ|φbn(a
′ + δ(b′ − a′))−

−
∑

δ∈Γn−1

(−1)n−1−|δ|φan(a
′ + δ(b′ − a′)) = ∆(φbn , I

′)−∆(φan , I
′).

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ËÄÌÀ 4.6.2. ÅÈØÅÀÈ, ÚÏÅÄËÉ t ∈ R-ÓÈÅÉÓ µt ÀÒÉÓ H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÀ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ H×I ÍÀáÄÅÀÒ-
ÒÂÏËÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ×ÖÍØÝÉÀ:

µ(A× (a, b]) = µb(A)− µa(A) (A ∈ H, (a, b] ∈ I),
ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÀ ÀÃÉÝÉÖÒÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ µ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÀ
ÝáÀÃÉÀ.

ÅÈØÅÀÈ, A ∈ H, I = (a, b] ∈ I ÃÀ Ω ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ A × I ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
H× I-ÃÀÛËÀ. ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ, ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÔÏËÏÁÀ:

µ(A× I) =
∑
E∈Ω

µ(E),

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ µ-Ó ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀÓ.
ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ Ω ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ A×

I ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÁÀÃÉÓÄÁÖÒÉ H × I-ÃÀÛËÀ, Ä.É. Ω = ∆ × Λ, ÓÀÃÀÝ ∆ =

{A1, . . . , An} ÀÒÉÓ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ H-ÃÀÛËÀ, áÏËÏ Λ = {I1, . . . , Im} ÊÉ
- I = (a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ I-ÃÀÛËÀ. ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ãÀÌÉ ÀÒ ÉÝÅËÄ-
ÁÀ ßÄÅÒÈÀ ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÉÈ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ
I1, . . . , Im ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÂÀÍËÀÂÄÁÖËÉÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÌÉÚÏËÄÁÉÈ, ÌÀÒÝáÍÉ-
ÃÀÍ ÌÀÒãÅÍÉÅ, Ä.É. I1 = (c0, c1], I1 = (c1, c2], . . . , Im = (cm−1, cm], ÓÀÃÀÝ
a = c0 < c1 < · · · < cm = b.

µ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓÀ ÃÀ µt ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉ-
ÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ, ÒÏÌ∑

E∈Ω

µ(E) =

n∑
i=1

m∑
j=1

µ(Ai × Ij) =

n∑
i=1

m∑
j=1

(µcj (Ai)− µcj−1
(Ai)) =

=

m∑
j=1

n∑
i=1

µcj (Ai)−
m∑
j=1

n∑
i=1

µcj−1(Ai) =

m∑
j=1

µcj (A)−
m∑
j=1

µcj−1(A) =

= µb(A)− µa(A) = µ(A× I).

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÆÏÂÀÃÉ ÓÉÔÖÀÝÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, Ω = {A1 × I1, . . . ,

An × In} ÀÒÉÓ A × I ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÀÉÌÄ H × I-ÃÀÛËÀ. Π ÊËÀÓÉ ÃÀ Πk
(k ∈ 1, n) ÊËÀÓÄÁÉ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ËÄÌÀ 4.5.1-ÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ
ÖÊÅÄ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÈ, ÀÌÀÓÈÀÍ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ Πk ÊËÀÓÄÁÉ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ ÌÀÈÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÀÒÉÓ Π, ÃÀÅßÄÒÈ,

µ(A× I) =
∑
E∈Π

µ(E) =

n∑
k=1

∑
E∈Πk

µ(E) =

n∑
k=1

µ(Ak × Ik) =
∑
E∈Ω

µ(E).

ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÈÄÏÒÄÌÀ 4.6.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÉÍÃÖØÝÉÉÈ n-
ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. n = 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÃÂÄÍÉÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ,
ÃÄÁÖËÄÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ (n− 1)-ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÚÏÅÄËÉ t ∈ R-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍ-
ÅÉáÉËÏÈ In−1 ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ µt ×ÖÍØÝÉÀ:

µt(J) = ∆(φt, J) (J ∈ In−1).

ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÃÀÛÅÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, µt ÀÃÉÝÉÖÒÉÀ. ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ
4.6.1 ÃÀ 4.6.2 ËÄÌÄÁÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ vφ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÃÉÝÉÖÒÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.6.2. In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÏÅÄËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÀ
ÀÃÉÝÉÖÒÉ µ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ φ : Rn → R ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ µ = vφ.

ËÄÌÀ 4.6.3. ÅÈØÅÀÈ, µ1 ÃÀ µ2 ÀÒÉÀÍ In-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ
ÀÃÉÝÉÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ ÚÏÅÄË ÉÓÄÈ
I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ, ÒÏÌËÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ßÅÄÒÏ ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÓ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔ-
ÈÀ ÓÀÈÀÅÄÛÉ. ÌÀÛÉÍ µ1(I) = µ2(I) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

⟨a, b⟩ = (min(a, b),max(a, b)] (a, b ∈ R, a ̸= b);

⟨a, b⟩ =
n
×
k=1

⟨ak, bk⟩ (a, b ∈ Rn, ak ̸= bk (k ∈ 1, n)).

ÚÏÅÄËÉ A ⊂ 1, n ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

ΩA = {⟨0, x⟩ : sign (xk) = 1 (k ∈ A)}.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, Ω(0) = Ω1,n. ÚÏÅÄËÉ m ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÏ-

ÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ Ω(m) ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÛÄÃÉÓ ÉÓ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
n
×
k=1

Ik ÌÏÍÀÊ-

ÅÄÈÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ I1, . . . , Im ÛÖÀËÄÃÄÁÓ ÀØÅÈ ÓÀáÄ: I1 = (a1, b1], . . . ,
Im = (am, bm], ÓÀÃÀÝ 0 < a1 < b1, . . . , 0 < am < bm; áÏËÏ Im+1, . . . , In
ÛÖÀËÄÃÄÁÓ ÊÉ ÀØÅÈ ÓÀáÄ: Im+1 = (0, bm+1], . . . , In = (0, bn]. ÝáÀÃÉÀ,

Ω(0) ⊂ Ω(1) ⊂ · · · ⊂ Ω(n).

ÀÌÀÓÈÀÍ, ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ I ∈ Ω(m) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ßÀÒ-
ÌÏÃÂÄÁÀ Ω(m−1) ÊËÀÓÉÓ ÏÒÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÌ ×ÀØÔÉÓÀ ÃÀ
µ1, µ2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ: ÒÀÃÂÀÍ µ1

ÃÀ µ2 ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ Ω(0) ÊËÀÓÆÄ, ÀÌÉÔÏÌ ÉÓÉÍÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ
Ω(1)-ÆÄ, ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÃÀÌÈáÅÄÅÀ ÌÏáÃÄÁÀ Ω(2)-ÆÄ ÃÀ À.Û. Ω(n)-ÆÄ.

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ 1, n-ÓÈÅÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ
µ1-ÉÓ ÃÀ µ2-ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ ΩA ÊËÀÓÆÄ. ÀØÄÃÀÍ,
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ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈ In ÉÛËÄÁÀ ΩA ÊËÀÓÄÁÛÉ ÛÄÌÀÅÀ-
ËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÃ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ µ1-ÉÓ ÃÀ µ2-ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ
ÔÏËÏÁÀÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.6.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ν(x)-ÉÈ ÀÙ-
ÅÍÉÛÍÏÈ x-ÉÓ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ.

φ : Rn → R ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: φ(x) =

(−1)ν(x)µ(⟨0, x⟩), ÒÏÝÀ x1 · · ·xn ̸= 0 ÃÀ φ(x) = 0, ÒÏÝÀ x1 · · ·xn = 0.
ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ µ ÃÀ vφ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ ÔÏËÉÀ ÚÏÅÄË ÉÓÄÈ

I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ, ÒÏÌËÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ßÅÄÒÏ ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÓ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ
ÓÀÈÀÅÄÛÉ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ 4.6.1-ÉÓÀ ÃÀ ËÄÌÀ 4.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ
ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ µ ÃÀ vφ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈
In ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ, ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ x ∈ Rn, x1 · · ·xn ̸= 0, ßÄÒÔÉ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ,

vφ(⟨0, x⟩) = µ(⟨0, x⟩).
⟨0, x⟩ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ „ÊÉÃÖÒÀ“ ßÅÄÒÏÄÁÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ

a = (min(0, x1), . . . ,min(0, xn)),

ÃÀ

b = (max(0, x1), . . . ,max(0, xn))

ßÄÒÔÉËÄÁÉ. ÝáÀÃÉÀ, b−a = (|x1|, . . . , |xn|). ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ⟨0, x⟩ ÌÏÍÀÊÅÄ-
ÈÉÓ ÚÅÄËÀ ßÅÄÒÏÆÄ, ÂÀÒÃÀ x-ÉÓÀ, φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, vφ(⟨0, x⟩) ÛÄÒÄÖËÉ ÍÀÆÒÃÉÓ ÂÀÍÌÓÀÆÙÅÒÄË ãÀÌÛÉ ÃÀÂÅÒÜÄÁÀ ÌáÏ-
ËÏÃ ÉÓ

(−1)n−|ε|φ(a+ ε(b− a))

ßÄÅÒÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ a+ ε(b−a) = x. φ-Ó ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,
φ(a+ε(b−a)) = (−1)ν(x)µ(⟨0, x⟩). ÂÀÅÀÒÊÅÉÏÈ, ÈÖ ÒÉÓÉ ÔÏËÉÀ (−1)n−|ε|.
ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ min(0, xk) + εk|xk| = max(0, |xk|) (k ∈ 1, n). ÛÄÃÄÂÀÃ, εk = 1,
ÒÏÝÀ xk > 0 ÃÀ εk = 0, ÒÏÝÀ xk < 0, Ä.É. n − |ε| ÂÀÌÏÓÀáÀÅÓ x

ßÄÒÔÉËÉÓ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀÓ, ÀÍÖ ÖÃÒÉÓ ν(x)-Ó.
ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

vφ(⟨0, x⟩) = (−1)n−|ε|φ(a+ ε(b− a)) =

= (−1)ν(x)(−1)ν(x)µ(⟨0, x⟩) = µ(⟨0, x⟩).
ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.6.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.6.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÃÀÃÂÉÍÃÀ ÀÒÀ ÌÀÒÔÏ
ßÀÒÌÏÌØÌÍÄËÉ (Ä.É. µ = vφ ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÌÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄËÉ) φ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÀÒÓÄÁÏÁÀ, Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÍÀÐÏÅÍÉ ÉØÍÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÖÓÔÉ ÓÀáÄ: φ(x) =
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(−1)ν(x)µ(⟨0, x⟩). ÀØÄÃÀÍ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,
ÒÏÝÀ µ ÀÒÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÀ, ßÀÒÌÏÌØÌÍÄË ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÓÀáÄ: φ(x) = x1 . . . xn.

4.6.1 ÃÀ 4.6.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒ ×ÖÍØÝÉ-
ÀÈÀ ÛÄÌÃÄÂ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀÓ.

ÛÄÃÄÂÉ 4.6.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ In-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• µ ÀÃÉÝÉÖÒÉÀ;
• ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ φ : Rn → R ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ = vφ.

φ : Rn → R ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÒÃÀÃÉ, ÈÖ ∆(φ, I) ≥
0 ÚÏÅÄËÉ I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÒÃÀÃÏÁÀ
ÉÂÉÅÄÀ, ÒÀÝ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÆÒÃÀÃÏÁÀ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÊÅÀÆÉ-
ÆÏÌÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÃÄÂÉ 4.6.1-ÃÀÍ.

ÛÄÃÄÂÉ 4.6.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ In-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• µ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀÀ;
• ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÒÃÀÃÉ φ : Rn → R ×ÖÍØÝÉÀ,
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ = vφ.

§ 7. ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÄÁÉÓ
ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ (Éá. ÛÄÃÄÂÉ 4.6.2), ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÄÁÉ áÀÓÉÀÈÃÄÁÉÀÍ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÒÃÀÃÉ ßÄÒÔÉËÉÓ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ ÊÉÈáÅÀ: ÒÏÂÏÒÉÀ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÃÀáÀÓÉ-
ÀÈÄÁÀ ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ?

ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ ÌÏÉÝÄÌÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄ-
ÁÉÈ:

ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ I ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• µ ÆÏÌÀÀ;
• ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ φ : R → R
×ÖÍØÝÉÀ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ = vφ (ÍÀá. 4.3).
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ÍÀá. 4.3.

ÐÉÒÅÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÃÀÍ ÌÄÏÒÄ ÌÉÉÙÄÁÀ 4.6.2 ÃÀ 4.4.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.6.1, ÒÏÌËÉÓ ÞÀËÉÈÀÝ vφ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÃÉÝÉÖÒÉÀ. ÛÄÌÃÄÂ,
ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ vφ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ ÉÌ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ßÚÅÉËÉÓ ÌÉ-
ÌÀÒÈ, ÒÏÌËÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÀ ÚÅÄËÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÊËÀÓÉ,
áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÊÉ - ÚÅÄËÀ ÙÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÊËÀÓÉ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÄÏÒÄÌÀ
4.5.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ vφ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

ØÅÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. µ-Ó ÅÖ-
ßÏÃÏÈ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÛÉ, ÈÖ

µ((x, x+ h]) → 0

ÚÏÅÄËÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ h1, . . . , hn > 0 ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈÉ ÀÍ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ
ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ, áÏËÏ ÃÀÍÀÒÜÄÍÄÁÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉÀ. ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ
µ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ, ÈÖ ÉÓ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.7.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• µ ÆÏÌÀÀ;
• µ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀÀ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÐÉÒÅÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÃÀÍ ÌÄÏÒÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ
ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.4.2. ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÉÓ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÀÆÄ. Π-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ ÚÅÄËÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ
ÊËÀÓÉ, áÏËÏ Λ-Ó ÒÏËÛÉ ÊÉ ÚÅÄËÀ ÙÉÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ
ÊËÀÓÉ. äÀÉÍÄ-ÁÏÒÄËÉÓ ËÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, (Π,Λ) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒ
ßÚÅÉËÓ.

ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ

µ((a, b+ h]) → µ((a, b]) ÃÀ µ((a+ h, b]) → µ((a, b]),
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ÒÏÝÀ h → 0, h1, . . . , hn > 0. ÀÌ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ÜÀÒÈÅÄÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ:

(a, b] ⊂ (a, b+ h) ⊂ (a, b+ h], (a+ h, b] ⊂ [a+ h/2, b] ⊂ (a, b],

ÖÛÖÀËÏÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ µ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ (Π,Λ) ßÚÅÉËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÀÌÉÓ
ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.4-ÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ µ ÆÏÌÀÀ.

ÚÏÅÄËÉ m ∈ 1, n ÉÍÃÄØÓÉÓÀÈÅÉÓ Im,h-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ∆1,
. . . , ∆n ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖË ÍÀÌÒÀÅËÓ: ∆k = (ak, bk], ÒÏÝÀ k ̸= m ÃÀ
∆m = (bm, bm+hm]. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ h-ÓÈÅÉÓ,

(a, b+ h] \ (a, b] ⊂
n∪

m=1

Im,h.

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÊÅÀÆÉÆÏÌÉÓ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ
ÞÀËÉÈ,

µ((a, b+ h]) ≤ µ((a, b]) +

n∑
m=1

µ(Im,h). (1)

µ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, µ(Im,h) → 0, ÒÏÝÀ h → 0,
h1, . . . , hn > 0. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, (1)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ

µ((a, b+ h]) → µ((a, b]).

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ, ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ µ((a+h, b]) → µ((a, b]) ÈÀÍÀ-
×ÀÒÃÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÛÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ
ÜÀÒÈÅÀ:

(a, b] \ (a+ h, b] ⊂
n∪

m=1

Jm,h,

ÓÀÃÀÝ Jm,h-ÉÈ ÀÙÍÉÛÍÖËÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉ-
ÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ∆1, . . . ,∆n ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖË
ÍÀÌÒÀÅËÓ: ∆k = (ak, bk], ÒÏÝÀ k ̸= m ÃÀ ∆m = (am, am + hm]. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

φ : Rn → R ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ÅÉÔÀËÉÓ
ÀÆÒÉÈ, ÈÖ ÌÉÓÉ ÛÄÒÄÖËÉ ÍÀÆÒÃÉ - vφ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ.

ÝáÀÃÉÀ, ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ
ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÝÍÄÁÀÓ.

ÛÄÃÄÂÉ 4.6.2-ÉÓ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.7.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÌÏÍÀÊÅÄ-
ÈÄÁÉÓ In ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.7.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ In-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:
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• µ ÆÏÌÀÀ;
• ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ
φ : Rn → R ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ = vφ.
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È À Å É 5

ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÉÄÒ ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀÊÀÅÄÁÖËÉ ÀÃÂÉËÉÓ ÂÀÆÏÌÅÀ ÉÓÔÏÒÉÖËÀÃ
ÉÚÏ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÀ. ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ
ÓÀÁÀÆÉÓÏ ÃÀÔÅÉÒÈÅÉÓÀÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÉÓ ÝÍÄÁÀ.
ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ Ö×ÒÏ ÒÈÖËÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÆÏÌÅÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀàÉ-
ÒÏÀ ÀáÀËÉ ÌÄÈÏÃÄÁÉÓ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÀ. ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÌÉÃÂÏÌÄÁÉ ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖ-
ËÉ ÉØÍÀ ãÄÒ ÊÉÃÄÅ ÀÍÔÉÊÖÒ ÄÐÏØÀÛÉ, ÒÏÝÀ ßÀÒÌÀÔÄÁÉÈ ÀáÄÒáÄÁÃÍÄÍ ßÒÉÓ,
ÁÉÒÈÅÉÓ, ÐÀÒÀÁÏËÖÒÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀ ÃÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÓáÅÀ ÌÒÖÃßÉÒÖËÉ ÓÀÆÙÅ-
ÒÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÉÂÖÒÄÁÉÓ ×ÀÒÈÏÁÉÓÀ ÈÖ ÌÏÝÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀÓ. ÀÌ ÌÉÃÂÏÌÄÁÉÓ
ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÀ ÌÏáÃÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÀÙÒÉÝáÅÉÓ
ÛÄØÌÍÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ. ÊÄÒÞÏÃ, ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉ ÂÀáÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÒÀ×É-
ÊÄÁÉÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÉÂÖÒÄÁÉÓ ÂÀÆÏÌÅÀ. ÄÓ ÌÀÛÉÍÃÄËÉ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÀÊÉÈáÉÓ ÃÀÌÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄË ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÃ ÌÉÉÜÍÄÏÃÀ, ÈÖÌÝÀ ÌÄ-19 ÓÀÖÊÖ-
ÍÉÓ ÌÄÏÒÄ ÍÀáÄÅÀÒÛÉ, ÌÈÄËÉ ÒÉÂÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÊÅËÄÅÉÓÀÓ
ßÀÒÌÏÉÛÅÀ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÒÈÖËÉ ÀÂÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÀÖÝÉ-
ËÄÁËÏÁÀ. Ê. ÑÏÒÃÀÍÉÓ, ã. ÐÄÀÍÏÓÀ ÃÀ Ä. ÁÏÒÄËÉÓ ÉÃÄÄÁÉÓ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÉÓ
ÂÆÉÈ, ÂÀÃÀÌßÚÅÄÔÉ ÍÀÁÉãÉ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÊÅËÄÅÀÛÉ ÂÀÃÀÃÂÌÖËÉ ÉÚÏ À. ËÄÁÄÂÉÓ
ÌÉÄÒ (1902).

ÀÌ ÈÀÅÛÉ ÂÀÅÄÝÍÏÁÉÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÉÓ ÀÁÓÔÒÀØÔÖË ÅÀÒÉÀÍÔÓ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÝÏÔÀ ÌÏÂÅÉÀÍÄÁÉÈ ÛÄÌÖÛÀÅÃÀ ã. ÒÀÃÏÍÉÓ (1913) ÃÀ Ê. ÊÀÒÀÈÄ-
ÏÃÏÒÉÓ (1918) ÛÒÏÌÄÁÛÉ.

§ 1. ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ

ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉÄÒ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÂÀÓÀÆÏÌÀÃ ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖËÉ
ÌÄÈÏÃÉ ßÀÒÌÀÔÄÁÉÈ ÌÖÛÀÏÁÓ ÀÒÀ ÌáÏËÏÃ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÊËÀÓÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ
ÆÏÌÉÓ - ÌÏÝÖËÏÁÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓÀÓ, ÀÒÀÌÄÃ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ X ÓÉÅÒÝÉÓ ØÅÄÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ. ÀÌ ÈÀÅÛÉ
ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÆÏÂÀÃ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ, áÏËÏ
ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÈÀÅÛÉ ÌÏáÃÄÁÀ ÀÁÓÔÒÀØÔÖËÉ ÈÄÏÒÉÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ.



ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ X ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ X-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÄÁÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓ
ÆÏÂÀÃÏÁÀ ÀÒ ÛÄÉÆÙÖÃÄÁÀ, ÈÖ ÌÀÓ ÛÄÅÉÓßÀÅËÉÈ ÒÂÏËÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÓÀßÚÉÓÉ
ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ËÄÁÄÂÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÛÉ
ÀÒÓÄÁÉÈ ÒÏËÓ ÀÓÒÖËÄÁÓ µ ÆÏÌÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ (ÉÍÃÖÝÉÒÄÁÖËÉ) ÂÀÒÄ
ÆÏÌÉÓ ÝÍÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ: ÃÀÅÖÛÅÀÈ, A ÀÒÉÓ
X-ÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ. ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ H ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ

(An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ×ÀÒÀÅÓ A ÓÉÌÒÀÅËÄÓ (Ä.É. A ⊂
∞∪
n=1

An), ÌÀÛÉÍ

A-Ó ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ - µ∗(A) ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ÉÍ×ÉÌÖÌÉ:

inf

{ ∞∑
n=1

µ(An) : An ∈ H (n ∈ N), A ⊂
∞∪
n=1

An

}
,

áÏËÏ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÀÒÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,
µ∗(A) ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ∞-ÉÓ ÔÏËÀÃ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ X-ÉÓ ÚÅÄËÀ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ.
ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ µ∗ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ µ∗(∅) = 0.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.1.1. ÒÀÃÂÀÍ H ÒÂÏËÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ An ∈ H ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ Bn ∈ H
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ Bn ⊂ An(n ∈ N) ÃÀ

∪∞
n=1Bn =

∪∞
n=1An. ÀØÄÃÀÍ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ µ∗(A)-Ó ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÀÒ ÛÄÉÝÅËÄÁÀ,
ÈÖ ÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÛÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÌÏÅÉÈáÏÅÈ ÃÀÌ×ÀÒÀÅÉ An ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÏÁÀÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.1.2. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ ÀËÂÄÁÒÀÆÄ (ÒÂÏËÆÄ)
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÀ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ (σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ), ÌÀÛÉÍ µ∗

ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÝ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ (σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ).

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ µ∗ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ µ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.1.1. ÚÏÅÄËÉ A ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:
µ∗(A) = µ(A).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, A ∈ H. A ⊂ A∪∅∪∅ . . . ÜÀÒÈÅÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀ-
ÒÄ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ µ∗(A) ≤ µ(A) + µ(∅) + µ(∅) + · · · = µ(A). ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ,
ÈÖ An ∈ H (n ∈ N) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ A ⊂∪∞
n=1An, ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ
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ÞÀËÉÈ: µ(A) ≤
∑∞
n=1 µ(An). ÀØÄÃÀÍ, An ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀ-

ÌÏ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ µ(A) ≤ µ∗(A) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, µ∗(A) =

µ(A). ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ, ÖáÄÛÀÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÓÖË
ÌÝÉÒÄ, ÒÀ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÌÀÓÀËÀ ÖÍÃÀ ÃÀÉáÀÒãÏÓ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀÓÀ×ÀÒÀÃ.
ÀØ ÌÀÓÀËÀÃ ÂÀÉÂÄÁÀ H ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, áÏËÏ ÌÀÈÉ ÃÀÍÀáÀÒãÉÓ
ÂÀÓÀÆÏÌÀÃ ÊÉ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ µ ÆÏÌÀ (ÍÀá. 5.1).

ÍÀá. 5.1.

ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀ ÓÀÊÌÀÏÃ ÁÖÍÄÁÒÉÅ ÂÆÀÃ ÜÀÍÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÂÀÓÀÆÏÌÀÃ. ÌÀÛÉÍ ÒÀ ÂÅÉÛËÉÓ áÄËÓ, µ∗ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ µ ÆÏÌÉÓ ÓÀÞÉÄÁÄË
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÃ? áÄËÛÄÌÛËÄËÉ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀ ÞÍÄËÉ ÌÉÓÀÈÉÈÄÁÄËÉ ÀÒÀÀ: ÓÀÃÀÀ
ÂÀÒÀÍÔÉÀ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ µ∗ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄØÍÄÁÀ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ, ÊÄÒÞÏÃ, ÈÅËÀ-
ÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ? ÓßÏÒÄÃ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÉÒÈÖËÄ ÉßÅÄÅÓ ÀÖÝÉ-
ËÄÁËÏÁÀÓ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÓÀáÉÈ ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓ ÀÒÄÀËÉ ÛÄÅÆÙÖÃÏÈ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ ÅÉßÒÏ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ ÓÀÉÌÉÓÏÃ, ÒÏÌ ÛÄÌÝÉÒÄÁÖËÉ ÊËÀÓÉÓ ×ÀÒÂËÄÁÛÉ ÌÉÙßÄÖËÉ
ÉØÍÄÓ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ. ÀÓÄÈÉ ÓÀáÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÉÓ ÌÄÈÏÃÉ ÌÏÝÄ-
ÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ.

ÒÏÂÏÒÝ ÌÏÂÅÉÀÍÄÁÉÈ ÅÍÀáÀÅÈ, ÆÏÌÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ, ÓÀÆÏ-
ÂÀÃÏÃ, ÀÒÀ ÀØÅÓ ÀÒÀ ÌáÏËÏÃ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ, ÀÒÀÌÄÃ ÀÃÉÝÉ-
ÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÝ ÊÉ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.3), ÈÖÌÝÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.1.2. µ∗ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, A,A1, A2, ... ÀÒÉÀÍ X-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÃÀ
A =

∪∞
n=1An. ÈÖ µ∗(An) = ∞ ÒÏÌÄËÉÌÄ n-ÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ

µ∗(A) ≤
∑∞
n=1 µ

∗(An). ÀÌÒÉÂÀÃ, ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ÒÜÄÁÀ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ
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µ∗(An) < ∞ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ. ÀÅÉÙÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. µ∗-
ÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÞÀËÉÈ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ
ÃÀÌÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄËÉ Bn,m ∈ H (m ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ:

An ⊂
∞∪
m=1

Bn,m,

∞∑
m=1

µ(Bn,m) ≤ µ∗(An) +
ε

2n
.

ÀØÄÃÀÍ, µ∗-ÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓÀ ÃÀ A ⊂
∪∞
n=1

∪∞
m=1Bn,m ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓ-

ßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

µ∗(A) ≤
∞∑
n=1

∞∑
m=1

µ(Bn,m) ≤
∞∑
n=1

(µ∗(An) + ε/2n) =

∞∑
n=1

µ∗(An) + ε.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ε-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÓÀàÉÒÏ ÛÄ×ÀÓÄ-
ÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÆÏÌÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÓÀ×ÖÞÅËÀÃ ÄÃÄÁÀ ÀÁÓÔÒÀØ-
ÔÖËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÓ: X-ÉÓ ÚÅÄËÀ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÖË λ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ X-ÛÉ, ÈÖ ÌÀÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• λ(∅) = 0;
• λ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ;
• λ ÆÒÃÀÃÉÀ;
• λ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.1.3. ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ ÀØÅÓ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉ-
ÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÝ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÀÂÄÈ ÌÀÂÀËÉÈÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

§ 2. ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÄÈÏÃÉ

ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ,
ÅÉÐÏÅÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÉÃÉ S ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓ ×ÀÒÂËÄÁ-
ÛÉÝ µ ÆÏÌÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ ÄØÍÄÁÀ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.
ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ, S ÊËÀÓÓ ÌÏÅÈáÏÅÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÍ ÂÀÀ×ÀÒÈÏÏÓ H ÒÂÏËÉ ÃÀ
ÈÀÅÀÃÀÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÃÄÓ ÒÂÏËÓ ÀÍ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÌÃÉÃÀÒÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓ
ÌØÏÍÄ ÒÀÉÌÄ ÊËÀÓÓ.

ÐÒÉÍÝÉÐÉ, ÒÏÌËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈÀÝ ËÄÁÄÂÌÀ ÂÀÌÏÚÏ S ÊËÀÓÉ Ä×ÖÞÍÄÁÀ
ÛÄÌÃÄÂ ÁÖÍÄÁÒÉÅ ÌÏÓÀÆÒÄÁÀÓ: S ÊËÀÓÉÃÀÍ ÀÙÄÁÖËÌÀ A ÓÉÌÒÀÅËÄÌ H
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ÒÂÏËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ÓÉÌÒÀÅËÄ ÖÍÃÀ ÃÀÛÀËÏÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄ-
ÁÀÓÈÀÍ ÈÀÍáÌÏÁÀÛÉ ÌÚÏ× ÍÀßÉËÄÁÀÃ, Ä.É. B ∩A ÃÀ B \A ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÔÏËÏÁÀ:

µ(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A).

ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ S ⊃ H, S ÒÂÏËÉÀ ÃÀ µ∗|S ÆÏÌÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÓÀÌÉÅÄ - B, B∩A ÃÀ
B \A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÖÍÃÀ ÛÄÃÉÏÃÄÓ S ÊËÀÓÛÉ ÃÀ ÆÏÌÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ
ÞÀËÉÈ ÖÍÃÀ ÂÅØÏÍÃÄÓ, ÒÏÌ µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A) = µ∗(B) = µ(B) (ÍÀá.
5.2).

ÍÀá. 5.2.

S ÊËÀÓÉÓÀÈÅÉÓ ÍÀÐÏÅÍÉ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÐÉÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ:

A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÅÖßÏÃÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ µ ×ÖÞÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ (ÌÏÊËÄÃ, ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ), ÈÖ ÚÏÅÄËÉ B ∈ H ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

µ(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A).

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ
ÀÒÓÄÁÉÈ ÛÄÃÄÂÓ ÉÞËÄÅÀ ÃÀÓÀáÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ.
ÌÀÛÉÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÚÅÄËÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ S ÊËÀÓÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• S ⊃ H;
• S ÀÒÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ;
• µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ S ÊËÀÓÆÄ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.1 À×ÖÞÍÄÁÓ ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓ ÌÄÈÏÃÓ, ÒÏÌËÉÓ ÀÒÓÉ ÛÄÌÃÄÂÛÉ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÓ: ãÄÒ ÀÉÂÄÁÀ µ
ÆÏÌÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ, áÏËÏ ÛÄÌÃÄÂ, µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ
ÉÆÙÖÃÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ. ÀÓÄÈÉ ßÄÓÉÈ
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ÌÉÙÄÁÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ µ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ ÃÀ
ÌÀÓ µ ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ.

ÀáËÀ ÜÅÄÍ ÀÒ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.1-Ó, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÌÏÌÃÄÅÍÏ
ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ê. ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.2.1. ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ µ ÆÏÌÀ ÀÒÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÀ (ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÍÀáÄÅÒÀÃÙÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÄÁÉÓ r(In) ÒÂÏË-
ÆÄ), ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.1 ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉÚÏ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉÄÒ. ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÊÉ
ÄÊÖÈÅÍÉÓ ×ÒÄÛÄÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.2.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÉÓ S ÊËÀÓÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ H ÒÂÏËÉÓ ÛÄÌÝÅÄË σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ,
S ÛÄÉÝÀÅÓ H ÒÂÏËÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË σ-ÀËÂÄÁÒÀÓÀÝ, Ä.É. S ⊃ σa(H).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.2.3. ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ
ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ: ÈÖ ÀËÂÄÁÒÀÆÄ (ÒÂÏËÆÄ) ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉÀ (σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ), ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ)
ÌÉÓÉ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ µ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÝ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.2.4. ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ (Éá. ÀÌÏÝÀÍÀ 5.2.1 ÃÀ
ÈÄÏÒÄÌÀ 5.3.1) ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ,
ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÀáÀËÓ ÀÒÀ×ÄÒÓ ÉÞËÄÅÀ, Ä.É. µ = µ.

ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀ, áÏËÏ H ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ ÌÉÓÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ
ÀÒÄ. µ ÆÏÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÒÖËÉ, ÈÖ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ, Ä.É.

(A ∈ H, µ(A) = 0, A′ ⊂ A) ⇒ A′ ∈ H.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÓÄÅÄ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉØÍÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.2. ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ ÀØÅÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.2 ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÃÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.3. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ.
ÈÖ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀØÅÓ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ, Ä.É. µ∗(A) = 0,
ÌÀÛÉÍ A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ
ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ: µ∗(B ∩ A) ≤ µ∗(A) = 0. ÛÄÃÄÂÀÃ, µ∗(B ∩ A) = 0.
ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ
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ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ: µ∗(B) ≤ µ∗(B ∩ A) + µ∗(B \ A) = µ∗(B \ A) ≤ µ∗(B).
ÀÌÒÉÂÀÃ, µ∗(B) = µ∗(B∩A)+µ∗(B\A). ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ
A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ µ ÆÏÌÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ÄÌÈáÅÄÅÀ µ ÆÏÌÉÈ
ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ, Ä.É. µ∗ = µ∗.

§ 3. ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÆÏÌÉÓ ßÀÒÌÏØÌÍÉÓ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ
ÌÄÈÏÃÉ

ÅÈØÅÀÈ, λ ÀÒÉÓ ÀÁÓÔÒÀØÔÖËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. ÛÄÓÀÞËÄ-
ÁÄËÉÀ ÈÖ ÀÒÀ ÒÀÉÌÄ ßÄÓÉÈ X-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ×ÀÒÈÏ S ÊËÀÓÉÓ
ÂÀÌÏÚÏ×À, ÒÏÌËÉÓ ×ÀÒÂËÄÁÛÉ λ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ ÄØÍÄÁÀ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ?

ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉÃÂÏÌÀ ÀÓÄÈ ÆÏÂÀÃ ÓÉÔÖÀÝÉÀÆÄ ÂÀÀÅÒÝÄËÀ Ê. ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÌÀ,
ÒÏÌËÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÓ:

ÅÈØÅÀÈ, λ ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÅÖ-
ßÏÃÏÈ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ λ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ (ÌÏÊËÄÃ,
ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ), ÈÖ ÚÏÅÄËÉ B ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

λ(B) = λ(B ∩A) + λ(B \A).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.3.1. ÈÖ ÛÄÌÏÅÉÙÄÁÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀÓ A = X \ A, ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ,

B \A = B∩A. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÛÉ
ÌÏÝÄÌÖËÉ ÔÏËÏÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÅßÄÒÏÈ:

λ(B) = λ(B ∩A) + λ(B ∩A).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.3.2. B = (B ∩ A) ∪ (B \ A) ÔÏËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ
ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ:

λ(B) ≤ λ(B ∩A) + λ(B \A).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.3.3. ÒÏÂÏÒÝ ÅáÄÃÀÅÈ, ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏ-
ÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÌÏÉÈáÏÅÄÁÀ, ÒÏÌ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏ-
ÌÀÃÌÀ A ÓÉÌÒÀÅËÄÌ X ÓÉÅÒÝÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÛÀËÏÓ ÀÃÉÝÉ-
ÖÒÏÁÀÓÈÀÍ ÈÀÍáÌÏÁÀÛÉ ÌÚÏ× B∩A ÃÀ B\A ÍÀßÉËÄÁÀÃ. ÆÏÂÀÃ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ
ÀÒÀ ÂÅÀØÅÓ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÀßÚÉÓÉ H ÊËÀÓÉ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÄÓ ÌÏÈáÏÅÍÀ
ÂÏÍÉÅÒÖË ÂÆÀÃ ÜÀÍÓ ÆÏÌÀÃÉ A ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ (Ä.É. S ÊËÀÓÉÓ) ÂÀÌÏÚÏ×ÉÓ
ÌÉÆÍÉÈ.
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ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ËÄÁÄÂÉÓÀ ÃÀ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀ-
ÃÏÁÉÓ ÝÍÄÁÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÉÌ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ, ÒÏÝÀ λ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ
ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉÀ ÒÀÉÌÄ µ ÆÏÌÉÈ, Ä.É. λ = µ∗.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.3.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ.
ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÔÏË-
×ÀÓÉÀ:

• A ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ µ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ;
• A ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ µ∗ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏ-
ÌÀÃÏÁÀ µ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉßÅÄÅÓ A-Ó ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ
µ∗ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÝáÀÃÉÀ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÀØÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ
µ∗(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A) ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ. ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.3.2-
ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, µ∗(B) ≤ µ∗(B ∩ A) + µ∗(B \ A). ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ
ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

µ∗(B) ≥ µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A). (1)

ÈÖ µ∗(B) = ∞, ÌÀÛÉÍ (1) ÝáÀÃÉÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ µ∗(B) < ∞. ÂÀÍÅÉáÉ-
ËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ
ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ H ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

B ⊂
∞∪
n=1

En ÃÀ µ∗(B) + ε ≥
∞∑
n=1

µ(En).

ÈÖ En ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ µ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ
ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

µ∗(B) + ε ≥
∞∑
n=1

µ(En) =

=

∞∑
n=1

µ∗(En ∩A) +
∞∑
n=1

µ∗(En \A) ≥ µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ (1) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÌÀ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.1-ÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.3.2. ÅÈØÅÀÈ, λ ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. ÌÀÛÉÍ
ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÚÅÄËÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ S ÊËÀÓÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• S ÀÒÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ;
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• λ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ S ÊËÀÓÆÄ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ;
• ÈÖ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ λ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ, ÌÀÛÉÍ S ⊃ H.

ËÄÌÀ 5.3.1. ÅÈØÅÀÈ, λ ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÊÀÒÀ-
ÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÚÅÄËÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ S ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ ÀËÂÄÁÒÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉ ÌÏÅÉáÓÄÍÉÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ.

ÍÀÁÉãÉ I: ∅ ÃÀ X ÀÒÉÀÍ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, λ(∅) = 0

ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

λ(B ∩∅) + λ(B ∩∅) = λ(∅) + λ(B) = λ(B),

λ(B ∩X) + λ(B ∩X) = λ(B) + λ(∅) = λ(B).

ÍÀÁÉãÉ II: ÈÖ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÀÃÉÀ ÌÉÓÉ
ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ A ÓÉÌÒÀÅËÄÝ. ÌÀÒÈËÀÝ, A-Ó ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ, ÒÏÌ

λ(B ∩A) + λ(B ∩A) = λ(B ∩A) + λ(B ∩A) = λ(B).

ÍÀÁÉãÉ III: ÈÖ G ÃÀ F ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÆÏÌÀÃÉ, ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÀ-
ÃÉÀ ÌÀÈÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÝ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄ. G-Ó
ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

λ(B ∩ (G ∪ F )) = λ(B ∩ (G ∪ F ) ∩G) + λ(B ∩ (G ∪ F ) ∩G) =

λ(B ∩G) + λ(B ∩ F ∩G). (2)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, F -ÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

λ(B ∩ (G ∪ F )) = λ(B ∩G ∩ F ) = λ(B ∩G)− λ(B ∩G ∩ F ). (3)

ÀáËÀ, ÈÖ ÛÄÅÊÒÄÁÈ (2) ÃÀ (3) ÔÏËÏÁÄÁÓ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ G-Ó
ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

λ(B ∩ (G ∪ F )) + λ(B ∩ (G ∩ F )) = λ(B ∩G) + λ(B ∩G) = λ(B).

ÍÀÁÉãÉ IV: ÈÖ G ÃÀ F ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÆÏÌÀÃÉ, ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÀÃÉÀ
ÌÀÈÉ ÓáÅÀÏÁÀÝ. ÀÌ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ
ÆÄÌÏÈ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ II ÃÀ III ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÃÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÄÁÉ: G \ F =

G ∩ F , G ∩ F = G ∪ F .

I, III ÃÀ IV ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ S ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ ÀËÂÄÁÒÀ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ËÄÌÀ 5.3.2. ÅÈØÅÀÈ, λ ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. ÈÖ A1, A2,
. . . , An ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÃÀ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ,

λ

(
B ∩

n∪
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

λ(B ∩Ak).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ n = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÅÈØÅÀÈ, B ⊂ X . A2

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ A1 ∩A2 = ∅ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

λ(B ∩ (A1 ∪A2)) = λ(B ∩ (A1 ∪A2) ∩A2) + λ(B ∩ (A1 ∪A2) ∩A2) =

λ(B ∩A2) + λ(B ∩A1).

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n-ÓÈÅÉÓ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÉÍÃÖØ-
ÝÉÉÈ n-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.3.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÀÁÉãÉ I: S ÀÒÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ. ÃÀÅÖÛ-
ÅÀÈ, An (n ∈ N) ÀÒÉÀÍ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ. ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ, ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÌÀÈÉ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ. ËÄÌÀ 5.3.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, S ÀÒÉÓ ÀËÂÄÁÒÀ. ÀÌÉÔÏÌ
ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ An ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄ. S
ÀËÂÄÁÒÀÀ, ÀÌÉÔÏÌ

∪n
k=1Ak ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ. ÀØÄÃÀÍ, ËÄÌÀ 5.3.2-ÉÓ ÃÀ

ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

λ(B) = λ

(
B ∩

n∪
k=1

Ak

)
+ λ

(
B ∩

n∪
k=1

Ak

)
≥

n∑
k=1

λ(B ∩Ak) + λ

(
B ∩

∞∪
k=1

Ak

)
.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ n-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÀÓÀ ÃÀ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ
ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀÓ, ÃÀÅßÄÒÈ

λ(B) ≥
∞∑
k=1

λ(B ∩Ak) + λ

(
B ∩

∞∪
k=1

Ak

)
≥

≥ λ

(
B ∩

∞∪
k=1

Ak

)
+ λ

(
B ∩

∞∪
k=1

Ak

)
. (4)

ÀØÄÃÀÍ, ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.3.2-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ:

λ(B) = λ

(
B ∩

∞∪
k=1

Ak

)
+ λ

(
B ∩

∞∪
k=1

Ak

)
.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ
∪∞
k=1Ak ∈ S.
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ÍÀÁÉãÉ II: λ-Ó ÛÄÆÙÖÃÅÀ S-ÆÄ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ. ÃÀÓÀÃÂÄÍÉ ÂÅÀØÅÓ λ|S
×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, An (n ∈ N) ÀÒÉÀÍ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÃÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ. ÈÖ (4)-ÉÓ ÐÉÒÅÄË ÛÄ×ÀÓÄÁÀÛÉ B ÒÏË-
ÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ

∪∞
n=1An ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

λ

( ∞∪
k=1

Ak

)
≥

∞∑
k=1

λ(Ak) + λ(∅) =
∞∑
k=1

λ(Ak).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ

ÅÀÓÊÅÍÉÈ λ
(∪∞

k=1Ak

)
=
∑∞
k=1 λ(Ak) ÔÏËÏÁÀÓ.

ÍÀÁÉãÉ III: ÈÖ λ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÉÈ ßÀÒ-
ÌÏØÌÍÉËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ, ÌÀÛÉÍ S ⊃ H.

ÅÈØÅÀÈ, A ∈ H. ÖÍÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

µ∗(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩A). (5)

µ∗(B) = ∞ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (5) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.3.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ.
ÃÀÅÖÛÅÀÈ, µ∗(B) < ∞. µ∗-ÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÞÀËÉÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝ-
áÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ H ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ

B ⊂
∞∪
n=1

En ÃÀ µ∗(B) + ε ≥
∞∑
n=1

µ(En).

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, µ ÆÏÌÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅßÄÒÈ,

µ∗(B) + ε ≥
∞∑
n=1

µ(En) =

=

∞∑
n=1

µ(En ∩A) +
∞∑
n=1

µ(En ∩A) ≥ µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩A).

ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ε-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÀÓÀ ÃÀ ÛÄÍÉÛ-
ÅÍÀ 5.3.2-Ó, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.3.2 ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ:
ÅÈØÅÀÈ, λ ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. ÌÀÛÉÍ λ-Ó ÛÄÆÙÖÃÅÀÓ ÊÀÒÀÈÄ-
ÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÚÅÄËÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ S ÊËÀÓÆÄ ÄßÏÃÄÁÀ λ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÈ
ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ (ÉÍÃÖÝÉÒÄÁÖËÉ) ÆÏÌÀ ÃÀ ÉÂÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ λ ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.3-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 5.3.3. ÅÈØÅÀÈ, λ ÀÒÉÓ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÂÀÒÄ
ÆÏÌÀ. ÈÖ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀØÅÓ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ, Ä.É.
λ(A) = 0, ÌÀÛÉÍ A ÀÒÉÓ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ.

ÛÄÃÄÂÉ 5.3.1. ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÆÏÌÀÓ ÀØÅÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉ-
ÓÄÁÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, λ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÀ X-ÛÉ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ {∅, X} ⊂ S ⊂ 2X (ÀØ ÃÀ
ØÅÄÌÏÈ S ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÊËÀÓÓ).

2. ÀÀÂÄÈ ÌÀÂÀËÉÈÉ λ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ S = {∅, X}.
3. ÀÀÂÄÈ ÌÀÂÀËÉÈÉ λ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ S = 2X .
4. ÈÖ card(X) ≥ 2, ÌÀÛÉÍ ÀÀÂÄÈ ÌÀÂÀËÉÈÉ λ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

ÓÒÖËÃÄÁÀ ÌÊÀÝÒÉ ÜÀÒÈÅÄÁÉ: {∅, X} ⊂ S ⊂ 2X .

§ 4. ÆÏÌÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÊÀÅÛÉÒÉ ÆÏÌÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓÄÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓÈÀÍ

ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, ËÄÁÄ-
ÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ S ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ H ÒÂÏËÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË
σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ, Ä.É. S ⊃ σa(H). ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ σa(H)
ÊËÀÓÉ ÞÀËÉÀÍ ÀáËÏÓ ÃÂÀÓ S ÊËÀÓÈÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÈÖ
A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ µ∗(A) < ∞, ÌÀÛÉÍ A
ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ ÓÀáÉÈ: A =M∪N , ÓÀÃÀÝ M∩N = ∅, M ∈ σa(H) ÃÀ
N ÀÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ:
E ∈ σa(H), E ⊃ N ÃÀ µ∗(E) = 0. ÈÖ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ
µ ÆÏÌÀ ÀÒÉÓ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ, ÌÀÛÉÍ ÉÂÉÅÄ ÃÀÓÊÅÍÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ.

ËÄÌÀ 5.4.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÈÖ
A ⊂ X ÃÀ µ∗(A) <∞, ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ B ∈ σa(H) ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ B ⊃ A ÃÀ µ∗(B) = µ∗(A).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ An,k ∈ H
(k ∈ N) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ:

A ⊂
∞∪
k=1

An,k,
∞∑
k=1

µ(An,k) < µ∗(A) +
1

n
.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÏËÛÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÉÙÏÈ∩∞
n=1

∪∞
k=1An,k ÓÉÌÒÀÅËÄ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÄÖËÉÀ. �
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ËÄÌÀ 5.4.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅ-
ÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ B ∈ σa(H) ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ B ⊃ A ÃÀ
µ∗(B) = µ∗(A).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ H ÊËÀÓÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÈÀ (Xn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: µ(Xn) < ∞ ÃÀ X =

∪∞
n=1Xn.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ An = A ∩ Xn. ÝáÀÃÉÀ, µ(An) < ∞ (n ∈ N). ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁ-
ËÄÁÈ ËÄÌÀ 5.4.1-ÉÈ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÉÈ Bn ∈ σa(H) ÓÉÌÒÀÅËÄÓ,
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ: Bn ⊃ An ÃÀ µ∗(Bn) = µ∗(An). ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ,
ÒÏÌ Bn ⊂ Xn (ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ Bn-ÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÃÉÈ
Bn∩Xn ÓÉÌÒÀÅËÄÓ). ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ B =

∪∞
n=1Bn. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ: B ∈ σa(H),

B ⊃ A ÃÀ

µ∗(B \A) ≤ µ∗

( ∞∪
n=1

(Bn \An)

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(Bn \An) = 0.

ÀØ ÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ An ÃÀ Bn ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, µ∗(Bn \
An) = µ∗(Bn)− µ∗(An) = 0.

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ËÄÌÀ 5.4.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÉÐÏÅÏÈ B ∈
σa(H) ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ B ⊃ A ÃÀ µ∗(B) = µ∗(A). A ÃÀ B ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ µ∗(B\A) = 0 ÔÏËÏÁÀÓ. ÛÄÌÃÄÂ,
ÊÅËÀÅ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ËÄÌÀ 5.4.1 ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ E ∈ σa(H) ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÈÅÉÓÄ-
ÁÄÁÉÈ: E ⊃ B\A ÃÀ µ∗(E) = µ∗(B\A) = 0. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ
M = B \E ÃÀ N = A \M ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÓÀàÉÒÏ ÐÉÒÏÁÄÁÓ.

σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÓÀÅÓÄÁÉÈ ÀÍÀËÏÂÉÖ-
ÒÉÀ, ÏÙÏÍÃ ËÄÌÀ 5.4.1-ÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ËÄÌÀ 5.4.2. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.4.1. ËÄÌÀ 5.4.1-ÉÓ, ËÄÌÀ 5.4.2-ÉÓÀ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.1-ÉÓ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, B, M ÃÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÛÄÂ-
ÅÉÞËÉÀ ÅÈØÅÀÈ Ö×ÒÏ ÌÄÔÉ, ÓÀáÄËÃÏÁÒ ÉÓ, ÒÏÌ ÀÌ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÀØÅÈ
ÓÀáÄ:

∞∩
n=1

∞∪
k=1

An,k,

ÓÀÃÀÝ An,k ∈ H (n, k ∈ N).

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ T σ-ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ M ∪N ÓÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ T̃ ÊËÀÓÉ, ÓÀÃÀÝ M ∩N = ∅,
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M ∈ T ÃÀ N ÀÒÉÓ T-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÒÀÉÌÄ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ:

• T̃ ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ σ-ÒÂÏËÉ;
• ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÆÏÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀáÃÄÍÓ µ-Ó ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ

T̃ ÊËÀÓÆÄ. ÄÓ ÆÏÌÀ ÌÏÉÝÄÌÀ ÔÏËÏÁÉÈ: µ̃(M ∪N) = µ(M);
• µ̃ ÀÒÉÓ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.2-ÛÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË µ̃ ÆÏÌÀÓ µ ÆÏÌÉÓ ÛÄÅÓÄÁÀ ÄßÏÃÄÁÀ.

ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÛÄ-
ÆÙÖÃÅÀÓ σa(H) ÊËÀÓÆÄ ÄßÏÃÄÁÀ µ ÆÏÌÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ.

ÝáÀÃÉÀ, ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÀÒÉÓ ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ Ö×ÒÏ
ÓÖÓÔÉ ÅÀÒÉÀÍÔÉ, ÅÉÃÒÄ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ.

5.4.1 ÃÀ 5.4.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.3. σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓÉ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÛÄÅÓÄÁÀÓ.

§ 5. ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.5.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ µ-Ó ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈ ÆÏÌÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀáÃÄÍÓ µ-Ó ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ σa(H)
ÊËÀÓÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ν ÀÒÉÓ µ ÆÏÌÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ (Ä.É.
ν = µ∗|σa(H)), áÏËÏ λ ÀÒÉÓ µ-Ó ÒÀÉÌÄ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ σa(H) ÊËÀÓÆÄ. ÖÍÃÀ
ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ λ(A) = ν(A) ÚÏÅÄËÉ A ∈ σa(H) ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ.

ãÄÒ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ H ÀËÂÄÁÒÀÀ ÃÀ µ

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ. ÝáÀÃÉÀ, ν(X) = λ(X) = µ(X) <∞. ÀÌÒÉÂÀÃ, ν ÃÀ
λ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÄÁÉÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Q = {A ∈ σa(H) : λ(A) = ν(A)}.

ÝáÀÃÉÀ, H ⊂ Q ⊂ σa(H). ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ Q ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒ
ÊËÀÓÓ. ÅÈØÅÀÈ, An ∈ Q ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅßÄÒÈ,

ν

( ∞∪
n=1

An

)
= lim
n→∞

ν(An) = lim
n→∞

λ(An) = λ

( ∞∪
n=1

An

)
.

ÛÄÃÄÂÀÃ,
∪∞
n=1An ∈ Q. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ν ÃÀ λ

ÆÏÌÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÉÀÍ ÃÀ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÆÏÌÉÓ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
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ÈÅÉÓÄÁÉÈ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ÊËÄÁÀÃÉ An ∈ Q ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ:∩∞
n=1An ∈ Q. ÀÌÒÉÂÀÃ, Q ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÊËÀÓÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, m(H) ⊂ Q ⊂

σa(H). ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÀËÂÄÁÒÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ
ÊËÀÓÉ ÃÀ σ-ÀËÂÄÁÒÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ (Éá. ÛÄÃÄÂÉ 3.3.1), ÂÅÄØÍÄÁÀ:
m(H) = σa(H) = Q. ÀÌÉÈ ÂÀÍÓÀáÉËÀÅ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÅÈØÅÀÈ, ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊ-
ÅÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ Xn ∈ H ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ: µ(Xn) < ∞ (n ∈ N)
ÃÀ X =

∪∞
n=1Xn. ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ

3.3.3-Ó ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÖÊÅÄ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖË ÍÀßÉËÓ H ∩ Xn

ÀËÂÄÁÒÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ µ|H∩Xn
, ν|σa(H∩Xn), λ|σa(H∩Xn) ÆÏÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÃÀÅÀÓ-

ÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ν ÃÀ λ ÆÏÌÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ σa(H) ∩Xn ÊËÀÓÆÄ ÚÏ-
ÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ν ÃÀ λ ÆÏÌÄÁÉ
ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ σa(H) ÊËÀÓÆÄÝ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.1-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌ-
ÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.5.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ µ-Ó ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈ ÆÏÌÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀáÃÄÍÓ µ-Ó ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ S ÊËÀÓÆÄ.

§ 6. ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉ ÓÀßÚÉÓÉ ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ

ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓÀÓ, ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓ ×ÀÒÂËÄÁ-
ÛÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ ÀØÅÓ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ, ÂÀÌÏÚÏ×ÉËÉ ÉØÍÀ ÓÀßÚÉÓÉ ÒÂÏËÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ „ßÄÓÉÄÒ“ ÍÀßÉËÄÁÀÃ ÃÀàÒÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÓÀÊÌÀÏÃ
ÆÏÂÀÃ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÉÓ ÓáÅÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ
ÌÉÃÂÏÌÄÁÉÝ. ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÂÀÅÄÝÍÏÁÉÈ ÄÒÈ-ÄÒÈ ÀÓÄÈ ÌÄÈÏÃÓ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÓ ÂÀÌÏÚÏ×Ó ÓÀßÚÉÓÉ ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÈ
ÌÉÀáËÏÄÁÀÃÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ B ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ
µ∗(A△B) < ε.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.6.1. ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÉØÄÃÀÍ, ÒÏÌ A△B ÂÀÌÏáÀÔÀÅÓ A ÃÀ B

ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀÓ, áÏËÏ µ∗(A△B) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ,
ÒÏÂÏÒÝ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÒÉÅÉ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ
5.6.1-ÉÓ ÌÄÏÒÄ ÐÉÒÏÁÀ ÌÀÒÈËÀÝ ÀÓÀáÀÅÓ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÛÄÓÀÞ-
ËÄÁËÏÁÀÓ ÓÀßÚÉÓÉ H ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ËÄÌÀ 5.6.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A,B ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|µ∗(A)− µ∗(B)| ≤ µ∗(A△B).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÜÀÒÈÅÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÏÁÀ: A ⊂ B ∪ (A△B) ÃÀ B ⊂ A∪ (A△B). ÀØÄÃÀÍ, ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÍÀáÄÅÒÀ-
ÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ,

µ∗(A) ≤ µ∗(B) + µ∗(A△B), µ∗(B) ≤ µ∗(A) + µ∗(A△B),

ÀÌ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÖÔÏËÏÁÀ. ËÄÌÀ ÃÀÌ-
ÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ 1) ⇒ 2)

ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ. ÀØ 1) ÃÀ 2) ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÅÄË ÃÀ ÌÄÏÒÄ
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÓ. ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ µ∗(A) <∞, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ An ∈ H (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ:

A ⊂
∞∪
n=1

An,

∞∑
n=1

µ(An) ≤ µ∗(A) +
ε

2
.

ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ µ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÅÉÐÏÅÉÈ N ∈ N ÒÉÝáÅÓ, ÉÓÄÈÓ, ÒÏÌ

µ∗

( ∞∪
n=1

An

)
≤ µ∗

(
N∪
n=1

An

)
+
ε

2
.

B-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ
∪N
n=1An ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄ-

ÁÄÁÉÈ µ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÂÅÄØÍÄÁÀ:

µ∗(A \B) ≤ µ∗

( ∞∪
n=N+1

An

)
= µ∗

( ∞∪
n=1

An

)
− µ∗

(
N∪
n=1

An

)
<
ε

2
,

ÃÀ

µ∗(B \A) ≤ µ∗

( ∞∪
n=1

An \A

)
= µ∗

( ∞∪
n=1

An

)
− µ∗(A) <

ε

2
.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ µ∗(A△B) < ε. ÀÌÉÈ 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ
ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.
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ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, C ∈ H ÒÀÉÌÄ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ ÃÀ ÌÉÓÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÏÈ
B ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ∗(A△B) < ε. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÜÀÒÈÅÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ:

(C ∩A)△(C ∩B) ⊂ A△B, (C ∩A)△(C ∩B) ⊂ A△B.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ËÄÌÀ 5.6.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ:

|µ∗(C ∩A)− µ∗(C ∩B)| ≤ µ∗(A△B) < ε,

|µ∗(C ∩A)− µ∗(C ∩B)| ≤ µ∗(A△B) < ε.

ÀØÄÃÀÍ, ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ B ÃÀ C ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ H
ÒÂÏËÓ, ÃÀÅßÄÒÈ,

µ∗(C ∩A) + µ∗(C ∩A) ≤ µ∗(C ∩B) + µ∗(C ∩B) + 2ε =

= µ(C ∩B) + µ(C ∩B) + 2ε = µ(C) + 2ε.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ε-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ

µ(C) ≥ µ∗(C ∩A) + µ∗(C ∩A).

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÖÔÏËÏÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ µ(C) = µ∗(C ∩ A) +
µ∗(C ∩ A) ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ. ÀÌÒÉÂÀÃ, A ÓÉÌÒÀÅËÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉÀ. ÀÌÉÈ 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖ-
ËÉÀ. �

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.1-ÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÞËÉÄÒÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ,
Q ∈ H ÃÀ µ(Q) < ∞. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Q ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ B ∈ H, B ⊂ Q,
ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ∗(A△B) < ε.

ËÄÌÀ 5.6.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÈÖ
A ⊂ X , B ∈ H ÃÀ A ∩B = ∅, ÌÀÛÉÍ µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ(B).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ H ÊËÀÓÉÓÀÃÌÉ ÌÉÊÖÈÅÍÄÁÉÓ ÂÀÌÏ, B ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ ÉØÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉÝ. ÈÖ B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄË ÈÅÉÓÄÁÀÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ A ∪ B
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÌÀÛÉÍ A ∩B = ∅ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

µ∗(A ∪B) = µ∗((A ∪B) ∩B) + µ∗((A ∪B) \B) =

= µ∗(B) + µ∗(A) = µ(B) + µ∗(A).

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
91



ËÄÌÀ 5.6.3. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ ÃÀ
Q ∈ H. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Q ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ C ∈ H, C ⊂ Q, ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ µ(C) =
µ∗(C ∩A) + µ∗(C \A) ÔÏËÏÁÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÝáÀÃÉÀ. ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ
ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: 2) ÐÉÒÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ∈ H
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ,

µ(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A).
A ⊂ Q ÜÀÒÈÅÉÓÀ ÃÀ 2) ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

µ∗(B ∩A) = µ∗((B ∩Q) ∩A) = µ(B ∩Q)− µ∗((B ∩Q) \A). (1)

A ⊂ Q ÜÀÒÈÅÉÓÀ ÃÀ ËÄÌÀ 5.6.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÊÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

µ∗(B \A) = µ(B \Q) + µ∗((B ∩Q) \A). (2)

(1) ÃÀ (2) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÛÄÊÒÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A) = µ(B ∩Q) + µ(B \Q).

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÊÉ B ÃÀ Q ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ H ÊËÀÓÉ-
ÓÀÃÌÉ ÌÉÊÖÈÅÍÄÁÉÓ ÂÀÌÏ µ(B)-Ó ÔÏËÉÀ. ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ H ∩Q ÊËÀÓÉ ÃÀ ÌÀÓÆÄ µ

ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ µQ-ÈÉ. ÝáÀÃÉÀ, H∩Q ÀÒÉÓ ÀËÂÄÁÒÀ, áÏËÏ µQ
ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÈÖ Q-Ó ÌÉÅÉÜÍÄÅÈ ÞÉÒÉÈÀÃ ÓÀÌÏØÌÄÃÏ ÓÉÅÒÝÄÃ
ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.2-Ó ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ H∩Q ÀËÂÄÁÒÉÓÀ ÃÀ µQ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ
ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Q ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ
ÔÏË×ÀÓÉÀ:

1′) A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ µQ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ;
2′) ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ B ∈ H, B ⊂ Q, ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ,

ÒÏÌ µ∗
Q(A△B) < ε.

ÀØ µ∗
Q ÀÒÉÓ Q-ÛÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉÀ

µQ ÆÏÌÉÈ.
ÛÄÌÃÄÂ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ E ⊂ Q ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ

ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄË ÔÏËÏÁÀÓ:

µ∗
Q(E) = µ∗(E). (3)

(3) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ 2′) ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ
ÉÂÉÅÄÀ, ÒÀÝ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ, áÏËÏ ÊÅËÀÅ (3) ÔÏËÏÁÉÓÀ ÃÀ
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ËÄÌÀ 5.6.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÊÉ ÅÀÓÊÅÍÉÈ 1′) ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓÀ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÔÏË×ÀÓÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.3. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌ-
ÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ Q ∈ H, µ(Q) < ∞, ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε ÒÉ-
ÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ B ∈ H, B ⊂ Q, ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ
µ∗((A ∩Q)△B) < ε.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.3 ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.2-ÉÓ ÃÀ ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ
ËÄÌÉÓ ÛÄÃÄÂÓ.

ËÄÌÀ 5.6.4. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• A∩Q ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ Q ∈ H, µ(Q) <
∞, ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÌÉÉÙÄÁÀ ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ
ÚÏÅÄËÉ Q ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ S ÊËÀÓÉ ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ. ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ X ÖÍÃÀ ßÀÒÌÏ-
ÅÀÃÂÉÍÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ Xn ∈ H (n ∈ N) ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÃ. ÛÄÌÃÄÂ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ A∩Xn ∈ H ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÃÀ ÉÓ, ÒÏÌ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ S ÊËÀÓÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ
σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.4. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ X,µ∗(A) < ∞, ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ B ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ∗(A△B) < ε.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÉÉÙÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.3-ÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÃÀÓÊÅÍÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ X ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ Xn ∈ H (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÃ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ
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ÃÀ µ∗(A) <∞. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

∞∑
n=1

µ∗(A ∩Xn) = µ∗(A) <∞.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ N ∈ N, ÒÏÌ-
ËÉÓÈÅÉÓÀÝ

∞∑
n=N+1

µ∗(A ∩Xn) < ε/2. (4)

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Q =
∪N
n=1Xn. ÝáÀÃÉÀ, Q ∈ H ÃÀ µ(Q) < ∞. ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ

ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ A ∩Q ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ
ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.2-Ó, ÅÉÐÏÅÉÈ ÉÓÄÈ B ∈ H, B ⊂ Q, ÓÉÌÒÀÅËÄÓ,
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

µ∗((A ∩Q)△B) < ε/2. (5)

ÓÀÁÏËÏÏÃ, (4) ÃÀ (5) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓÀ ÃÀ

A△B ⊂ ((A ∩Q)△B) ∪
∞∪

n=N+1

(A ∩Xn)

ÜÀÒÈÅÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ

µ∗(A△B) < ε.

ÒÉÈÀÝ 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

§ 7. ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉ ÓÀßÚÉÓÉ ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉË ÛÄÃÄÂÄÁÓ ÀØÅÈ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ, ÈÖÌÝÀ ÌÀÈÉ ÌÈÀÅÀÒÉ ÃÀÍÉÛÍÖËÄÁÀ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉÀ ÌÏÌÃÄÅ-
ÍÏ ÈÀÅÛÉ ÂÀÍáÉËÖË ËÄÁÄÂÉÓ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÆÏÌÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀÓÈÀÍ. ÊÄÒÞÏÃ,
ØÅÄÌÏÈ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÃÀÓÀáÀÓÉÀÈÄÁËÀÃ.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ H ÊËÀÓÉÓÀÈÅÉÓ σ(H)-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ H-ÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÊËÀÓÉ, Ä.É.

σ(H) =

{ ∞∪
n=1

An : An ∈ H (n ∈ N)

}
.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.7.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ
σ(H) ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ. ÄÓ ÃÀÓÊÅÍÀ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÓÀßÚÉÓÉ H ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÉ-
ÃÀÍ ÃÀ ÊÉÃÄÅ ÉØÄÃÀÍ, ÒÏÌ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.7.2. ÈÖ H ÒÂÏËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ
G ∈ σ(H) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
An ∈ H (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.

ØÅÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÂÅÀÞËÄÅÄÍ ËÄÁÄ-
ÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀÓ σ(H) ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÆÄÌÏÃÀÍ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.7.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ,
Q ∈ H ÃÀ µ(Q) < ∞. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Q ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ G ∈ σ(H), G ⊂ Q, ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ G ⊃ A ÃÀ µ∗(G \A) < ε.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ
ÉØÍÄÁÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ 1)-ÉÈ ÃÀ 2)-ÉÈ.

1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ An ∈ H, An ⊂ Q (n ∈ N), ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ,
ÒÏÌ

A ⊂
∞∪
n=1

An,

∞∑
n=1

µ(An) < µ∗(A) + ε.

G-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ
∪∞
n=1An ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÝáÀÃÉÀ, G ∈ σ(H), G ⊂ Q ÃÀ

G ⊃ A. An ÃÀ A ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,
ÒÏÌ

µ∗(G \A) = µ∗

( ∞∪
n=1

An \A

)
=

= µ∗

( ∞∪
n=1

An

)
− µ∗(A) =

∞∑
n=1

µ(An)− µ∗(A) < ε.

ÀÌÉÈ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.

2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÅÈØÅÀÈ, ε > 0 ÃÀ G ÌÉÓÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ 2)
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÃÀÍ. G ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÒÏÂÏÒÝ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
An ∈ H, An ⊂ Q (n ∈ N), ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ. ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

∞∑
n=1

µ(An) = µ∗(G) ≤ µ(Q) <∞.
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ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ N ∈ N, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ
∞∑

n=N+1

µ(An) < ε.

B-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ
∪N
n=1An ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÝáÀÃÉÀ, B ∈ H ÃÀ B ⊂ Q. B ⊂ G

ÜÀÒÈÅÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

µ∗(B \A) ≤ µ∗(G \A) < ε.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ A \B ⊂
∪∞
n=N+1An, ÃÀÅßÄÒÈ,

µ∗(A \B) ≤ µ∗

( ∞∪
n=N+1

An

)
=

∞∑
n=N+1

µ(An) < ε.

ÛÄÃÄÂÀÃ,

µ∗(A△B) < 2ε.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ A ÓÉÌÒÀÅËÄ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ. ÀÌÉÈ 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.7.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌ-
ÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ G ∈ σ(H) ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ G ⊃ A ÃÀ µ∗(G \A) < ε.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ Xn ∈ H ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ(Xn) <∞ (n ∈ N) ÃÀ X =

∪∞
n=1Xn.

1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÈÖ A ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÀÃÉ
ÉØÍÄÁÀ A ∩ Xn ÓÉÌÒÀÅËÄÝ ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ε > 0. ÈÄÏÒÄÌÀ 5.7.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ Gn ∈ σ(H),
Gn ⊂ Xn, ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: Gn ⊃ An ÃÀ µ∗(Gn \An) < ε/2n, ÓÀÃÀÝ
An = A ∩ Xn. ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ G =

∪∞
n=1Gn ÓÉÌÒÀÅËÄ

ÄÊÖÈÅÍÉÓ σ(H) ÊËÀÓÓ, G ⊃ A ÃÀ

µ∗(G \A) = µ∗

( ∞∪
n=1

(Gn \An)

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(Gn \An) < ε.

ÀÌÉÈ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.
2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. G ∈ σ(H)

ÉÚÏÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ G ⊃ A ÃÀ µ∗(G \ A) < ε. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:
Gn = G ∩Xn ÃÀ An = A ∩Xn (n ∈ N). ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ Gn ∈ σ(H), Gn ⊂
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Xn, Gn ⊃ An ÃÀ µ∗(Gn \ An) ≤ µ∗(G \ A) < ε. ÀØÄÃÀÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.7.1-
ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ An ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n-
ÓÈÅÉÓ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ.
ÀÌÉÈ 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.7.3. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ, G ⊂ 2X ÃÀ F ÉÚÏÓ G-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÃÀÌÀÔÄÁÄÁÉÓ
ÊËÀÓÉ, Ä.É.

F = {X \G : G ∈ G}.
ÃÀÅÖÛÅÀÈ, G ÊËÀÓÉ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

1) A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
2) ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ G ∈ G ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ G ⊃ A

ÃÀ µ∗(G \A) < ε.

ÀÓÄÈ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÃÀ-
áÀÓÉÀÈÄÁÀ F ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÛÉÂÍÉÃÀÍ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉ-
ÍÄÁÛÉ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ X
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

1) A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
3) ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ F ∈ F ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

F ⊂ A ÃÀ µ∗(A \ F ) < ε.

ÀÌ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ:

À) A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ 2) ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ
ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ X \A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ 3) ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ;

Á) A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ,
ÒÏÝÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ X \A ÓÉÌÒÀÅËÄ.

§ 8. ÆÏÌÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.8.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÀÒÉÓ H ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ.
ÌÀÛÉÍ µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, (An) ÀÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÃÀ
A = lim

n→∞
An. µ∗-ÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

µ∗(A1) ≤ µ∗(A2) ≤ · · · ≤ µ∗(A). (1)

ÛÄÃÄÂÀÃ,
lim
n→∞

µ∗(An) ≤ µ∗(A). (2)
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ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ (2)-ÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

µ∗(A) ≤ lim
n→∞

µ∗(An). (3)

ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ n, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ µ∗(An) = ∞, ÌÀÛÉÍ (1)-ÉÓ ÞÀËÉÈ,
µ∗(A) = ∞ = lim

n→∞
µ∗(An). ÀÌÒÉÂÀÃ, ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ÂÅÒÜÄÁÀ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ,

ÒÏÝÀ µ∗(An) <∞ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ.
ÍÄÁÉÌÉÄÒÉ n-ÓÈÅÉÓ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ H ÒÂÏËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (Ank ) ÌÉÌ-

ÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ×ÀÒÀÅÓ An ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:
∞∑
k=1

µ(Ank ) < µ∗(An) +
1

n
.

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

Bn =

∞∪
k=1

Ank , Cn = Bn ∩Bn+1 ∩ . . .

Bn ÃÀ Cn ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÌÀÈ ÀØÅÈ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

An ⊂ Cn ⊂ Bn; (4)

µ(Cn) ≤ µ(Bn) < µ∗(An) +
1

n
. (5)

ÝáÀÃÉÀ, (Cn) ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÒÃÀÃÉÀ. ÌÉÓÉ ÆÙÅÀÒÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ
C-ÈÉ. ÌÀÛÉÍ (4)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

A =

∞∪
n=1

An ⊂
∞∪
n=1

Cn = C.

ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (Cn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀ ÃÀ µ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ
ÆÏÌÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (5) ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ, ÃÀÅßÄÒÈ,

µ∗(A) ≤ µ(C) = lim
n→∞

µ(Cn) ≤ lim
n→∞

µ∗(An).

ÀÌÉÈ (3) ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.8.1. ÌÏÂÅÉÀÍÄÁÉÈ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.5) ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5.8.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 5.8.1 ÀÒ ÅÒÝÄËÃÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÆÄ.
ÌÀÒÈËÀÝ, λ ÉÚÏÓ 2N-ÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ: λ(∅) =

0, λ(N) = 2 ÃÀ λ(E) = 1, ÒÏÝÀ E ̸= ∅ ÃÀ E ̸= N. ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ
ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ λ ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ,

En = {1, 2, . . . , n}

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÐÉÒÏ-
ÁÀ.
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È À Å É 6

ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÆÏÌÀ

ÀÌ ÈÀÅÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÛÄÓßÀÅËÉÓ ÓÀÂÀÍÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ À×ÀÒÈÏÄÁÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÉÓ ÝÍÄÁÀÓ. ÀÓÄÅÄ ÂÀÍ-
áÉËÖËÉÀ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓÀ ÃÀ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÔÉÐÉÓ ÆÏÌÄÁÉ.

ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÅÉÀ, ÒÏÌ ÂÀÃÌÏÝÄÌÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ßÉÍÀ ÈÀÅÛÉ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÖË ÀÁ-
ÓÔÒÀØÔÖË ÈÄÏÒÉÀÓ.

§ 1. ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ v = vn ÌÏÝÖËÏÁÀ ÀÒÉÓ ÍÀáÄÅÒÀÃÙÉÀ
ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ In ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2.1-ÉÓ
ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÌÏÝÖËÏÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ In ÊËÀÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË r(In)
ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÆÏÌÀÃÀÝ.

ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÄßÏÃÄÁÀ vn ÌÏÝÖËÏÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÉØÍÄÁÀ m = mn-ÉÈ.

ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ (Ä.É. vn ×ÖÞÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ) ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÄßÏÃÄÁÀÈ. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ ÀÙÍÉÛ-
ÍÖËÉ ÉØÍÄÁÀ L = Ln-ÉÈ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌ-
ÃÉÍÀÒÄ:

• ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ σ-ÀËÂÄÁÒÀÀ;
• ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀÓ ÀØÅÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ;
• ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ;
• ÚÏÅÄËÉ I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ m(I) =

v(I).

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.1.1. Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ.



ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌ-
ÃÉÍÀÒÄ, σa(In) ⊂ Ln. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÈÄÏÒÄÌÀ 3.4.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, σa(In) =
B(Rn). ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÄÍ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 3.4.1), ÈÄÏÒÄÌÀ 6.1.1-ÃÀÍ
ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.1.2. Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÙÉÀ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.1.3. ÅÈØÅÀÈ, I1, . . . , In ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÂÒÞÉÓ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄ-
ËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÀ ßÒ×ÄÆÄ. ÌÀÛÉÍ I = I1 × · · · × In ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ

m(I) =

n∏
k=1

(bk − ak),

ÓÀÃÀÝ ak = inf Ik, bk = sup Ik (k ∈ 1, n).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ÃÀ

(a, b) =
n
×
k=1

(ak, bk), [a, b] =
n
×
k=1

[ak, bk].

(a, b) ÙÉÀ, áÏËÏ [a, b] ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 6.1.2-ÉÓ
ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ (a, b) ÃÀ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ n-ÄÖËÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ εi = ( b1−a12i , . . . , bn−an2i ) (i ∈ N). ÀÃ-
ÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ

(a, b) =

∞∪
i=1

(a, b− εi], [a, b] =

∞∩
i=1

(a− εi, b].

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÆÏÌÉÓ ÆÄÌÏÃÀÍ ÃÀ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

m((a, b)) = m([a, b]) =

n∏
k=1

(bk − ak).

ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ I = (a, b) ∪ (I \ (a, b)). [a, b] \ (a, b) ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ,
ÀÌÉÔÏÌ I \ (a, b) ⊂ [a, b] \ (a, b) ÜÀÒÈÅÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ
ÞÀËÉÈ I \ (a, b) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ

m(I) = m((a, b)) =

n∏
k=1

(bk − ak).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÈÄÏÒÄÌÀ 6.1.4. Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÚÏÅÄËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀ-
ÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÄÒÈÉ ßÄÒÔÉËÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÃÀ
ÛÄÃÄÂÀÃ, ÆÏÌÀÃÉÀ. ÝáÀÃÉÀ, ÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÏÅÀÈÀÅÓÏÈ ÒÀÂÉÍÃ ÌÝÉÒÄ ÆÏÌÉÓ
I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÄÒÈßÄÒÔÉËÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÍÖËÈÀÍ ÔÏËÏÁÀÓ. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÍÖËÆÏÌÉÀÍ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ
ÔÏËÉÀ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÓÀàÉÒÏ ÃÀÓÊÅÍÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÁÏÒÄËÉÓ ÆÏÌÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÄßÏÃÄÁÀ vn ÌÏÝÖËÏÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖË
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. ÁÏÒÄËÉÓ ÆÏÌÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ mB = mB,n ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÛÄÅÓÄÁÀÓ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 3.4.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÁÏÒÄËÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ B(Rn) ÊËÀÓÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.1.1. ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÌÝÉÒÄ ÉÓÔÏÒÉÖËÉ ÄØÓÊÖÒÓÉ
ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÈÖ ÒÀ ÍÀÁÉãÄÁÉ ÉÚÏ ÂÀÃÀÃÂÌÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÏÙÄÁÀÌÃÄ.

ã. ÐÄÀÍÏÌ (1887) ÃÀ Ê. ÑÏÒÃÀÍÌÀ (1892) ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÓ
ÂÀÆÏÌÅÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÃÀ ÌÀÈÉ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ßÄÓÉ. ∆ ÉÚÏÓ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÄÁÉÓ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ. v⋆ ÂÀÒÄ ÌÏÝÖËÏÁÀ
ÃÀ v⋆ v⋆ ÛÉÂÀ ÌÏÝÖËÏÁÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÔÏËÏÁÄÁÉÈ:

v⋆(A) = inf {v(I) : I ∈ ∆, I ⊃ A},

v⋆(A) = sup {v(I) : I ∈ ∆, I ⊂ A}.
A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ, ÈÖ ÌÉÓÉ
ÛÉÂÀ ÃÀ ÂÀÒÄ ÌÏÝÖËÏÁÄÁÉ ÔÏËÉÀ, Ä.É. v⋆(A) = v⋆(A), ÃÀ ÌÉÓÉ ÐÄÀÍÏ-
ÑÏÒÃÀÍÉÓ mP(A) ÆÏÌÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÛÉÂÀ ÃÀ ÂÀÒÄ ÌÏÝÖËÏÁÄÁÉÓ
ÓÀÄÒÈÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ: mP(A) = v⋆(A) = v⋆(A).

A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÉÓ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÌÏ-
ÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÄÁÉ I ÃÀ J ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ:

I ⊂ A ⊂ J ÃÀ v(J)− v(I) < ε.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÆÏÌÅÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ÛÉÂ-
ÍÉÃÀÍ ÃÀ ÂÀÒÄÃÀÍ ÄÒÈÃÒÏÖË ÌÉÀáËÏÄÁÀÓ ÉÓÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÈ, ÒÏÌÄËÈÀ
ÂÀÆÏÌÅÉÓ ßÄÓÉ ßÉÍÀÓßÀÒ ÝÍÏÁÉËÉÀ (ÍÀá. 6.1).

ÀÓÄÈ ÌÉÃÂÏÌÀÓ ÀÌÏßÖÒÅÉÓ ÌÄÈÏÃÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ ÃÀ ÌÀÓ ÌÈÄË ÒÉÂ ÊÏÍ-
ÊÒÄÔÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ßÀÒÌÀÔÄÁÉÈ ÉÚÄÍÄÁÃÍÄÍ ãÄÒ ÊÉÃÄÅ ÀÍÔÉÊÖÒ ÄÐÏØÀÛÉ.
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ÍÀá. 6.1.

ÊÄÒÞÏÃ, ÀÌÏßÖÒÅÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÂÀÌÏÈÅËÉËÉ ÉØÍÀ ßÒÉÓ, ÐÀÒÀ-
ÁÏËÖÒÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ, ÁÉÒÈÅÉÓ, ÐÉÒÀÌÉÃÉÓ ÃÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÓáÅÀ ×ÉÂÖÒÉÓÀ ÃÀ
ÓáÄÖËÉÓ ÆÏÌÄÁÉ.

ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ ÌÒÖÃßÉÒÖËÉ ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ ×ÀÒÈÏÁÉÓ
ÂÀÌÏÓÀÈÅËÄËÀÃ ÀÂÒÄÈÅÄ ÀÌÏßÖÒÅÉÓ ÌÄÈÏÃÉ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ. ÀÌÀÛÉ ÃÀÒßÌÖ-
ÍÄÁÉÓÈÅÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÃÀÒÁÖÓ ØÅÄÃÀ ÃÀ ÆÄÃÀ ãÀÌÄÁÉ ßÀÒ-
ÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÌÒÖÃßÉÒÖËÉ ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ ÛÉÂÍÉÃÀÍ ÃÀ ÂÀÒÄÃÀÍ ÌÉÌÀÀáËÏÄÁÄËÉ
ÓÀ×ÄáÖÒÏÅÀÍÉ ÔÒÀÐÄÝÉÄÁÉÓ ×ÀÒÈÏÁÄÁÓ.

ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÀ ÌÏáÄÒáÄÁÖËÉ ÉÍÔÒÖÌÄÍÔÉ ÀÙÌÏÜÍÃÀ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉÓ ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÂÀÀÆÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÈÖÌÝÀ ÉÓ ÅÄÒ
ßÚÅÄÔÃÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÓÀÊÉÈáÓ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,
[0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒ ÂÀÌÏÃÉÓ ÂÀÆÏÌÅÀÃÉ
(ÛÉÂÀ ÌÏÝÖËÏÁÀ ÍÖËÉÀ, ÂÀÒÄ ÊÉ - ÄÒÈÉ!). ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÂÀÆÏÌÅÀÃÉ ÀÒ
ÂÀÌÏÃÉÓ ÀÒÝ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉ-
ÀÍÄÁÀ.

ÛÄÌÃÂÏÌÉ ßÉÍÓÅËÀ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ ÂÀÍÀáÏÒÝÉÄËÀ Ä. ÁÏÒÄËÌÀ (1894).
ÀáÀËÉ ÌÉÃÂÏÌÉÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ßÒ×ÉÅÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÂÀÓÀÆÏÌÀÃ ÖÀÒÉ ÉÈØÅÀ ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÓØÄÌÀÆÄ. ÀÓÄÈÉ ÓÀáÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ ÜÀÉÈÅÀËÀ ÆÏÌÀÃÀÃ ÃÀ ÌÀÓ ÆÏÌÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÃ
ÂÀÍÄÓÀÆÙÅÒÀ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ãÀÌÉ (ÍÀá. 6.2).

ÍÀá. 6.2.

Ö×ÒÏ ÊÏÍÊÒÄÔÖËÀÃ, ÁÏÒÄËÌÀ ÜÀÌÏÀÚÀËÉÁÀ ÀáÀË-ÀáÀËÉ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÉÙÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ßÄÓÉ, ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉ ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓÀ
ÃÀ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÖÒ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÆÄ:
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• ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÉ: A1, A2, . . . , ÒÏÌÄËÈÀ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ßÄÓÉ ÖÊÅÄ ÝÍÏÁÉËÉÀ. ÌÀÛÉÍ
ÆÏÌÀÃÀÃ ÖÍÃÀ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ÌÀÈÉ A =

∪∞
k=1Ak ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÃÀ A-Ó

ÆÏÌÀ ÖÍÃÀ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ Ak ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÆÏÌÀÈÀ ãÀÌÉÓ ÔÏËÀÃ;
• ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ A1 ÃÀ A2 ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÈÅÉÓÄÁÉÈ: A1 ⊂
A2, ÀÌÀÓÈÀÍ, ÌÀÈÉ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ßÄÓÉ ÖÊÅÄ ÝÍÏÁÉËÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÀÃÀÃ
ÖÍÃÀ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ÌÀÈÉ A = A2 \ A1 ÓáÅÀÏÁÀ ÃÀ A-Ó ÆÏÌÀ ÖÍÃÀ
ÜÀÅÈÅÀËÏÈ A2 ÃÀ A1 ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÆÏÌÀÈÀ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÔÏËÀÃ.

ÈÖ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÀßÚÉÓ ÄÂÆÄÌÐËÀÒÄÁÀÃ ÀÙÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÄÁÉ, ÌÀÛÉÍ ÁÏÒÄËÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÒÉÂ-ÒÉÂÏÁÉÈ ÂÀÍ-
áÏÒÝÉÄËÄÁÉÈ ÌÉÅÀÙßÄÅÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÈÀÍÃÀÈÀÍÏÁÉÈ ÛÄÌÏÚ-
ÅÀÍÀÓ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÛÉ: ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ,
Fσ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, Gδ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, Gδσ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ,
Fσδ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÃÀ À. Û. ÀÌÉÈ ÁÏÒÄËÌÀ, ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, ÌÉÖÈÉÈÀ
mB ÆÏÌÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÉÔÄÒÀÝÉÖËÉ ÓØÄÌÀ.

ÁÏÒÄËÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÍÀÊËÏÅÀÍÄÁÄÁÉ: 1) ÀÒÀÀ ÂÀÌÏÊ-
ÅÄÈÉËÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ÐÒÉÍÝÉÐÉ, ÈÖ ÒÏÃÉÓÀÀ ÌÉÜÍÄÖËÉ ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÆÏÌÀÃÀÃ ÃÀ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÒÀÀ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÌÀÒÔÉÅÉ ßÄÓÉ; 2) ÁÏÒÄËÉÓ ÆÏÌÀ ÀÒ ÀáÃÄÍÓ ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ
ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ (ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÀ, ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀ-
ÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ äÉÐÄÒÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ (Ä.É. 2c) ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÊËÀÓÓ).

ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓÀ ÃÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÌÉÃÂÏÌÄÁÉÓ ÓÉÍÈÄÆÉÒÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ
ËÄÁÄÂÌÀ ÛÄØÌÍÀ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÃÀÆÙÅÄÖËÉÀ ÆÄÌÏÈ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ
ÍÀÊËÏÅÀÍÄÁÄÁÉÓÀÂÀÍ. ÊÄÒÞÏÃ, ÐÄÀÍÏÓÀ ÃÀ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ, ËÄÁÄÂÌÀ A ⊂
Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ - v∗(A) ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ
ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÃÀ×ÀÒÅÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÏÙÏÍÃ ÛÄÉÔÀÍÀ ÄÒÈÉ ÀÒÓÄÁÉÈÉ
ÝÅËÉËÄÁÀ: ÃÀ×ÀÒÅÄÁÉ ÌÏÀáÃÉÍÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÄÁÉÈ, ÍÀÝÅËÀÃ
ÓÀÓÒÖËÉ ÊËÀÓÄÁÉÓÀ, ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ
ÊÉ ÂÀÆÏÌÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÌÉÃÂÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ - ÛÄÊÒÉÁÀ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÌÏÍÀÊÅÄ-
ÈÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ÌßÊÒÉÅÉ. ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÃ ÀÉÙÏ ÆÏÌÉÓ
ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ ÍÀÊÀÒÍÀáÄÅÉ ÌÏÈáÏÅÍÀ: v(I) = v∗(A∩ I)+v∗(I \A)
ÚÏÅÄËÉ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ.

×ÉØÓÉÒÄÁÖË I ⊂ Rn ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ËÄÁÄ-
ÂÉÓ ÆÏÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏÙÄÁÖËÉ ÉØÍÀÓ ÖÛÖÀËÏÃ ÀÌÏßÖÒÅÉÓ (Ä.É. ÐÄÀÍÏ-
ÑÏÒÃÀÍÉÓ) ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈÀÝ. ÀÌÀÆÄ ÓÀÖÁÀÒÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÐÀ-
ÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÁÏËÏÓ.
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ {x ∈ Rn : xn = 0} ØÅÄÓÉÅÒÝÄ ÍÖËÉ
ÆÏÌÉÓÀÀ.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÃÉÓÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.
3. ÅÈØÅÀÈ, 0 < α < 1. ÀÀÂÄÈ [0, 1]-ÉÓ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ ÃÀ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉ

ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓ ÆÏÌÀ α-Ó ÔÏËÉÀ.
4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Rn ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ

ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉÀ.
5. ÅÈØÅÀÈ, A ⊂ R ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, m(A) = α > 0 ÃÀ 0 < β < α. ÀÀÂÄÈ

ÉÓÄÈÉ ÆÏÌÀÃÉ B ⊂ A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌ m(B) = β.
6. ÅÈØÅÀÈ, A ⊂ [0, 1] ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ A-ÛÉ

ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÏÒÉ ÉÓÄÈÉ ßÄÒÔÉËÉ, ÒÏÌÄËÈÀ ÛÏÒÉÓ ÌÀÍÞÉËÉ ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖ-
ÒÉÀ.

7. ÅÈØÅÀÈ, A ⊂ [0, 1] ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ A-ÛÉ
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÏÒÉ ÉÓÄÈÉ ßÄÒÔÉËÉ, ÒÏÌÄËÈÀ ÛÏÒÉÓ ÌÀÍÞÉËÉ ÒÀÝÉÏÍÀ-
ËÖÒÉÀ.

8. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ßÒ×ÉÓ ÚÅÄËÀ ÆÏÌÀÃÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ
ßÒ×ÉÓ ÚÅÄËÀ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÔÏËÉÀ.

9. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÊÀÍÔÏÒÉÓ D ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ.
10. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ßÒ×ÉÓ ÚÅÄËÀ ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅ-

ËÉÓ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ ßÒ×ÉÓ ÚÅÄËÀ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ
ÔÏËÉÀ.

11. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ,
ÌÀÛÉÍ ÉÓ ÆÏÌÀÃÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈÀÝ ÃÀ m(A) = mP(A).

§ 2. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÉ
ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ

A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ, ÈÖ ÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ In
ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ (Ä.É. ÄÊÖÈÅÍÉÓ r(In)
ÒÂÏËÓ).

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.6.3-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÌÉÀá-
ËÏÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀ-
ÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁ-
ÍÄÁÀ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ B, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ v∗(A∩I)△B)<ε.

ÛÄÃÄÂÉ 6.2.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:
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• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ B,
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ v∗(A△B) < ε.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.7.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ In ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÄÁÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ, ÈÖÌÝÀ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ Ö×ÒÏ
ÌÏáÄÒáÄÁÖËÉÀ ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÏ-
ÉÝÄÌÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀ-
ÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;
• ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÙÉÀ G ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ G ⊃ A ÃÀ v∗(G \A) < ε;

• ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ F ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ F ⊂ A ÃÀ v∗(A \ F ) < ε.

ËÄÌÀ 6.2.1. ÅÈØÅÀÈ, E ∈ σ(In). ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉ-
ÞÄÁÍÄÁÀ ÙÉÀ G ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ G ⊃ E ÃÀ m(G \ E) < ε.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, E =
∪∞
k=1 Ik, ÓÀÃÀÝ Ik ∈ In (k ∈ N). ÚÏÅÄËÉ

k ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÙÉÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ Jk ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ
ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ m(Jk \ Ik) < ε/2k ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ G =

∪∞
k=1 Jk ÙÉÀ

ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

G \ E ⊂
∞∪
k=1

(Jk \ Ik).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅßÄÒÈ,

m(G \ E) <

∞∑
k=1

ε

2k
= ε.

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ σ(In)
= σ(r(In)).

1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÈÄÏÒÄÌÀ 5.7.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ E ∈ σ(In)
ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ v∗(E \ A) < ε/2. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ËÄÌÀ 6.2.1-ÉÓ
ÈÀÍÀáÌÀÃ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ G, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ G ⊃ E ÃÀ v∗(G \
E) = m(G \ E) < ε/2. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ G ⊃ A ÃÀ

v∗(G \A) ≤ v∗(G \ E) + v∗(E \A) < ε.

ÀÌÉÈ 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
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2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.2-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÚÏÅÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ In ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, ÚÏÅÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÄÊÖÈÅÍÉÓ σ(In) ÊËÀÓÓ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ
5.7.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉ-
ËÉÀ. ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÖÒ-
ÈÉÄÒÈÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉÀ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ 5.7.3 ÛÄÍÉÛÅÍÀÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÌÄÓÀÌÄ ßÉ-
ÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉÓÀÃÌÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÃÄÂÉ 6.2.2. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

m(A) = inf {m(G) : G ⊃ A,G ÙÉÀÀ} = sup {m(F ) : F ⊂ A,F ÜÀÊÄÔÉËÉÀ}.

ÀØÅÄ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ v∗ ÂÀÒÄ
ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÏÈ ÃÀÌ×ÀÒÀÅ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÀÃ
ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.3. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ,

v∗(A) = inf {m(G) : G ⊃ A,G ÙÉÀÀ}.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ v∗(A) ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ÔÏËÉÀ
∑∞
k=1 v(Ik)

ÓÀáÉÓ ãÀÌÄÁÉÓ ÉÍ×ÉÌÖÌÉÓ, ÓÀÃÀÝ Ik ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÀ
In ÊËÀÓÉÃÀÍ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ×ÀÒÀÅÄÍ A ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ α = inf {m(G) : G ⊃ A,G ÙÉÀÀ}. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ,
ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ In ÊËÀÓÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀ-
ÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.2),
ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ v∗(A) ≤ α ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ
ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÖÔÏËÏÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ
A-Ó ÃÀÌ×ÀÒÀÅÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ Ik (k ∈ N) ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ In
ÊËÀÓÉÃÀÍ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ

∞∑
k=1

v(Ik) < v∗(A) + ε.

ËÄÌÀ 6.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÉÓÄÈÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ G, ÒÏÌ

G ⊃
∞∪
k=1

Ik, m

(
G \

∞∪
k=1

Ik

)
< ε.

ÛÄÃÄÂÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

α ≤ m(G) ≤ m

( ∞∪
k=1

Ik

)
+ ε =

∞∑
k=1

v(Ik) + ε < v∗(A) + 2ε.
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ÓÀÉÃÀÍÀÝ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÛÄÁÒÖÍÄ-
ÁÖËÉ α ≤ v∗(A) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄ-
ÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.2.1. ×ÉØÓÉÒÄÁÖË I ⊂ Rn ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏÙÄÁÖËÉ ÉØÍÀÓ ÖÛÖÀËÏÃ ÀÌÏßÖÒÅÉÓ
(Ä.É. ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ) ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈÀÝ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ßÒ×ÉÅÉ ÄÒÈÄ-
ÖËÏÅÀÍÉ I = (0, 1) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÓ, ÒÏÌ
A ⊂ (0, 1) ÓÉÌÒÀÅËÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ,
ÒÏÝÀ 1 = v∗(A) + v∗(I \A), Ä.É. ÒÏÝÀ

1− v∗(I \A) = v∗(A). (1)

1− v∗(I \A) ÓÉÃÉÃÄÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ ÒÏÂÏÒÝ v∗(A) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÉÂÀ
v∗(A) ÆÏÌÀÓ.

ÌÀÛÉÍ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ ÙÄÁÖËÏÁÓ ÛÉÂÀ
ÃÀ ÂÀÒÄ ÆÏÌÄÁÉÓ ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀáÄÓ: v∗(A) = v∗(A). ÓßÏÒÄÃ ÀÓÄÈÉ ÉÚÏ
ËÄÁÄÂÉÓ ÏÒÉÂÉÍÀËÖÒÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ (1902 ß.).

ÀáËÀ ÃÀÅÖÁÒÖÍÃÄÈ ÓÀÊÉÈáÓ ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÈÖ ÒÀÔÏÌ ÛÄÉÞËÄÁÀ, 1 −
v∗(I \A) ÓÉÃÉÃÄÓ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ A-Ó ÛÉÂÀ ÆÏÌÀÓ.

ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÏÈ ÌáÏËÏÃ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÙÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÃÀ×ÀÒÅÄÁÉÈ
(Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.3). ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÀÓÄÈÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÓ. ÚÏÅÄËÉ ÙÉÀ G ÓÉÌÒÀÅËÄ ÁÏÒÄËÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ
(Éá. ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.1.1) ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ÆÏÌÀÃÀÃ ÃÀ ÌÀÓ ÆÏÌÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÃ ÂÀÍÅÖ-
ÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ãÀÌÉ: m(G) =

∑
k (bk−ak).

ÁÏÒÄËÉÓ ÌÄÏÒÄ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÆÏÌÀÃÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ÚÏ-
ÅÄËÉ F ⊂ (0, 1) ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÝ, ÒÏÂÏÒÝ ÙÉÀ I \ F ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÃÀÌÀÔÄÁÀ ÃÀ ÌÉÓ ÆÏÌÀÃ ÜÀÉÈÅËÄÁÀ 1 − m(I \ F ) ÒÉÝáÅÉ. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÙÉÀ
ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ áÃÄÁÉÀÍ ÂÀÆÏÌÅÀÃÉ. ÒÀ ÌÏáÃÄÁÀ, ÈÖ ÌÀÈÉ ÂÀ-
ÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÌÏßÖÒÅÀÓ? ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÛÄÃÄÂÀÃ
ÌÉÅÉÙÄÁÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀÓ.

I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÊËÀÓÄÁÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ,
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, G ÃÀ F ÓÉÌÁÏËÏÄÁÉÈ. ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÓ, ÒÏÌ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ I ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

sup
E⊂A, E∈G∪F

m(E) = sup
E⊂A, E∈F

m(E),

inf
E⊃A, E∈G∪F

m(E) = inf
E⊃A, E∈G

m(E),

1− inf
E⊃I\A, E∈G

m(E) = sup
E⊂A, E∈F

m(E).
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ÀÌ ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, G ∪ F ÏãÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ
ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÉÂÀ ÃÀ ÂÀÒÄ ÆÏÌÄÁÉ ÔÏËÉ ÀÒÉÀÍ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ
1−v∗(I \A) ÃÀ v∗(A) ÒÉÝáÅÄÁÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, (1)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÓÄÈÉ
ÓÀáÉÓ ÛÉÂÀ ÃÀ ÂÀÒÄ ÆÏÌÄÁÉÓ ÔÏËÏÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉË ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ ÆÏÌÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÀ ÃÀ
ÛÄÌÃÄÂ ÌÀÈÉ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÀÌÏßÖÒÅÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÉÞËÄÅÀ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÀÓ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ. ÀÓÄÈÍÀÉÒÀÃ ÃÀÍÀáÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀ
äÂÀÅÓ ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÈÄÏÒÉÀÓ ÉÌÉÈ, ÒÏÌ ÉÓÉÝ ÉÚÄÍÄÁÓ ÀÌÏßÖÒÅÉÓ ÌÄÈÏÃÓ
ÉÌ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÈ, ÒÏÌÄËÈÀ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ßÄÓÉ ÖÊÅÄ ÝÍÏÁÉËÉÀ. ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ ÊÉ
ÉÌÀÛÉÀ, ÒÏÌ ÀÌÏßÖÒÅÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÓÀßÚÉÓÉ ÊËÀÓÉ ÛÄÃÂÄÁÀ ÙÉÀ ÃÀ
ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÍÀÝÅËÀÃ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖË ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÈÀ
ÙÀÒÉÁÉ ÊËÀÓÉÓÀ. ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÂÀÆÏÌÅÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÉÈØÅÀ,
áÃÄÁÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÌÉÃÂÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÃÀÍ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈáÄË ÍÀÈËÀÃ
ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÀ ÛÄÉØÌÍÀ ÐÄÀÍÏÓ, ÑÏÒÃÀÍÉÓÀ ÃÀ ÁÏÒÄËÉÓ
ÉÃÄÄÁÉÓ ÓÉÍÈÄÆÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ.

ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÀÂÄÁÀ ÙÉÀ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÆÄ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉ ÀÌÏßÖÒÅÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖËÉÀ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,
[29] ÃÀ [34] ÓÀáÄËÌÞÙÅÀÍÄËÏÄÁÛÉ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ
ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ.

§ 3. ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.3.1. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ A+x ÞÅÒÀ ÀÓÄÅÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ m(A+x) = m(A).

ËÄÌÀ 6.3.1. ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉÀ ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, Ä.É. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, v∗(A+ x) = v∗(A) (x ∈ Rn).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈ In ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ I + x ÀÓÄÅÄ In ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÀ ÃÀ v(I + x) = v(I).

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÒÏÌ, ÈÖ Ik ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ×ÀÒÀÅÄÍ A ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÌÀÛÉÍ
Ik + x ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÃÀ×ÀÒÀÅÄÍ A+ x ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÃÀ

∑
k v(Ik + x) =∑

k v(Ik). ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÖÛÖÀËÏÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

v∗(A+ x) ≤ v∗(A). (1)
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ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ (1) ÛÄ×ÀÓÄÁÀÛÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ ÌÉÓÉ ÞÅÒÀ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉÀ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÓÄÅÄ ÃÀÅßÄÒÏÈ:

v∗(A) = v∗((A+ x) + (−x)) ≤ v∗(A+ x).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, (1)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ v∗(A + x) = v∗(A) ÔÏËÏÁÀÓ.
ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.3.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÀÁÉãÉ I: ÅÈØÅÀÈ, G ⊂ Rn ÒÀÉÌÄ ÀÒÀ-
ÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÝáÀÃÉÀ, G+ x ÀÓÄÅÄ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ßÀÒÌÏÅÀÃ-
ÂÉÍÏÈ G ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÂÏÒÝ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ Ik ∈ In (k ∈
N) ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ. ÌÀÛÉÍ G + x ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ Ik + x (k ∈ N) ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ,
I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ, ÒÏÌ

m(G+ x) =

∞∑
k=1

m(Ik + x) =

∞∑
k=1

m(Ik) = m(G).

ÍÀÁÉãÉ II: ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÀáËÀ, ÒÏÌ A ⊂ Rn ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2-ÉÓ
ÞÀËÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÙÉÀ G ⊃ A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ v∗(G \A) < ε. ÌÀÛÉÍ
G+x ÀÓÄÅÄ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, G+x ⊃ A+x ÃÀ ËÄÌÀ 6.3.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ
ÂÅÀØÅÓ: v∗((G + x) \ (A + x)) < ε. ÀØÄÃÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ
ÅÀÓÊÅÍÉÈ A+x ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÊÅËÀÅ
ËÄÌÀ 6.3.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ m(A + x) = v∗(A + x) =

v∗(A) = m(A).
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, A ⊂ Rn ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ t > 0-ÓÈÅÉÓ
tA = {tx : x ∈ A} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ m(tA) = tnm(A).

2. ÅÈØÅÀÈ, A ⊂ Rn ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ T ÌÏÁÒÖ-
ÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ T (A) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ m(T (A)) = m(A).

3. ÅÈØÅÀÈ, A ⊂ Rn ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ T :
Rn → Rn ßÒ×ÉÅÉ ÀÓÀáÅÉÓÀÈÅÉÓ T (A) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ m(T (A)) =
|α|m(A), ÓÀÃÀÝ α ÀÒÉÓ T ÀÓÀáÅÉÓ ÉÀÊÏÁÉÀÍÉ.

4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÜÀÒÈÖËÉÀ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ
n-ÆÄ ÃÀÁÀËÉ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ØÅÄÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ
ÔÏËÉÀ.
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5. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÙÉÀ ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ Ω
ÊËÀÓÉÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ Ω∗ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÁÉÒÈÅÄÁÉÓÀÂÀÍ ÃÀ

m

( ∪
B∈Ω∗

B

)
≥ 1

3n
m

( ∪
B∈Ω

B

)
.

§ 4. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.1. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ A ⊂ R ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (−1, 1)-ÛÉ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ ÛÄÌ-
ÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: x ÃÀ y ÒÉÝáÅÄÁÉ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÀÃ, ÈÖ ÌÀÈÉ ÓáÅÀÏÁÀ
ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉÀ. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÊÏÒÄØÔÖËÉÀ,
Ä.É. ÀÓÄÈÉ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ ÌÀÒÈËÀÝ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÀ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÚÅÄËÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÄÁÀÃÀÝ ÃÀÉÛËÄÁÀ
(−1, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÉ ÃÀ ÌÀÈÉ ÏãÀáÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Π-ÈÉ. ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÝÄÒÌÄ-
ËÏÓ ÀØÓÉÏÌÉÈ ÀÌÏÒÜÄÅÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÛÄÃÂÄÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÊËÀÓÄÁÉÓÀÂÀÍ ÀÌÏÒÜÄÖËÉ ÈÉÈÏ-ÈÉÈÏ ÄËÄÌÄÍÔÉ-
ÓÀÂÀÍ, Ä.É. A ⊂ (−1, 1) ÃÀ A ∩ E ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÚÏÅÄËÉ
E ∈ Π ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÊËÀÓÉÓÀÈÅÉÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÒÏÌ, ÈÖ r1 ÃÀ r2 ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ,
ÌÀÛÉÍ

(A+ r1) ∩ (A+ r2) = ∅. (1)

ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ ÃÀÅÖÛÅÄÁÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÓ, ÌÀÛÉÍ ÅÉÐÏÅÉÈ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
x1 ÃÀ x2 ÄËÄÌÄÍÔÄÁÓ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ x1 + r1 = x2 + r2. ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ
ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ x1 ÃÀ x2 ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, A ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÀÙÌÏÜÍÃÄÁÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ÏÒÉ ÂÀÍ-
ÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÄËÄÌÄÍÔÉ, ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ

(−1, 1) ⊂
∪

r∈(−2,2)∩Q

(A+ r) ⊂ (−3, 3). (2)

ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ (−1, 1)-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÉÌ
x∗ ÄËÄÌÄÍÔÓ, ÒÏÌÄËÉÝ x-ÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÃÀ r-ÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ x−x∗
ÒÉÝáÅÓ, ÂÅÄØÍÄÁÀ: r ∈ (−2, 2) ∩ Q ÃÀ x ∈ A + r. ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ
ÜÀÒÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÌÀÒãÅÄÍÀ ÜÀÒÈÅÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÊÉ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ
ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ A ⊂ (−1, 1).

ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒ ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀ-
ÃÉ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ: ÅÈØÅÀÈ, A ÆÏÌÀÃÉÀ. ÌÀÛÉÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ

110



ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÚÏÅÄËÉ t-ÓÈÅÉÓ, ÆÏÌÀ-
ÃÉ ÉØÍÄÁÀ A + t ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÀØÄÃÀÍ, A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ (1) ÃÀ (2) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

m((−1, 1)) ≤
∑

r∈(−2,2)∩Q

m(A+ r) ≤ m((−3, 3)).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ m(A+ t) = m(A) (t ∈ R) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

2 ≤ m(A) +m(A) + · · · ≤ 6.

ÌÀÛÉÍ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ m(A) > 0, áÏËÏ ÌÀÒ-
ãÅÄÍÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ ÐÉÒÏÁÉÓ: m(A) = 0 ÔÏËÏÁÉÓ, ÛÄÓ-
ÒÖËÄÁÀÓ. ÌÉÙÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÀ-
ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.4.1. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ
ÌÀÂÀËÉÈÉ ÀÂÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÅÉÔÀËÉÓ ÌÉÄÒ 1905 ßÄËÓ. ÒÏÂÏÒÝ ÅáÄÃÀÅÈ, ÌÉÓÉ
ÀÂÄÁÀ ÉÚÄÍÄÁÓ ÝÄÒÌÄËÏÓ ÀÌÏÒÜÄÅÉÓ ÀØÓÉÏÌÀÓ. ÓÀÊÌÀÏÃ ÉÍÔÄÍÓÉÖÒÉ ÊÅËÄÅÉÓ
ÓÀÂÀÍÉ ÉÚÏ ÓÀÊÉÈáÉ ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÈÖ ÀÒÀ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÓ ÀÂÄÁÀ ÀÌÏÒÜÄÅÉÓ ÀØÓÉÏÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÓ ÂÀÒÄÛÄ. ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ
1970 ß. Ò. ÓÏËÏÅÄÉÌ [15] ÌÉÉÙÏ ÞÀËÆÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÛÄÃÄÂÉ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ ÀÜÅÄÍÄÁÓ ÀÌÏÒÜÄÅÉÓ ÀØÓÉÏÌÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈ ÒÏËÓ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÀÂÄÁÉÓÀÓ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.1-ÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.2. ÚÏÅÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ E ⊂ R ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÝÀÅÓ
ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÀÒÀÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÉÌÄÏÒÄÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ
ÜÀÔÀÒÄÁÖË ÌÓãÄËÏÁÄÁÓ, ÉÌ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ: ãÄÒ ÖÍÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ t > 0

ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ E ∩ (−t, t) ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓÀÀ, ÌÄÒÄ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏ-
ÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ E ∩ (−t, t) ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ, áÏËÏ ÀÒÀÆÏÌÀÃÏÁÉÓ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÈÅÉÓ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÜÀÒÈÅÄÁÉÈ:

E ∩ (−t, t) ⊂
∪

r∈(−2t,2t)∩Q

(A+ r) ⊂ (−3t, 3t).

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.3. v∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.3 ÌÉÉÙÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.1-ÃÀÍ, ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞ-
ÅÄËÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.4. ÅÈØÅÀÈ, X ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ µ ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÓ ÒÀÉÌÄ H ⊂ 2X ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÆÏÌÀÓ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:
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• µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ÀÃÉÝÉÖÒÉÀ;
• ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ µ ×ÖÞÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ λ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÔÏË×ÀÓÉÀ:

a) λ ÀÃÉÝÉÖÒÉÀ;
b) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ λ

×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.
ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ λ-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ µ∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ ÃÀ ÌáÄÃÅÄËÏÁÀÛÉ

ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀ µ∗ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÃÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀ µ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÔÏË×ÀÓÉ ÌÏÈáÏÅÍÄÁÉÀ (Éá.
ÈÄÏÒÄÌÀ 5.3.1), ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÀÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉÓ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.5. v∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉ-
ÓÄÁÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÀÂÄÁÖËÉ
ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ A ÓÉÌÒÀÅËÄ. A-Ó ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

(A+ r1) ∩ (A+ r2) = ∅ (r1, r2 ∈ Q, r1 ̸= r2);

(−1, 1) ⊂
∪

r∈(−2,2)∩Q

(A+ r) ⊂ (−3, 3).

ÂÀÃÀÅÍÏÌÒÏÈ (−2, 2)∩Q ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ: (−2, 2)∩Q = {r1, r2, . . . }
ÃÀ Ak-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ A+ rk ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ, ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÀÍÀ×ÀÒ-
ÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

Ak ∩Am = ∅ (k ̸= m); (3)

(−1, 1) ⊂
∞∪
k=1

Ak ⊂ (−3, 3); (4)

ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá. ËÄÌÀ 6.3.1)
ÂÅÀØÅÓ,

v∗(Ak) = v∗(A) (k ∈ N). (5)

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2.3-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÆÏÌÀÃÉÀ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

v∗(A) > 0. (6)

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ:

Ek = Ak ∪Ak+1 ∪ . . . (k ∈ N).
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ÝáÀÃÉÀ, (Ek) ÊËÄÁÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ (3)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÉÓÉ ÆÙÅÀÒÉ ÀÒÉÓ
ÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÀÌÀÓÈÀÍ, (4)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

v∗(E1) ≤ v∗((−3, 3)) = 6 <∞.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (5)-ÉÓ ÞÀËÉÈ: v∗(Ek) ≥ v∗(Ak) = v∗(A). ÛÄÃÄÂÀÃ, (6)-ÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

v∗(∅) = 0 < v∗(A) ≤ lim
k→∞

v∗(Ek).

ÀÌÒÉÂÀÃ, (Ek) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÆÄ ÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ v∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ
ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÛÄÖÓÒÖËÄÁËÏÁÀÛÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖ-
ËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ 6.4.1 ÃÀ 6.4.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÄÁÉ Rn (n ≥ 2) ÓÉÅÒÝÉ-
ÓÀÈÅÉÓ.

2. ÅÈØÅÀÈ, A ⊂ R ÃÀ B ⊂ R ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ
A×B ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ (Ä.É. ÆÏÌÀÃÉÀ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ).

§ 5. ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, φ : Rn → R ÀÒÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ. vφ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÈ
ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÉØÍÄÁÀ mφ

ÜÀÍÀßÄÒÉÈ. mφ-ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ (Ä.É.
vφ ×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ) ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ
Lφ ÜÀÍÀßÄÒÉÈ. ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ, ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ, A ∈ Lφ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÅÖßÏÃÏÈ
mφ-ÆÏÌÀÃÉ.

ÝáÀÃÉÀ, φ(x) = x1 . . . xn ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ mφ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÄÁÄÂÉÓ m
ÆÏÌÀÓ.

ÚÏÅÄË ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ ÆÏÌÀÓ ÀØÅÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ÆÏ-
ÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ (ÒÏÌÄËÈÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÄÁÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÝÍÏÁÉËÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÓ ÃÀÌ-
ÔÊÉÝÄÁÀÈÀ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ):

• Lφ ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ;
• mφ-Ó ÀØÅÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ;
• ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈ In ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ mφ-ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ mφ(I) = vφ(I) <∞;
• mφ ÀÒÉÓ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ;
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• Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ mφ-ÆÏÌÀÃÉ, Ä.É.
B(Rn)⊂ Lφ. ÛÄÃÄÂÀÃ, Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÙÉÀ, ÚÏÅÄËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ
ÃÀ ÚÏÅÄËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ mφ-ÆÏÌÀÃÉ;

• ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ mφ-ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÄÁÉ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ, ÜÀ-
ÊÄÔÉËÉ ÃÀ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ 6.2.1 ÃÀ
6.2.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.5.1. ÚÏÅÄËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀ ÀÒÉÓ r(In) ÒÂÏËÆÄ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ. ÈÄÏÒÄ-
ÌÀ 4.7.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÀÝ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÉÓ r(In) ÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÒÀÉÌÄ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄ-
ÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË
ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.5.2. ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÖÊÀÅÛÉÒÏÈ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒ ÆÒÃÀÃ φ : R → R ×ÖÍØÝÉÀÓÀÝ. ÓÀÀÌÉÓÏÃ φ ÖÍÃÀ ÛÄÅÀÓßÏÒÏÈ
ÉÓÄ, ÒÏÌ ÂÀáÃÄÓ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ, ÊÄÒÞÏÃ, ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ φ̃(x) =

φ(x+0) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ φ̃ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ mφ̃ ÌÉÉÜÍÄÅÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÈ
ßÀÒÌÏØÌÍÉË ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ ÆÏÌÀÃ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.5.3. 5.4.2 ÃÀ 5.4.3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ËÄ-
ÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ ÆÏÌÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
B(Rn) ÊËÀÓÆÄ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÈ, ÓÀáÄËÃÏÁÒ, mφ ÌÉÉÙÄÁÀ mφ|B(Rn)

ÆÏÌÉÓ ÛÄÅÓÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, mφ-ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÄÁÉÓ Lφ ÊËÀÓÓ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÊËÀÓÉ:

Eφ = {E ∈ B(Rn) : mφ(E) = 0}.

ÊÄÒÞÏÃ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ Lφ-Ó ÛÄÌÃÄÂ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ:

Lφ = B(Rn)⊕Nφ,

ÓÀÃÀÝ

Nφ =
∪
E∈Eφ

2E ,

B(Rn)⊕Nφ = {M ∪N :M ∈ B(Rn), N ∈ Nφ}.
ÀÌÒÉÂÀÃ, mφ ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ Lφ ÊËÀÓÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÓÒÖËÚÏ×ÉË ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ
ÛÄÅÉØÌÍÉÈ, ÈÖ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÂÅÄÝÏÃÉÍÄÁÀ mφ-Ó ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ ÁÏÒÄËÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ ÃÀ ÍÀÐÏÅÍÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ Eφ ÊËÀÓÉ.

ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÌÓÂÀÅÓÄÁÄÁÉÓÀ, ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀÓ ÛÄÉÞ-
ËÄÁÀ äØÏÍÃÄÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓÀÂÀÍ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ áÀÓÉÀÈÉ. ÌÏ-
ÅÉÚÅÀÍÏÈ ÀÌÉÓ ÃÀÌÀÃÀÓÔÖÒÄÁÄËÉ ÌÀÂÀËÉÈÉ. ÅÈØÅÀÈ, t ∈ R ÃÀ φ : R → R
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ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

φ(x) =

{
0, ÈÖ −∞ < x < t,

1, ÈÖ t ≤ x <∞.

ÚÏÅÄËÉ (a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

mφ((a, b]) = φ(b)− φ(a) =

{
0, ÈÖ t /∈ (a, b],

1, ÈÖ t ∈ (a, b].
(1)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÁÏÒÄËÉÓ ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ν ×ÖÍØÝÉÀ:
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ B(Rn) ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ,

ν(E) =

{
0, ÈÖ t /∈ E,

1, ÈÖ t ∈ E.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÏÌÀÓ B(Rn)
ÊËÀÓÆÄ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (1) ÔÏËÏÁÀÓ ÃÀ 5.5.1 ÈÄÏ-
ÒÄÌÀÓ ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ E ∈ B(Rn) ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ,

mφ(E) = ν(E) =

{
0, ÈÖ t /∈ E,

1, ÈÖ t ∈ E.
(2)

ÒÏÂÏÒÝ ÅáÄÃÀÅÈ, Eφ ÊËÀÓÛÉ ÛÄÃÉÓ (−∞, t) ÃÀ (t,∞) ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ. ÀØÄÃÀÍ
ÊÉ, ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.5.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ⊂ R
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ mφ-ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ mφ(E) ÂÀÌÏÉÈÅËÄÁÀ (2) ÔÏËÏÁÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ
ßÄÓÉÈ.

ÜÅÄÍ ÌÉÄÒ ÂÀÍáÉËÖË mφ ÆÏÌÀÓ δt ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ ÃÀ ÖßÏÃÄÁÄÍ
t ßÄÒÔÉËÛÉ ÓÀÚÒÃÄÍÉÓ ÌØÏÍÄ ÃÉÒÀÊÉÓ ÆÏÌÀÓ.

ÃÉÒÀÊÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÓÉÅÒÝÉÓ ÌÈËÉÀÍÉ ÌÀÓÀ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ ÄÒÈ-
ÀÃÄÒÈ ßÄÒÔÉËÛÉ, ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓÀÂÀÍ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÀÓÀÓ ÈÀÍÀÁ-
ÒÀÃ ÀÍÀßÉËÄÁÓ ÒÉÝáÅÉÈ ÙÄÒÞÆÄ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÀÊÉÈáÉ mφ-ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.
ÈÖ φ : R → R ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, Lφ = 2R. ÀÌÉÔÏÌ ÓÀÊÉ-
ÈáÉ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏÀ ÀÒÀÌÖÃÌÉÅÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.5.1. ÅÈØÅÀÈ, φ : R → R ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÀ, a < b ÃÀ φ(a) < φ(b). ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ A ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ ÆÏÌÀÃÉ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ÂÀÌÏ ÚÏÅÄËÉ x ∈ R ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, mφ({x}) = 0. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÚÏÅÄËÉ
ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ A ⊂ R ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, mφ(A) = 0.
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ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ (Éá. ÌÀÂ., [10], ÈÀÅÉ 2, ÀÍ [11], ÈÀÅÉ 5) ÀÒÓÄÁÏÁÓ
A ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÉÈ: ÀÒÝÄÒÈÉ A ÃÀ [a, b] \ A ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ
ÛÏÒÉÓ ÀÒ ÛÄÉÝÀÅÓ ÀÒÀÈÅËÀÃ ÜÀÊÄÔÉË ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀÓÄÈÉ A ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÔÄÒÌÉÍÉÈ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÀ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÔÉÐÉÓ A ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÀ mφ-
ÆÏÌÀÃÉ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ: A ÀÒÉÓ mφ-ÆÏÌÀÃÉ. ÌÀÛÉÍ A ÃÀ [a, b]\A
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÉØÍÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ
ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ mφ(A) > 0. ÒÏÂÏÒÝ ÀÙÅÍÉÛÍÄÈ, ËÄÁÄÂ-
ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÉÂÍÉÃÀÍ ÌÉ-
ÀáËÏÄÁÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ (Ä.É. mφ-ÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2-ÉÓ ÀÍÀËÏÂÓ). ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÞÀËÉÈ ÉÀÒÓÄÁÄÁÓ A-Ó ÜÀÊÄÔÉËÉ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ F , ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ mφ(F ) > 0. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÃÀÓÀß-
ÚÉÓÛÉ ÂÀÊÄÈÄÁÖËÉ ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ F ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÀÒÀÈÅËÀÃÏÁÀÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, F ÀÒÉÓ A-Ó ÀÒÀÈÅËÀÃÉ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ØÅÄÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ. ÀÓÄÈÉ ÒÀÌ ÊÉ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ A ÁÄÒÍÛÔÄÉÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÀ. ÌÉÙÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÉ Ö×ÒÏ ÓÉÙÒÌÉÓÄÖËÀÃ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÉØÍÄÁÀ
ÌÄ-13 ÈÀÅÛÉ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, φ : R → R ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ.
ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ mφ({x}) = 0 ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ φ ÀÒÉÓ
ÖßÚÅÄÔÉ x ßÄÒÔÉËÛÉ.

2. ÅÈØÅÀÈ, l ÒÀÉÌÄ ßÒ×ÄÀ ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ. ÀÀÂÄÈ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÒÀÍÖËÏ-
ÅÀÍÉ ÆÏÌÀ ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË ÄÒÈßÄÒÔÉËÉÀÍ ÓÉÌÒÀÅËÄÓÀ ÃÀ
l ßÒ×ÉÓ ÂÀÒÄÈ ÌÃÄÁÀÒÄ ÚÏÅÄË ÓÉÌÒÀÅËÄÓ äØÏÍÃÄÓ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÆÏÌÀ.

§ 6. äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÆÏÌÄÁÉ ÃÀ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ

ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ ÉÞËÄÅÀ ÌÄØÀÍÉÆÌÓ ÉÌÉÓÀ, ÈÖ ÒÏÂÏÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÆÏÌÏÈ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÉÄÒ ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀÊÀÅÄÁÖËÉ ÀÃÂÉËÉ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÂÀÍ×Ä-
ÍÉËÏÁÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ÉÞËÄÅÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ, ÂÀÅÆÏÌÏÈ ÃÀ-
ÁÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÊÄÒÞÏÃ, ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÄ ÀÍÀÝ ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ
×ÀÒÈÏÁÉ. ÀÓÄÈÉ ÓÀÊÉÈáÉ ßÚÃÄÁÀ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÊÄÒÞÏÃ,
äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÆÏÌÀ ÉÞËÄÅÀ ßÉÒÉÓ ÃÀ ÓáÅÀ „ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉ-
ËÄÁÉÀÍÉ“ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÉÓ ÐÏÅÍÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ, ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
ÆÏÌÀ - ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÃÀ ÓáÅÀ „ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ“ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ×ÀÒÈÏÁÉÓ
ÐÏÅÍÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ. ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, d-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÆÏÌÀ Àá-
ÃÄÍÓ ÓÉÅÒÝÉÓ „d-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ“ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÆÏÌÅÀÓ. äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ
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ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÝÍÄÁÄÁÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÀØÅÓ ÆÏÌÉÓ
ÂÄÏÌÄÔÒÉÖË ÈÄÏÒÉÀÛÉ.

ÅÈØÅÀÈ, d ≥ 0 ÃÀ ε > 0. Hε
d-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÍÄÁÉÓ-

ÌÉÄÒÉ A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

Hε
d(A) = inf

{ ∞∑
k=1

(diamAk)
d : A ⊂

∞∪
k=1

Ak, diamAk < ε (k ∈ N)

}
.

Hε
d ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÍÀáÄÅÒÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ

ÌÏßÌÃÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.1.2-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ, áÏËÏ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÝáÀ-
ÃÉÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ÈÖ ε-Ó ÛÄÅÀÌÝÉÒÄÁÈ, ÌÀÛÉÍ ÉÍ×ÉÌÖÌÉ ÀÉÙÄÁÀ
ÃÀ×ÀÒÅÄÁÉÓ Ö×ÒÏ ÛÄÆÙÖÃÖËÉ ÊËÀÓÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ Hε

d(A) ÂÀÌÏ-
ÓÀáÖËÄÁÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÉÆÒÃÄÁÀ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÞÀËÉÈ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Rn
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÆÙÅÀÒÉ limε→0H

ε
d(A),

ÒÀÝ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ:

H∗
d (A) = lim

ε→0
Hε
d(A) (A ⊂ Rn).

ÝáÀÃÉÀ, H∗
d (A) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ supε>0H

ε
d(A) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ÌÄÛ-

ÅÄÏÁÉÈÀÝ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.6.1. H∗
d (d ≥ 0) ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ H∗
d ÀÒÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ, ÆÒÃÀÃÉ

ÃÀ H∗
d (∅) = 0.

ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ H∗
d ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÍÀáÄÅÒÀÃÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ,

A,A1, A2, ... ÀÒÉÀÍ Rn-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÃÀ A =
∪∞
k=1Ak. ÈÖ ÂÀÅÉÈ-

ÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε-ÓÈÅÉÓ Hε
d ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ, ÂÅÄØÍÄÁÀ,

H∗
d (A) = lim

ε→0
Hε
d(A) ≤ lim

ε→0

∞∑
k=1

Hε
d(Ak) ≤

∞∑
k=1

H∗
d (Ak).

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

H∗
d ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ d-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ Rn

ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

d ≥ 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ, äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ d-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÆÏÌÀ Rn ÓÉÅÒ-
ÝÄÛÉ ÄßÏÃÄÁÀ H∗

d ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÆÏÌÀÓ. äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ d-ÂÀÍÆÏÌÉ-
ËÄÁÉÀÍÉ ÆÏÌÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Hd-ÈÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.6.1. äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÆÏÌÀ, ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏ-
ÌÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÀÒÀÀ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÒÀÉÌÄ ÒÂÏËÆÄ ßÉÍÀÓßÀÒ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÆÏÌÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ. äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÆÏÌÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀ Ä×ÖÞ-
ÍÄÁÀ ÆÏÌÉÓ ßÀÒÌÏØÌÍÉÓ ÊÀÒÀÈÄÏÃÏÒÉÓ ÌÄÈÏÃÓ.
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ÃÀÖÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓÀ ÃÀ ÂÀÒÄ ÆÏÌÄÁÉÓ
ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ:

• H0 ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÀÌÈÅËÄË ÆÏÌÀÓ;
• Hn ÆÏÌÀ ËÄÁÄÂÉÓ mn ÆÏÌÉÓ ÐÒÏÐÏÒÝÉÖËÉÀ, Ä.É. ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅ-

ËÄÈÀ ÊËÀÓÄÁÉ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÆÏÌÄÁÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ
ÃÀ Hn(A) = cnmn(A) ÚÏÅÄËÉ A ∈ Ln ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, ÓÀÃÀÝ cn
ÀÒÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ;

• ÈÖ d > n, ÌÀÛÉÍ H∗
d ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ, ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÚÏÅÄËÉ A ⊂ Rn

ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ H∗
d (A) = 0;

• ÚÏÅÄËÉ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ Hd-ÆÏÌÀÃÉÀ, ÀÍÖ ÛÄÃÉÓ Hd-Ó ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÛÉ;

• ÈÖ H∗
d (A) > 0, ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ s < d-ÓÈÅÉÓ, H∗

s (A) = ∞;
• ÈÖ H∗

d (A) <∞, ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ s > d-ÓÈÅÉÓ, H∗
s (A) = 0.

A ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÉÝáÅÓ:

inf {d ≥ 0 : H∗
d (A) = 0}.

äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ dimH A ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.6.2. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ßÄÒÔÉËÉÓ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ - ÍÖËÉÓ, áÏËÏ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ - ÄÒÈÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÀÒÀÌ-
ÈÄËÉ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀ ÚÅÄËÀÆÄ ÝÍÏÁÉËÉ ÌÀÂÀËÉÈÉÀ
ÊÀÍÔÏÒÉÓ D ÓÉÌÒÀÅËÄ. D-Ó äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ ln 2/ ln 3-ÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.6.3. H∗
d ÂÀÒÄ ÆÏÌÄÁÉÓ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÌÄ-5 ÃÀ ÌÄ-6 ÈÅÉÓÄ-

ÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ: H∗
d (A) = 0, ÈÖ d > dimH A ÃÀ H∗

d (A) = ∞,
ÈÖ 0 < d < dimH A. d = dimH A ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒ ÂÀÌÏÉÒÉÝáÄÁÀ
ÀÒÝÄÒÈÉ H∗

d (A) = 0, 0 < H∗
d (A) < ∞ ÃÀ H∗

d (A) = ∞ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÄÁÓ
ÛÏÒÉÓ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ äÀÖÃÏÒ×ÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓÀ ÃÀ ÂÀÒÄ ÆÏÌÄÁÉÓ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÅÉ-
ÓÄÁÄÁÉ.

2. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ ln 2/ ln 3-ÉÓ
ÔÏËÉÀ.

3. ÀÀÂÄÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÒ×ÄÆÄ, ÒÏÌËÉÓ äÀÖÓÃÏÒ-
×ÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ ÄÒÈÉÓ ÔÏËÉÀ.

4. ÀÀÂÄÈ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÒ×ÄÆÄ, ÒÏÌËÉÓ äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.
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È À Å É 7

ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÀÃ ßÏÃÄÁÖËÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉÓ, ÀÍÖ ÉÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀÓ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×É-
ËÉÀ f−1(I) ÓÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ (ÍÀá. 7.1) ÆÏÌÀÃÏÁÀ, ÓÀÃÀÝ I ÒÉÝáÅÉÈÉ
ÙÄÒÞÉÓ ÒÀÉÌÄ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÀ.

ÍÀá. 7.1.

ÄÓ ÈÀÅÉ ÄÈÌÏÁÀ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀÓ.

§ 1. ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÝÍÄÁÀ

ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÖË ÒÉÝáÅÉÈ R = R ∪ {−∞} ∪ {∞} ÙÄÒÞÆÄ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÂÀ-
ÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÉÓÄÅÄ, ÒÏÂÏÒÝ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅ ÒÉÝáÅÉÈ ÙÄÒÞÆÄ, Ä.É. ÄßÏÃÄÁÀ
ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÀÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÏÒ ßÄÒÔÉËÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÛÄÉÝÀÅÓ ÌÀÈ
ÛÏÒÉÓ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖË ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ßÄÒÔÉËÓÀÝ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ R-ÉÓ ÁÏ-
ÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ A, A ∪ {−∞}, A ∪ {∞} ÃÀ
A ∪ {−∞,∞} ÓÀáÉÓ ÚÅÄËÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ, ÓÀÃÀÝ A ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉÓ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.



ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÙÄÁÖËÏÁÃÍÄÍ. ÈÖ ×ÖÍØÝÉÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÓÀÓÒÖË ÌÍÉÛ-
ÅÍÄËÏÁÀÓ ÙÄÁÖËÏÁÓ, ÌÀÛÉÍ ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ.

ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÀÌÄÖËÓ (X, S, µ), ÓÀÃÀÝ X ÀÒÉÓ ÀÒÀÝÀ-
ÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, S ÀÒÉÓ X-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ σ-ÀËÂÄÁÒÀ, áÏËÏ
µ ÊÉ, S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀ. E ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ
(ÌÏÊËÄÃ, ÆÏÌÀÃÉ) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÄßÏÃÄÁÀÈ.

ØÅÄÌÏÈ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ (X, S, µ) ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ
ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ X-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÓ.

f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ µ-ÆÏÌÀÃÉ (ÌÏÊËÄÃ, ÆÏÌÀÃÉ), ÈÖ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÖËÉ
ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ f−1(I) ßÉÍÀÓÀáÄ µ-ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÀ.

×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÓÀÅÓÄÁÉÈ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ×ÏÒÌÖËÉÒÃÄÁÀ X-ÉÓ ÆÏ-
ÌÀÃ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ,
ÒÏÌ f : E → R ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ
(E, S ∩ E, µ|S∩E) ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ.

ÀÒÓÄÁÏÁÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÓáÅÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÄÁÉÝ, ÒÏÌÄËÈÀ ÄÊÅÉ-
ÅÀËÄÍÔÏÁÀÓ ÀÃÂÄÍÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ
ÔÏË×ÀÓÉÀ:

• f ÆÏÌÀÃÉÀ;
• ÚÏÅÄËÉ I = [a,∞] ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ, f−1(I) ∈ S;
• ÚÏÅÄËÉ I = (a,∞] ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ, f−1(I) ∈ S;
• ÚÏÅÄËÉ I = [−∞, a] ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ, f−1(I) ∈ S;
• ÚÏÅÄËÉ I = [−∞, a) ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ, f−1(I) ∈ S;
• ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÖËÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÁÏÒÄËÉÓ A ØÅÄÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, f−1(A) ∈ S.

ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄ ÄßÏÃÄÁÀ (X, S) ßÚÅÉËÓ, ÓÀÃÀÝ X ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ S ÀÒÉÓ X-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ σ-ÀËÂÄÁÒÀ.

ËÄÌÀ 7.1.1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f :
X → Y ÀÓÀáÅÉÓÀÈÅÉÓ,

Hf = {A ⊂ Y : f−1(A) ∈ S}

ÊËÀÓÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. Hf ÊËÀÓÉÓ ÓÀàÉÒÏ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ:

f−1(Y ) = X, f−1(A \B) = f−1(A) \ f−1(B),

f−1

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∪
n=1

f−1(An),

ÓÀÃÀÝ A,B ÃÀ An (n ∈ N) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ Hf -ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ØÅÄÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÓ. �

ÅÈØÅÀÈ, X ÃÀ Y ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ, S ÃÀ T ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ X-ÉÓ ÃÀ Y -ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ ÊËÀÓÄÁÓ. f : X → Y

ÀÓÀáÅÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ (S,T)-ÆÏÌÀÃÉ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ A ∈ T ÓÉÌÒÀÅËÉÓ f−1(A)

ßÉÍÀÓÀáÄ ÄÊÖÈÅÍÉÓ S ÊËÀÓÓ.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÆÏÌÉÀÍ (X, S, µ) ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÉÓ (S,T)-ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ, ÓÀÃÀÝ T ÀÒÉÓ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÖËÉ
ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉÓ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÊËÀÓÉ.

ËÄÌÀ 7.1.2. ÅÈØÅÀÈ, (X,S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, Y ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÀ, áÏËÏ H1 ÃÀ H2 ÀÒÉÀÍ Y -ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ,
ÒÏÌ σa(H1) = σa(H2). ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f : X → Y ÀÓÀáÅÉÓÀÈÅÉÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• f ÀÓÀáÅÀ (S,H1)-ÆÏÌÀÃÉÀ;
• f ÀÓÀáÅÀ (S,H2)-ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ f ÀÓÀáÅÀ (S,H1)-ÆÏÌÀÃÉÀ. ÝáÀÃÉÀ, H1 ⊂
Hf . ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ËÄÌÀ 7.1.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ σa(H1) ⊂ Hf . ÀØÄÃÀÍ,
ËÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ: H2 ⊂ σa(H2) = σa(H1) ⊂ Hf .
ÒÀÝ ÝáÀÃÉÀ, ÉßÅÄÅÓ f ÀÓÀáÅÉÓ (S,H2)-ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ
ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. H1 ÉÚÏÓ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÖËÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒ-
ÞÉÓ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÊËÀÓÉ, áÏËÏ Hi (i ∈ 2, 6) ÉÚÏÓ ÒÉÂÉÈ
i-ÖÒ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉ-
ÓÀÝ ÂÀÒÀÍÔÉÒÄÁÖËÉÀ ßÉÍÀÓÀáÄÈÀ ÆÏÌÀÃÏÁÀ (ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, H3 ÉØÍÄÁÀ ÚÅÄËÀ
I = (a,∞] ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÊËÀÓÉ).

§3.4-ÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ,
ÒÏÌ Hi (i ∈ 1, 6) ÊËÀÓÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ σ-ÀËÂÄÁÒÄÁÉ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉ-
ÅÄÀ ÃÀ ÔÏËÉÀ B(R) ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÉÓÀ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ËÄÌÀ 7.1.2-ÉÓ ÞÀ-
ËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÄØÅÓÉÅÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.1.1. ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÈÖ ÅÉÝÉÈ, ÒÏÌ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÖËÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ

ÙÄÒÞÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ H ÊËÀÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ σ-ÀËÂÄÁÒÀ ÄÌÈáÅÄÅÀ B(R)
ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ, ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÐÉÒÏÁÉÓ: ÚÏÅÄËÉ A ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, f−1(A) ∈ S.

A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ (ÌÏÊËÄÃ,
ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ) ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ χA ÓÉÌÁÏËÏÈÉ ÃÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ
ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

χA(x) =

{
1, ÈÖ x ∈ A,

0, ÈÖ x ∈ X \A.

ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ {f > a}-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ f−1((a,∞)) = {x ∈
X : f(x) > a} ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÉØÍÄÁÀ ÂÀÂÄÁÖËÉ {f ≥ a}, {f < a} ÃÀ
À.Û. ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1.2. A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ χA ×ÖÍØÝÉÀ
ÆÏÌÀÃÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÆÏÌÀÃÉÀ A ÓÉÌÒÀÅËÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (a,∞] ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ßÉÍÀÓÀáÄÄÁÉ χA
×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓÀÓ. ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

{χA > a} =


∅, ÈÖ a ≥ 1,

A, ÈÖ 0 ≤ a < 1,

X, ÈÖ a < 0.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. �

ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. f : E → R
×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ, ÈÖ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÖËÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ
ÙÄÒÞÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ f−1(I) ßÉÍÀÓÀáÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. f : E → R ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ
ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ, ÈÖ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÖËÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ f−1(I) ßÉÍÀÓÀáÄ ÁÏÒÄËÉÓ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

ÝáÀÃÉÀ, ÚÏÅÄËÉ ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÃÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈÀÝ.

ÀÒÀÝÀÒÉÄË E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÂÀÉÂÄÁÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÌÀÍÞÉËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1.3. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ
ÃÀ f : E → R ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ f ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (a,∞) ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ßÉÍÀÓÀáÄÄÁÉ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓÀÓ. ÖßÚÅÄÔ ÀÓÀáÅÀÈÀ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ÈÅÉÓÄÁÀ ÌÃÂÏÌÀ-
ÒÄÏÁÓ ÉÌÀÛÉ, ÒÏÌ (Éá. ÃÀÍÀÒÈÉ 2) ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÉÍÀÓÀáÄ ÀÓÄÅÄ ÙÉÀ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÌ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, f−1((a,∞)) ÀÒÉÓ E-Ó ÙÉÀ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ
E-ÛÉ ÀÒÓÄÁÖËÉ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÌÀÍÞÉËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÛÄÃÄÂÀÃ (Éá. ÃÀÍÀÒÈÉ 2),
f−1((a,∞)) ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ G ∩ E ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ G ÀÒÉÓ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ
Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ Rn-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÙÉÀ
ÓÉÌÒÀÅËÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ, ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.1.2. ÃÉÒÉáËÄÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ, ÀÍÖ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ ßÚÅÄÔÉËÉ ÉÚÏÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1.3-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1.4. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ f : E → R
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ f ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÛÄÓÀ-
ÌÏßÌÄÁÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ: 1) ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉÀ; 2) ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ f ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ {f = a} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀ-
ÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ a ∈ R-ÓÈÅÉÓ. ÀÒÉÓ ÈÖ ÀÒÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ?

2. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ {f > r} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÚÏÅÄËÉ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ r
ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÃÉÀ.

§ 2. ÆÏÌÀÃÉ ÀÓÀáÅÄÁÉÓ ÊÏÌÐÏÆÉÝÉÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.2.1. ÅÈØÅÀÈ, ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, 3-ÓÈÅÉÓ Xk ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ Sk ÀÒÉÓ Xk-Ó ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ
ÊËÀÓÉ. ÈÖ f : X1 → X2 ÀÓÀáÅÀ (S1,S2)-ÆÏÌÀÃÉÀ, áÏËÏ g : X2 → X3

ÀÓÀáÅÀ ÊÉ (S2,S3)-ÆÏÌÀÃÉ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÈÉ g ◦f ÊÏÌÐÏÆÉÝÉÀ ÀÒÉÓ (S1,S3)-
ÆÏÌÀÃÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, A ∈ S3. ÌÀÛÉÍ g-Ó (S2,S3)-ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ,
g−1(A) ∈ S2. ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, f -ÉÓ (S1,S2)-ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ
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f−1(g−1(A)) ∈ S1. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ f−1(g−1(A)) = (g ◦
f)−1(A) ÔÏËÏÁÀÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ g ◦ f ÀÓÀáÅÉÓ (S1,S3)-ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.2.2. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, fk : X → R
(k ∈ 1, n) µ-ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ, áÏËÏ F : Rn → R ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ F (f1, . . . , fn)
×ÖÍØÝÉÀ:

X ∋ x 7→ F (f1(x), . . . , fn(x)) ∈ R,
ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. Φ-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÓÀáÅÀ:

X ∋ x 7→ (f1(x), . . . , fn(x)) ∈ Rn.

ÝáÀÃÉÀ, F (f1, . . . , fn) = F ◦ Φ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ Φ ÀÒÉÓ (S,∆n)-ÆÏÌÀÃÉ,

ÓÀÃÀÝ ∆n ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ
n
×
j=1

(ak,∞) ÓÀáÉÓ ÚÅÄËÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÊËÀÓÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, fk ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÄØÍÄ-
ÁÀ,

Φ−1
( n

×
k=1

(ak,∞)
)
=
{
x ∈ X : (f1(x), . . . , fn(x)) ∈

n
×
k=1

(ak,∞)
}
=

=

n∩
k=1

{x ∈ X : fk(x) > ak} ∈ S.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ∆n ÊËÀÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ σ-ÀËÂÄÁÒÀ
ÄÌÈáÅÄÅÀ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀÓ (Éá. §3.4), ÌÀÛÉÍ ËÄÌÀ 7.1.2-ÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ Φ ÀÓÀáÅÉÓ (S,B(Rn))-ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, Φ ÀÓÀáÅÀ ÀÒÉÓ (S,B(Rn))-ÆÏÌÀÃÉ, áÏËÏ F ×ÖÍØÝÉÀ ÊÉ,
(B(Rn),B(R))-ÆÏÌÀÃÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÄÏÒÄÌÀ 7.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ F (f1, . . . , fn)

×ÖÍØÝÉÀ ÉØÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÃÄÂÉ 7.2.1. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ R ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, f : E → R ×ÖÍØÝÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ, áÏËÏ
F : R → R ×ÖÍØÝÉÀ ÊÉ ÀÒÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ. ÌÀÛÉÍ F ◦ f
×ÖÍØÝÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.2.1. ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ (Éá. §7.4) ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÏÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÏÌÐÏÆÉÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ ÉÚÏÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉ.
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§ 3. ÌÏØÌÄÃÄÁÄÁÉ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÄÁÆÄ

ØÅÄÌÏÈ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ (X, S, µ) ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ
ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ X-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÓ.

ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÀÒÉÈÌÄÔÉÊÖËÉ áÀÓÉÀÈÉÓ ÏÐÄÒ-
ÀÝÉÄÁÓ ÀÒ ÂÀÌÏÅÚÀÅÀÒÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉÃÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.3.1. ÅÈØÅÀÈ, f ÃÀ g ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ
ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÆÏÌÀÃÉÀ: cf (c ∈ R), f + g, fg, 1/g (ÈÖ 0 /∈
g(X)), min(f, g), max(f, g), |f |.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÄÍ ÈÄÏÒÄÌÀ
7.2.2-ÃÀÍ, ÈÖ ÌÀÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ:

F1(t) = ct; F2(t1, t2) = t1 + t2; F3(t1, t2) = t1t2;

F4(t) =

{
1
t , ÒÏÝÀ t ̸= 0,

0, ÒÏÝÀ t = 0;

F5(t1, t2) = min(t1, t2); F6(t1, t2) = max(t1, t2); F7(t) = |t|.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.2.2-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÉÀ Fk ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀ, ÒÀÝ k ̸= 4 ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ Fk
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÃÀÍ, áÏËÏ k = 4 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ, F4 ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÃÀÍ (−∞, 0) ÃÀ (0,∞) ÓáÉÅÄÁÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ: ∞+a = a+∞ = ∞ (a ∈ R), −∞+a = a+(−∞) =

−∞ (a ∈ R), ∞+∞ = ∞− (−∞) = ∞, −∞−∞ = −∞+ (−∞) = −∞,
∞−∞ = −∞− (−∞) = 0, a× (±∞) = (±∞)× a = ±∞ (a ∈ R, a > 0),
a× (±∞) = (±∞)× a = ∓∞ (a ∈ R, a < 0), 0× (±∞) = (±∞)× 0 = 0,
∞×∞ = (−∞) × (−∞) = ∞, (−∞) ×∞ = ∞× (−∞) = −∞, a

±∞ = 0

(a ∈ R), −∞ < a <∞ (a ∈ R).

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.3.1-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ (ÀÒÀ
ÀÖÝÉËÄÁËÀÃ ÓÀÓÒÖËÉ) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.3.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÃÀ g ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÆÏÌÀÃÉÀ: cf (c ∈ R), f + g, fg, 1/g (ÈÖ 0 /∈ g(X)),
min(f, g), max(f, g), |f |.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ fg ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ. ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÄÁÉ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ.

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ: ÃÀÅÖÛÅÀÈ,
h ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÀ X-ÆÄ, áÏËÏ A1, . . . , An ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
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ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ, ÒÏÌÄËÈÀ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ X-ÉÓ ÔÏËÉÀ. ÌÀÛÉÍ h ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÆÏÌÀÃÉ ÉÚÏÓ ÈÉÈÏÄÖËÉ
h|A1

, . . . , h|An
×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÛÏÒÉÓ.

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ h ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ: A1(h) = {0 <

|h| <∞}, A2(h) = {h = ∞}, A3(h) = {h = −∞}, A4(h) = {h = 0}.
ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, fg ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ

ÉØÍÄÁÀ, ÈÖ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÈÉÈÏÄÖËÉ (fg)|Ai(f)∩Aj(g) (i, j ∈ 1, 4) ÛÄÆÙÖÃ-
ÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀÃÉ. ÄÓ ×ÀØÔÉ ÖÛÖÀËÏÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ, ÈÖ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ
i ÃÀ j ÉÍÃÄØÓÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÀÒ ÖÃÒÉÓ 1-Ó. ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ i = 1, j = 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ:
ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, f |A1(f)∩A1(g) ÃÀ g|A1(f)∩A1(g) ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉ ÆÏÌÀÃÉÀ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ

(fg)|A1(f)∩A1(g) = f |A1(f)∩A1(g) g|A1(f)∩A1(g)

ÔÏËÏÁÀÓ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.3.1-Ó, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ (fg)|A1(f)∩A1(g)

×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ fg ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÒÉÈÌÄÔÉÊÖË ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ
ÆÙÅÀÒÉÈÉ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÀÝ, ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.3.3. ÈÖ (fn) ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ, ÌÀÛÉÍ
ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÆÏÌÀÃÉÀ:

inf
n∈N

fn, sup
n∈N

fn, lim
n→∞

fn, lim
n→∞

fn.

ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ
ÖÓÀÓÒÖËÏ ÆÙÅÀÒÉ lim

n→∞
fn(x), ÌÀÛÉÍ lim

n→∞
fn ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ a ∈ R-ÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ:{
x : inf

n∈N
fn(x) ≥ a

}
=

∞∩
n=1

{x : fn(x) ≥ a} ∈ S;

{
x : sup

n∈N
fn(x) ≤ a

}
=

∞∩
n=1

{x : fn(x) ≤ a} ∈ S.

ÀÌÉÈ inf
n∈N

fn ÃÀ sup
n∈N

fn ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÔÏËÏÁÄÁÓ: lim
n→∞

fn = sup
n∈N

[
inf
k≥n

fk

]
, lim
n→∞

fn =

inf
n∈N

[
sup
k≥n

fk

]
, ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉÓÀ ÃÀ ÉÍ×ÉÌÖÌÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ

ÖÊÅÄ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ lim
n→∞

fn ÃÀ lim
n→∞

fn

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ f3 ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ f ÆÏÌÀÃÉÀ. ÀÒÉÓ ÈÖ ÀÒÀ
ÉÂÉÅÄ ÃÀÓÊÅÍÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ f2-ÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ?

2. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ Ω ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÀÒÀÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÀ, ÌÀÛÉÍ inf
f∈Ω

f(x)

ÃÀ sup
f∈Ω

f(x) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÉÚÅÍÄÍ.

3. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ Ω ÀÒÉÓ [0, 1]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÀÒÀ-
ÝÀÒÉÄËÉ ÊËÀÓÉ, ÌÀÛÉÍ inf

f∈Ω
f(x) ÃÀ sup

f∈Ω

f(x) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ

ÆÏÌÀÃÉ ÀÒÉÀÍ.
4. ÅÈØÅÀÈ, f : [0, 1] → R ×ÖÍØÝÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ

ÚÅÄËÀ ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÀÒÓÄÁÏÁÓ f -ÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ. ÀÜÅÄÍÄÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ f ′,
ÒÏÂÏÒÝ A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉ.

§ 4. ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÀÂÄÁÀ ÌÉÆÍÀÃ ÉÓÀáÀÅÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÍÀËÉÆÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÏÁÉÄØÔÉÓ - ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÓ.

Πn-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÂÄÁÉÓ n-ÖÒ ÄÔÀÐÆÄ [0, 1] ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÉÃÀÍ ÀÌÏÂÃÄÁÖËÉ ÚÅÄËÀ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÊËÀÓÉ, áÏËÏ Λn ÉÚÏÓ Π1, . . . ,

Πn ÊËÀÓÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ.
Λn ÛÄÃÂÄÁÀ 2n− 1 ÝÀËÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓÀÂÀÍ:

Λn = {I1, . . . , I2n−1}, áÏËÏ Πn+1 ÛÄÃÂÄÁÀ 2n ÝÀËÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀ-
ÍÀÖÊÅÄÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓÀÂÀÍ: Πn+1 = {J1, . . . , J2n}. ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ ÒÏ-
ÂÏÒÝ Ik, ÀÓÄÅÄ Jk ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ÂÀÃÀÍÏÌÒÉËÉÀ ÌÀÈÉ ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÍÉ-
ÃÀÍ ÌÀÒãÅÍÉÅ ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ Πn+1 ÊËÀÓÉÓ
ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ËÀÂÃÄÁÉÀÍ Λn ÊËÀÓÉÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÓ ÛÏÒÉÓ, ÓÀáÄËÃÏÁÒ, J1
ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ x = 0 ßÄÒÔÉËÓÀ ÃÀ I1 ÉÍÔÄÒÅÀËÓ ÛÏÒÉÓ, J2 ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ
I1 ÃÀ I2 ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÓ ÛÏÒÉÓ, ÃÀ À.Û. J2n ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ I2n−1 ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÓÀ ÃÀ x = 1 ßÄÒÔÉËÓ ÛÏÒÉÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, Λn-ÃÀÍ Λn+1-ÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ
áÃÄÁÀ ÊËÀÓÉÓ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ÃÒÏÓÀÝ ÛÄÌÏÌÀÔÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ
ÉÊÀÅÄÁÄÍ ÊÄÍÔÍÏÌÒÉÀÍ 1, 3, . . . , 2n+1 − 1 ÐÏÆÉÝÉÄÁÓ, áÏËÏ Λn-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ
ÞÅÄËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ÂÀÃÀÃÉÀÍ ËÖßÍÏÌÒÉÀÍ: 2, 4, . . . , 2n+1 − 2 ÐÏÆÉÝÉÄÁÆÄ.

θn ÉÚÏÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ Λn ÊËÀÓÉÓ I1, I2, . . . , I2n−1 ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÆÄ
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÙÄÁÖËÏÁÓ 1

2n ,
2
2n , . . . ,

2n−1
2n ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ.

ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÈÖ ÒÏÂÏÒ áÃÄÁÀ Λn-ÃÀÍ Λn+1-ÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ
ÛÄÌÏÌÀÔÄÁÖËÉ ÃÀ ÌÀÍÀÌÃÄ ÀÒÓÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÂÀÃÀÍÏÌÅÒÀ, ÀÃÅÉËÉ
ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ θn+1 ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ θn-ÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. ÄÓ
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ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ θ∗ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÅÄËÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ
(Ä.É. [0, 1] \ D ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ) ÃÀ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ θn ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. ÊÄÒÞÏÃ, θ∗ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓÀÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÌÏÅÉØÝÄÈ
ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ I ÉÍÔÄÒÅÀËÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÓ n, n+ 1, . . . ÍÏÌÄÒÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ
I ∈ Λn ÃÀ θ∗ ×ÖÍØÝÉÀÓ I ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÖÍÃÀ ÌÉÅÀÍÉàÏÈ θn, θn+1, . . . ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉÓ ÌÉÄÒ I-ÆÄ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÓÀÄÒÈÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ. ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ:
θ∗ ÆÒÃÀÃÉÀ ÈÀÅÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÆÄ, ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏ-
ÅÄË ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÃÀ ÙÄÁÖËÏÁÓ k

2n (n ∈ N, k = 1, 2, . . . , 2n−1)

ÓÀáÉÓ ÚÅÄËÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ.
θ : [0, 1] → R ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: θ(0) = 0 ÃÀ

θ(x) = sup{θ∗(y) : y ≤ x, y ∈ [0, 1] \ D} (0 < x ≤ 1).

ÝáÀÃÉÀ, θ ÆÒÃÀÃÉÀ, áÏËÏ θ∗ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÃÀÍ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉ-
ÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ θ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ θ∗-ÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, θ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÀÀ, ÒÏÌËÉÓ ÌÉÄÒ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ
[0, 1]-ÛÉ, ÀÓÄÈÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÀ ÊÉ ÖßÚÅÄÔÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÃÀÅÖÛ-
ÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ: ÒÏÌÄËÉÙÀÝ x ∈ [0, 1] ßÄÒÔÉËÛÉ θ ÂÀÍÉÝÃÉÓ ßÚÅÄÔÀÓ.
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

I =


(θ(x), θ(x+ 0)), ÈÖ x = 0,

(θ(x− 0), θ(x+ 0)) \ {θ(x)}, ÈÖ x ∈ (0, 1),

(θ(x− 0), θ(x)), ÈÖ x = 1.

θ-Ó ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ θ ÅÄÒ ÌÉÉÙÄÁÓ ÅÄÒÝÄÒÈ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ I-ÃÀÍ, ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ θ-Ó ÌÉÄÒ ÌÉÙÄÁÖË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÈÀ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÏÁÀÓ [0, 1]-ÛÉ.

θ-Ó ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ. ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ ÃÀÅÀÃÂÉÍÄÈ, θ
×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• θ ÀÒÉÓ [0, 1]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ, ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ;
• θ(0) = 0 ÃÀ θ(1) = 1. ÛÄÃÄÂÀÃ, θ ÀÒÀÀ ÌÖÃÌÉÅÉ;
• θ ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ.

ÛÄÃÄÂÀÃ, θ′(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ [0, 1]-ÆÄ.

ÍÀá. 7.2-ÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÉÓ ÄÓÊÉÆÉ.
ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄ-

ÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.4.1. ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ f : [0, 1] → [0, 1]
ÃÀ g : [0, 1] → [0, 1] ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ:
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ÍÀá. 7.2.

• ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ A ⊂ [0, 1] ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌ-
ËÉÓ f−1(A) ßÉÍÀÓÀáÄ ÀÒÀÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ;

• g ◦ f ÀÒÀÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ φ : [0, 1] → R ×ÖÍØÝÉÀ, ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÛÄÌ-
ÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÈ:

φ(x) =
1

2
θ(x) +

1

2
x (x ∈ [0, 1]),

ÓÀÃÀÝ θ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ:

• φ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉÀ, ÖßÚÅÄÔÉÀ ÃÀ ÁÉÄØÝÉÖÒÀÃ ÀÓÀáÀÅÓ [0, 1] ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÓ ÈÀÅÉÓ ÈÀÅÛÉ;

• ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ φ([0, 1]\D) ÀÍÀÓÀáÉÓ
ÆÏÌÀ 1/2-ÉÓ ÔÏËÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, 1/2-ÉÓ ÔÏËÉ ÆÏÌÀ ÀØÅÓ ÊÀÍÔÏÒÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ φ(D) ÀÍÀÓÀáÓÀÝ.

ÚÏÅÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÝÀÅÓ ÀÒÀÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÓ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÀÒÓÄÁÏÁÓ φ(D) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ M ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ.
N -ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ M -ÉÓ ßÉÍÀÓÀáÄ φ−1(M). N ÒÏÂÏÒÝ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ D ÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉØÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ. ÀÌÒÉÂÀÃ, φ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓÀÓ ÆÏÌÀÃÉ N ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÍÀÓÀáÉ ÂÀÌÏÃÉÓ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ M ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ.

f ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÒÏÂÏÒÝ φ-Ó ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ f ÉØÍÄ-
ÁÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÝ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ
ÔÏËÏÁÀ f−1(N) =M . ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÍÀßÉËÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. ÛÄÌ-
ÃÄÂ, ÈÖ g ×ÖÍØÝÉÀÓ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÀÅÈ, ÒÏÂÏÒÝ N ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄË

129



×ÖÍØÝÉÀÓ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

{g ◦ f = 1} = f−1({g = 1}) = f−1(N) =M.

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ g ◦ f ÊÏÌÐÏÆÉÝÉÉÓ ÀÒÀÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ. �

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÏÒÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.4.1-ÉÓ ÛÄ-
ÃÄÂÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.4.2. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ ÀÒÀÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ f

×ÖÍØÝÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.4.1-ÃÀÍ. ÌÀÛÉÍ A ÅÄÒ ÉØÍÄÁÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÅÉÍÀ-
ÉÃÀÍ, ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÌÉÓÉ f−1(A) ßÉÍÀÓÀáÄ (f -ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ) ÂÀÌÏÅÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ, ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ
ÈÄÏÒÄÌÀ 7.4.1-ÉÓ ÐÉÒÅÄË ÃÀÓÊÅÍÀÓ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.4.1. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ L ÊËÀÓÉ ÒÏÌ Ö×ÒÏ
×ÀÒÈÏÀ, ÅÉÃÒÄ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ B(R) ÊËÀÓÉ, ÀÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÛÄÉÞ-
ËÄÁÀ ÓÉÌÞËÀÅÒÄÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖË ÌÏÓÀÆÒÄÁÄÁÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈÀÝ. ÊÄÒÞÏÃ,
L äÉÐÄÒÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ, áÏËÏ B(R) ÊÉ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ. card L
= 2c ÔÏËÏÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÓÉÓÒÖËÄ ÃÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀ. B(R) ÊËÀ-
ÓÉÓÀÈÅÉÓ card B(R) = c ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ ÒÈÖËÉÀ ÃÀ
ÌÏÉÈáÏÅÓ ÔÒÀÍÓ×ÉÍÉÔÖËÉ ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÓ (Éá. ÌÀÂ., [6], §1.6).

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.4.3. ÁÏÒÄËÉÓ ÆÏÌÀÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ A ⊂ [0, 1] ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ, A ßÀÒÌÏÃ-
ÂÄÁÀ ÓÀáÉÈ A =M ∪N , ÓÀÃÀÝ M ∈ B(R), áÏËÏ N ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ ÌÉÓÈÅÉÓ

ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ N̂ ∈ B(R) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: N ⊂ N̂ ÃÀ mB(N̂) = 0.
ÌÀÛÉÍ N ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÜÀÒÈÖËÉÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÁÏ-
ÒÄËÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ N̂ ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÀÀ ÆÏÌÀÃÉ ÁÏÒÄËÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÁÏÒÄËÉÓ ÆÏÌÀÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. �

§ 5. ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ. f : X → R ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ
ÌÀÒÔÉÅÉ, ÈÖ f ÀÒÉÓ ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÙÄÁÖËÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÄÁÓ.
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ÌÀÒÔÉÅÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÅÖßÏÃÏÈ ãÀÌÓ:

n∑
k=1

akχAk
,

ÓÀÃÀÝ f(X) = {a1, . . . , an} ÃÀ Ak = {f = ak}. ÝáÀÃÉÀ, Ak ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ
ÆÏÌÀÃÄÁÉ ÀÒÉÀÍ.

ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÌÀÂÀËÉÈÉÀ ÆÏÌÀÃÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ χA ×ÖÍØÝÉÀ.

ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÃÀÔÅÉÒÈÅÀ ÀØÅÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÛÉ.

×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ, ÈÖ
ÚÏÅÄËÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ lim

n→∞
fn(x) ÆÙÅÀÒÉ.

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÌÀÒ-
ÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.5.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÀÒ-
ÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ lim

n→∞
fn(x) = f(x) ÚÏ-

ÅÄËÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ. ÈÖ f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ
(fn) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÐÉÒÏÁÀ:

0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ . . . (x ∈ X);

áÏËÏ, ÈÖ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÅÀÙßÉÏÈ
(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÈÀÍÀÁÀÒ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ∆ = {I0, . . . , In} ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ
ÊËÀÓÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ: I0 = [a0, a1), I1 = [a1, a2), . . . , In−1 = [an−1, an), In =

[an,∞], ÓÀÃÀÝ 0 = a0 < a1 < · · · < an < ∞. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ∆-ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÀ ÅÖßÏÃÏÈ ÛÄÌÃÄÂ ×ÖÍØÝÉÀÓ:

f∆ =

n∑
k=0

akχ{f∈Ik} .

f -ÃÀÍ f∆ ×ÖÍØÝÉÀÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ ÌÀÒÈËÀÝ áÃÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÚÏ×ÀØÝÄÅÉÓ
ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÀ, ÅÉÍÀÉÃÀÍ {f ∈ Ik} ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ f ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÙÄÁÖËÏÁ-
ÃÄÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ Ik ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÃÀÍ, ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ f∆ ÙÄÁÖËÏÁÓ
ÄÒÈÀÃÄÒÈ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ Ik ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ØÅÄÃÀ ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÔÏËÉÀ
(ÍÀá. 7.3).

ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ∆-ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• f∆ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ;
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ÍÀá. 7.3.

• ÈÖ f(x) < an, ÌÀÛÉÍ 0 ≤ f(x) − f∆(x) < λ∆, ÓÀÃÀÝ λ∆ ÀÒÉÓ
ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ∆ ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ;

• ÈÖ f(x) ≥ an, ÌÀÛÉÍ f∆(x) = an;
• ÈÖ ∆∗ ÏãÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÌÉÉÙÄÁÉÀÍ ∆ ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ

ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÌÀÛÉÍ f∆∗ ≥ f∆.

ÐÉÒÅÄËÉ, ÌÄÏÒÄ ÃÀ ÌÄÓÀÌÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ. ÌÄÏÈáÄ
ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉ. f(x) ÒÉÝáÅÉ
ÛÄÅÀ ÒÏÌÄËÉÌÄ I ∈ ∆∗ ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ. ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÛÄÃÉÓ
ÒÏÌÄËÉÌÄ J ∈ ∆ ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ f∆∗(x) = inf I ≥ inf J =

f∆(x).
ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍ-

ÅÉáÉËÏÈ ∆n ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ

[0, 1/2n), [1/2n, 2/2n), . . . , [n− 1/2n, n), [n,∞]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÃÀ fn-ÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ f∆n ×ÖÍØÝÉÀ. ∆n+1 ÊËÀÓÉÓ
ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÌÉÉÙÄÁÉÀÍ ∆n ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ. ÒÉÓ
ÂÀÌÏÝ, ∆-ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, (fn) ÉØÍÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÉ
ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ
ÐÉÒÏÁÄÁÉ:

0 ≤ f(x)− fn(x) < 1/2n, ÈÖ f(x) < n;

ÃÀ

fn(x) = n, ÈÖ f(x) ≥ n.

ÝáÀÃÉÀ, (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÈÄ-
ÏÒÄÌÀÛÉ ÌÏÈáÏÅÍÉË ÚÅÄËÀ ÐÉÒÏÁÀÓ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÈÀÍÀÁÀÒÉ
áÀÓÉÀÈÉ ÄØÍÄÁÀ.
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ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ:

f+(x) =

{
f(x), ÈÖ f(x) ≥ 0,

0, ÈÖ f(x) < 0;

f−(x) =

{
0, ÈÖ f(x) ≥ 0,

−f(x), ÈÖ f(x) < 0.

ÌÀÈ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈ ÃÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÍÀßÉËÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.
ÝáÀÃÉÀ, ÏÒÉÅÄ ÌÀÈÂÀÍÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ ÃÀ f = f+ − f−. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓ-
ßÉÍÄÁÈ f+(x) = max(f(x), 0) ÃÀ f+ = −min(f(x), 0) ÔÏËÏÁÄÁÓ, ÈÄÏÒÄÌÀ
7.3.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ f+ ÃÀ f− ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÂÀÍÅÉ-
áÉËÏÈ ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (f+n ) ÃÀ (f−n ) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÀØÅÈ
ÓÀàÉÒÏ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, f+ ÃÀ f− ×ÖÍØÝÉÄÁÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ. ÌÀÛÉÍ
ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ fn = f+n − f−n ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÚÏÅÄË ßÄÒ-
ÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉ ÉØÍÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÀÌÀÓÈÀÍ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÄØÍÄÁÀ ÈÀÍÀÁÀÒÉ áÀÓÉÀÈÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌ-
ÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.5.1. ÈÖ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÀ:
µ({f > t}) < ∞ ÚÏÅÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ t-ÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.5.1-ÉÓ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÃÀÍ ÍÀÈËÀÃ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ fn ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀÃÄÁÉÈ ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÄÁÓ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ, ÓÀÆÏ-
ÂÀÃÏÃ, ÀÒ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÌÉÓÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ.

§ 6. ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ØÅÄÌÏÈ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ (X, S, µ) ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ
ÝÍÄÁÄÁÉ ÛÄÌÏÙÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÌ ÓÉÅÒÝÄÓÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ.

ÅÈØÅÀÈ, ÚÏÅÄËÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ P (x) ÐÉÒÏÁÀ. ÀÌ-
ÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ P ÐÉÒÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ X ßÄÒÔÉËÛÉ
(ÌÏÊËÄÃ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ), ÈÖ ÚÅÄËÀ ÉÌ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓ
NP ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ P (x) ÐÉÒÏÁÀ, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉ×À-
ÒÏÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, Ä.É. ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ A ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: µ(A) = 0 ÃÀ NP ⊂ A. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÛÉ ÀÒÀÀ
ÌÏÈáÏÅÍÉËÉ NP ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÓÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ
NP -Ó ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÈÀÅÉÓÈÀÅÀÃ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×ÉËÉ ÉØÍÄÁÀ.
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X-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÄßÏÃÄÁÀÈ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ, ÈÖ
f(x) = g(x) ÐÉÒÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ X ßÄÒÔÉËÛÉ. ×ÖÍØÝÉ-
ÀÈÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀÓ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: f ∼ g ÀÍ f = g(mod µ).

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.6.1. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÓ ÀØÅÓ ÄÊÅÉÅÀ-
ËÄÍÔÏÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÌÉÌÀÒÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ÒÄ×ËÄØÓÖÒÏÁÉÓ,
ÓÉÌÄÔÒÉÖËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÄ×ËÄØÓÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÝáÀÃÉÀ.
ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ ÔÒÀÍÆÉÔÖËÏÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f = g(mod µ) ÃÀ g = h(mod µ).
ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ N1 ÃÀ N2 ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ
{f ̸= g} ⊂ N1 ÃÀ {g ̸= h} ⊂ N2. ÀáËÀ ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ
N1 ∪ N2 ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ ÃÀ {f ̸= h} ⊂ N1 ∪ N2, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ f ÃÀ h

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.6.2. ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÓÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ
ÛÏÒÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÌÄÏÒÄ ÌÀÈÂÀÍÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓÀÝ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, g ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ f = g(mod µ). ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÒÉÝáÅÉ a ∈ R. g-Ó ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, {g > a} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ
ÆÏÌÀÃÉ. ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÊÉ, {f ̸= g} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ
ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÌÉÓÉ ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Ef = {f > a} ÃÀ Eg =

{g > a}. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ:
1) Ef △ Eg ⊂ {f ̸= g},
2) Ef = (Ef \ Eg) ∪ (Ef ∩ Eg) = (Ef \ Eg) ∪ (Eg \ (Eg \ Ef )).
ÀÌ ÏÒÉ ÐÉÒÏÁÉÃÀÍ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÅÀÓÊÅÍÉÈ

Ef ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ, ÒÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÀÂÄÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ f : [0, 1] → R ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÌÉÓÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ ßÚÅÄÔÉËÉ.

2. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ [0, 1]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÏÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÄÊÅÉÅÀ-
ËÄÍÔÖÒÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÌÀÛÉÍ ÄÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ
ÔÏËÉÀ.

§ 7. ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ

ØÅÄÌÏÈ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ (X, S, µ) ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ
ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ X-ÆÄ.

×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉ f

×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÈÖ lim
n→∞

fn(x) = f(x) ÐÉÒÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈
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X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ. ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ:
fn → f(mod µ) ÀÍ fn → f È.Ú.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.7.1. ÈÖ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ µ
ÆÏÌÀ ÓÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, N ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, ÒÏÌËÉÓ ÂÀÒÄÈ ÌÃÄ-
ÁÀÒÄ ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ lim

n→∞
fn(x) = f(x) ÐÉÒÏÁÀ. f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒ-

ÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

f = fχ
N
+ fχ

X\N .

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ (fnχX\N )(x) → (fχ
X\N )(x) ÚÏÅÄËÉ x ∈ X ßÄÒÔÉ-

ËÉÓÀÈÅÉÓ, ÀÌÀÓÈÀÍ, X \N ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, fnχX\N ×ÖÍØÝÉÄÁÉ
ÆÏÌÀÃÉ ÀÒÉÀÍ. ÛÄÃÄÂÀÃ, fχ

X\N ÆÏÌÀÃÉÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ßÄÒÔÉ-
ËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ. ÀáËÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ fχ

N
×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ, ÒÉÈÀÝ ÈÄÏ-

ÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ a ≥ 0, ÌÀÛÉÍ {fχ
N
> a} ÓÉÌÒÀÅËÄ

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ N -ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ, áÏËÏ ÈÖ a < 0, ÌÀÛÉÍ {fχ
N
> a} ßÀÒ-

ÌÏÃÂÄÁÀ (X \N)∪E ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ E ⊂ N . ÏÒÉÅÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ {fχ
N
> a}

ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ µ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÂÀÌÏ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÝáÀÃÉÀ, ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÀÒ ÉßÅÄÅÓ ÈÀÍÀÁÀÒ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ,
ÈÖÌÝÀ, ÒÏÂÏÒÝ Í. ÄÂÏÒÏÅÉÓ ÌÉÄÒ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄ-
ÍÄÁÓ, ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÀÍÀÁÀÒÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÆÏÌÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÃÉÃ ÂÀÒÊÅÄÖË
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.7.2. ÈÖ ÆÏÌÀÃ ÓÀÓÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÃÀ ÃÀÌÀ-
ÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ A = Aε ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ:

• µ(A) < ε,
• (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ X \ A
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, Ä.É. sup

x∈X\A
|fn(x)− f(x)| → 0 (n→ ∞).

ËÄÌÀ 7.7.1. ÅÈØÅÀÈ, ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.7.2-ÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ. ÌÀ-
ÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÃÀ δ > 0 ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÆÏÌÀÃÉ
A = Aε,δ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ N = Nε,δ ÒÉÝáÅÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ:

• µ(A) < ε;
• sup
x∈X\A

|fn(x)− f(x)| ≤ δ ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -ÓÈÅÉÓ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

En = {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > δ} (n ∈ N).

ÈÖ x ßÄÒÔÉËÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÈÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÀ-
ÏÃÄÍÏÁÀÓ, ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, (fn(x)) ÀÒÀÀ ÊÒÄÁÀÃÉ f(x)-ÓÀÊÄÍ. ÛÄÃÄÂÀÃ, fn →
f(mod µ) ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÉØ-
ÍÄÁÀ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÀáËÀ, ÈÖ ÌáÄÃÅÄËÏÁÀÛÉ ÌÉÅÉÙÄÁÈ lim

n→∞
En =∩∞

N=1

∪∞
n=N En, ÔÏËÏÁÀÓ, ÆÏÌÉÓ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞ-

ÅÄËÆÄ ÅÉÐÏÅÉÈ N ÉÍÃÄØÓÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ,

µ

( ∞∪
n=N

En

)
< ε. (1)

(En) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,
∪∞
n=N En ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀ-

ÒÄÈ ÌÚÏ×É ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|fn(x)− f(x)| ≤ δ ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -ÓÀÈÅÉÓ. (2)

(1) ÃÀ (2) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ A =
∪∞
n=N En

ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ N ÉÍÃÄØÓÉ ÃÀÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÌÏÈáÏÅÍÉË ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ËÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.7.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ËÄÌÀ 7.7.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉÐÏÅÏÈ Ak ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ Nk ÉÍÃÄØÓÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ:

• µ(Ak) <
ε
2k

;
• sup
x∈X\Ak

|fn(x)− f(x)| ≤ 1
k ÚÏÅÄËÉ n ≥ Nk-ÓÀÈÅÉÓ.

A-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ
∪∞
k=1Ak ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ A-Ó ÆÏÌÀ ÉØÍÄÁÀ ε-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ,

ÀÌÀÓÈÀÍ, ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

sup
x∈X\A

|fn(x)− f(x)| ≤ 1

k
ÚÏÅÄËÉ n ≥ Nk-ÓÀÈÅÉÓ.

ÁÏËÏ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ ÉßÅÄÅÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ X \A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.7.1. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÄÂÏÒÏÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ
ÅÒÝÄËÃÄÁÀ ÉÌ ÓÉÔÖÀÝÉÀÆÄÝ, ÒÏÝÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÉ ÃÀ ÆÙÅÀÒÉÈÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÒÉÀÍ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.7.2. ÄÂÏÒÏÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÀÒ ÒÜÄÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄ-
ÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ ÆÏÌÀ ÀÒÀÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÊÏÍÔÒÌÀÂÀËÉÈÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,
ÈÖ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ ÒÉÝáÅÉÈ ÙÄÒÞÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÙàÖÒÅÉËÉÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÈ, áÏËÏ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÛÄÅÀÒÜÄÅÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: fn =

χ(n,∞). ÝáÀÃÉÀ, (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÉÂÉÅÖÒÀÃ
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ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÒÏÂÏÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ A

ÓÉÌÒÀÅËÄÝ ÀÒ ÖÍÃÀ ÀÅÉÙÏÈ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

sup
x∈X\A

|fn(x)− f(x)| = 1.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ X \A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÒÀÀ ÈÀÍÀÁÀÒÉ, ÒÏÂÏÒÉÝ ÀÒ ÖÍÃÀ
ÉÚÏÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ A ÓÉÌÒÀÅËÄ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ ÄÂÏÒÏÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÀÍÀËÏÂÉ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ∞-ÓÀÊÄÍ.

2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÆÏÌÀÃ ÓÀÓÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ
(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÊÄÍ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÚÏÅÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε-ÓÈÅÉÓ,

lim
k→∞

µ

( ∞∪
n=k

{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}
)

= 0.

3. ÅÈØÅÀÈ, fn (n ∈ N) ÃÀ f ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ
ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: µ(X \
A) < ε ÃÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ X \ A
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ (fn) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.

4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ fn(x) = (sinx)n ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄË-
ÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

§ 8. ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ

ØÅÄÌÏÈ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ (X, S, µ) ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ
ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ X-ÆÄ.

ÅÈØÅÀÈ, fn (n ∈ N) ÃÀ f ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. (fn) ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ
δ ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ,

lim
n→∞

µ({|fn − f | > δ}) = 0.

ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ: fn
µ→ f .

ÍÀá. 7.4-ÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀÔÚÅÉÓÉ ÉËÖÓÔÒÀÝÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.8.1. ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÆÙÅÀÒÉ ÀØÅÓ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ, Ä.É. ÈÖ fn

µ→ f ÃÀ fn
µ→ g, ÌÀÛÉÍ f =

g(mod µ).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε ÒÉÝáÅÉ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀ-
ÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÜÀÒÈÅÀ:

{|f − g| > δ} ⊂ {|f − fn| > δ/2} ∪ {|fn − g| > δ/2}.
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ÍÀá. 7.4.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,

µ({|f − g| > δ}) ≤ µ({|f − fn| > δ/2}) + µ({|fn − g| > δ/2}) → 0.

ÛÄÃÄÂÀÃ, µ({|f −g| > δ}) = 0. ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ,
ÒÏÌ

{f ̸= g} =

∞∪
k=1

{|f − g| > 1/k},

ÌÉÅÉÙÄÁÈ µ({f ̸= g}) = 0 ÔÏËÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ËÄÁÄÂÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.8.2. ÈÖ ÆÏÌÀÃ ÓÀÓÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÃÀ
ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ (fn)
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ δ ÃÀ ε ÒÉÝáÅÄÁÉ. ËÄÌÀ
7.7.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÆÏÌÀÃÉ A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ N ÉÍÃÄØÓÉ,
ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ:

• µ(A) < ε,
• sup
x∈X\A

|fn(x)− f(x)| ≤ δ ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -ÓÈÅÉÓ.

ÁÏËÏ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, {|fn−f | > δ} ⊂ A ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -ÓÈÅÉÓ.
ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

µ({|fn − f | > δ}) ≤ µ(A) < ε ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -ÓÈÅÉÓ.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.8.1. ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÀÒ ÒÜÄÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ-
ÛÉ, ÒÏÝÀ ÆÏÌÀ ÀÒÀÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÊÏÍÔÒÌÀÂÀËÉÈÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,
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ÈÖ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ ÒÉÝáÅÉÈ ÙÄÒÞÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÙàÖÒÅÉ-
ËÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÈ, áÏËÏ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÛÄÅÀÒÜÄÅÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:
fn = χ(n,∞). ÝáÀÃÉÀ, (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÉÂÉÅÖ-
ÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ µ({|fn − f | = 1}) = ∞.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.8.2. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ ÀÒÀÀ ÛÄÁ-
ÒÖÍÄÁÀÃÉ. ÓÀÀÌÉÓÏÃ ÚÏÅÄËÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ n-ÓÈÅÉÓ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÃÀÅÚÏÈ
n ÝÀË ÔÏË ÓÄÂÌÄÍÔÀÃ:

I(n, 1) =
[
0,

1

n

]
, I(n, 2) =

[ 1
n
,
2

n

]
, . . . , I(n, n) =

[n− 1

n
, 1
]
.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ:

χI(1,1); χI(2,1), χI(2,2); χI(3,1), χI(3,2), χI(3,3); . . .

Ä.É. ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÛÉÝ n-ÖÒÉ ÄÔÀÐÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ n-ÖÒ ÁËÏÊÓ (ÍÀá. 7.5).

ÍÀá. 7.5.

ÌÉÅÀÍÉàÏÈ ÀÙÍÉÛÍÖË ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄÒÈÉÍÃÄØÓÉÀÍÉ (fs) ÍÖÌÄÒÀÝÉÀ. ÉØÄ-
ÃÀÍ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ δ-ÓÈÅÉÓ:

m({χI(n,k) > δ}) ≤ 1

n
(n ∈ N, k ∈ 1, n),

ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (fs) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÊÒÄ-
ÁÀÃÏÁÀ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, fs(x) → 0

ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÀÒÝÄÒÈ x ∈ [0, 1] ßÄÒÔÉËÛÉ. ÌÀÒÈËÀÝ,
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ [0, 1] ßÄÒÔÉËÉ. ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ x ÛÄÃÉÓ
ÄÒÈ-ÄÒÈÛÉ ÌÀÉÍÝ I(n, k) ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ k ∈ 1, n ÉÍÃÄØÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

χI(n,k)(x) = 1.

ÒÀÝ ÉßÅÄÅÓ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ (fs(x)) ÀÒÀÀ
ÍÖËÉÓÀÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ.
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ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÀÒ ÉßÅÄÅÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ×.ÒÉÓÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.8.3. ÈÖ ÆÏÌÀÃ ÓÀÓÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ
ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ (fnk

)
ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÀÃÄÁÉÈ ÒÉÝáÅÈÀ (δk) ÃÀ (ηk) ÌÉÌÃÄÅÒÏ-
ÁÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ:

lim
k→∞

δk = 0,

∞∑
k=1

ηk <∞.

ÅÉÐÏÅÏÈ n1 ÉÍÃÄØÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

µ({|fn1 − f | > δ1}) < η1.

ÌÄÏÒÄ ÄÔÀÐÆÄ ÀÅÀÒÜÉÏÈ n2 > n1 ÉÍÃÄØÓÉ ÈÅÉÓÄÁÉÈ:

µ({|fn2 − f | > δ2}) < η2.

ÈÖ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÄÁÈ ÀÂÄÁÉÓ ÀÓÄÈ ÐÒÏÝÄÓÓ, ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÉÈ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÐÉÒÏÁÉÓ ÃÀÌÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄË nk > nk−1 ÉÍÃÄØÓÓ:

µ({|fnk
− f | > δk}) < ηk.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÀÓÄÈÍÀÉÒÀÃ ÀÂÄÁÖËÉ (fnk
) ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ

ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.
N -ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ {|fnk

− f | > δk} ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ
ÆÙÅÀÒÉ. ÀÂÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ,

∞∑
k=1

µ({|fnk
− f | > δk}) <

∞∑
k=1

ηk <∞.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÁÏÒÄË-ÊÀÍÔÄËÉÓ ËÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.4.4) ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ
N ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÀÓ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ fnj

(x) → f(x) ÚÏÅÄËÉ
x /∈ N ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ. ÌÀÒÈËÀÝ,
ÈÖ x /∈ N , ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ k, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

x /∈ {|fnj − f | > δj}, ÒÏÝÀ j ≥ k.

ÒÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÉÌÀÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ

|fnj (x)− f(x)| ≤ δj , ÒÏÝÀ j ≥ k.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ (fnj
(x)) ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ f(x) ÒÉÝáÅÉ-

ÓÀÊÄÍ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.8.3. ÒÉÓÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÅÒÝÄËÃÄÁÀ ÉÌ ÓÉÔÖÀÝÉÀÆÄÝ, ÒÏÝÀ ÆÏ-
ÌÀ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, X ÓÉÅÒÝÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÃÀÅÚÏÈ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ An (n ∈ N) ÍÀ-
ßÉËÄÁÀÃ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ fn ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÄÁÉ A1 ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÌÀÒÔÉÅÉ
ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ (fn|A1

) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉ ÉØÍÄÁÀ f |A1
×ÖÍØÝÉ-

ÉÓÀÊÄÍ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ
ÛÄÆÙÖÃÅÀÓ A1 ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÒÉÓÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÖÊÅÄ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÅÀÒÉÀÍÔÉÓ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÏÅÞÄÁÍÉÈ (fn(1,k))k∈N ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ A1 ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÌÄÏÒÄ ÄÔÀÐÆÄ,
(fn(1,k))k∈N ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÌÓÂÀÅÓÉ ÌÓãÄËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÏÅ-
ÞÄÁÍÉÈ ÌÉÓ (fn(2,k))k∈N ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ A2 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÈÖ ÀÌ ÐÒÏÝÄÓÓ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ
ÂÀÅÀÂÒÞÄËÄÁÈ ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÃÉÀÂÏÍÀËÖÒ (fn(k,k))k∈N ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ,
ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÚÏÅÄËÉ j-ÓÀÈÅÉÓ, f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ Aj ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ
ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ X-ÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉÝ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ, fn
µ→ f ÃÀ gn

µ→ g. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ:

1) fn ± gn
µ→ f ± g; 2) fngn

µ→ fg; 3) fn/gn
µ→ f/g, ÈÖ 0 /∈ gn(X)

(n ∈ N) ÃÀ 0 /∈ g(X).
2. ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌ ÆÏÌÀÃ ÓÀÓÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄ-

ÁÀÃÉ ÉÚÏÓ ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ
(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÉÚÏÓ ÆÏÌÉÈ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ, Ä.É. ÚÏÅÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ δ
ÃÀ η ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÏÃÄÓ N ∈ N, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ({|fn− fm| >
δ}) < η, ÒÏÝÀ n,m ≥ N .

3. ÅÈØÅÀÈ, µ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÆÏÌÀÃ ÓÀÓÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ
(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÌÀÛÉÍ
ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÃÀÍ
ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ØÅÄÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
ÂÀÌÏÚÏ×À.

§ 9. ËÖÆÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ

ØÅÄÌÏÈ (X, d) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÂÀÉÂÄÁÀ E-ÛÉ ÉÍÃÖÝÉÒÄÁÖËÉ ÌÀÍÞÉËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, Ä.É.
d|E×E ÌÀÍÞÉËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Í. ËÖÆÉÍÓ ÃÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÒÀÂÉÍÃ ÌÝÉÒÄ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÛÄÓ-
ßÏÒÄÁÉÈ (Ä.É. ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÈÀ ÛÄÝÅËÉÈ) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅáÀÃÏÈ ÖßÚÅÄÔÉ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.1. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ,
áÏËÏ f ÀÒÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
E-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÖßÚÅÄÔÉ g ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

m({g ̸= f}) < ε.

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÉÌÉÓ ÌÉÙßÄÅÀÝ, ÒÏÌ g ×ÖÍØÝÉÀ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ: sup

x∈E
|g(x)| ≤ sup

x∈E
|f(x)|.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÖÆÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÓÖÓÔÄÁÖË ÅÀÒÉ-
ÀÍÔÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.2. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ,
áÏËÏ f ÀÒÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÜÀÊÄÔÉËÉ F ⊂ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ m(E \ F ) < ε ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÛÄÆÙÖÃÅÀ F ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ E ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ f ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ f ÓÔÀÍ-
ÃÀÒÔÖËÉ ÓÀáÉÈ:

f =

N∑
k=1

akχEk
.

ÚÏÅÄËÉ Ek ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2) ÌÉÓÉ
ÜÀÊÄÔÉËÉ Fk ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

m(Ek \ Fk) <
ε

N
.

F ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ
∪N
k=1 Fk ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ (ÍÀá. 7.6).

ÍÀá. 7.6.
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ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

m(E \ F ) =
N∑
k=1

m(Ek \ Fk) < ε.

Fk ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÃÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ,
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ Fk, ÓáÅÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ Fj ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓÀÂÀÍ ÃÀÛÏÒÄ-
ÁÖËÉÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÀÍÞÉËÉÈ (Éá. ÃÀÍÀÒÈÉ 2). ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀ,
ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ f ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÈÉÈÏÄÖË Fk-ÆÄ, ÂÅÀÞËÄÅÓ ÓÀÛÖ-
ÀËÄÁÀÓ ÖÛÖÀËÏÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÀÈ F ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ f -ÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ E ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ
f ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 7.5.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ
ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (hk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÖÊÅÄ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÍÀ-
ßÉËÉÈ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ k ÉÍÃÄØÓÉÓÀÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÏÈ Fk ⊂ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ hk ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ Fk ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÉÚÏÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ
ÐÉÒÏÁÀ:

m(E \ Fk) <
ε

2k+1
.

Fk (k ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ F∗-ÉÈ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ F∗
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÛÄÆÙÖÃÅÉÓÀÓ ÈÉÈÏÄÖËÉ hk ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÉÞÄÍÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉ-
ÓÄÁÀÓ ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ, ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

m(E \ F∗) ≤
∞∑
k=1

m(E \ Fk) <
ε

2
.

ÛÄÌÃÄÂ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÄÂÏÒÏÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÈ ÃÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÜÀÊÄÔÉËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÈ ÛÉÂÍÉÃÀÍ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÉÈ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2).
ÛÄÃÄÂÀÃ, ÅÉÐÏÅÉÈ F∗ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÜÀÊÄÔÉË F ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌÄËÆÄÝ
ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (hk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÃÀ ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

m(F∗ \ F ) <
ε

2
.

ÝáÀÃÉÀ, ÈÉÈÏÄÖËÉ hk|F ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÃÀ (hk|F ) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÆÙÅÀÒÉÈÉ f |F ×ÖÍØÝÉÀ ÉØÍÄÁÀ ÖßÚÅÄÔÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÖßÚÅÄÔ
×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ. ÀáËÀ, ÈÖ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ,
ÒÏÌ m(E \ F ) < ε, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ ÂÀÍÓÀáÉËÀÅ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÆÏÂÀÃÉ ÓÉÔÖÀÝÉÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀÆÄ, Ä.É. ÌÏÅáÓÍÀÈ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ. ÓÀÀÌÉÓÏÃ Rn ÓÉÅÒÝÄ ÃÀÅÛÀËÏÈ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ Qk (k ∈ N) ÊÖÁÄÁÀÃ. ÛÄÌÃÄÂ, ÈÉÈÏÄÖËÉ Qk ÊÖÁÉ
ÏÃÍÀÅ ÛÄÅÀÌÝÉÒÏÈ ÌÉÓ ÊÏÍÝÄÍÔÒÖË Q∗

k ÊÖÁÀÌÃÄ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÆÏÌÉÓ ãÀÌÖÒÉ
ÃÀÍÀÊÀÒÂÉ Rn ÓÉÅÒÝÉÃÀÍ Q∗

k ÊÖÁÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ ÍÀÊËÄÁÉ
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ÉÚÏÓ ε/2-ÆÄ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÖÊÅÄ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÍÀßÉËÉ f |Q∗

k∩E ×ÖÍØÝÉÉÓÀ ÃÀ ε/2k+1 ÒÉÝáÅÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÜÀÊÄÔÉËÉ Fk ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄ-
ÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÍÀÉÒÀÃ ÛÄÒÜÄÖËÉ Fk ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ
ÌÏÂÅÝÄÌÓ ÓÀÓÖÒÅÄËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÜÀÊÄÔÉË F ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÀÒÂÖÌÄÍÔÓ, ÒÏÌËÉÓ ÌÄÛÅÄ-
ÏÁÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.2-ÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ËÖÆÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.3. ÅÈØÅÀÈ, F ÀÒÉÓ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, áÏËÏ f ÀÒÉÓ F -ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ.
ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ Rn-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÖßÚÅÄÔÉ g ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ f -ÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

sup
x∈Rn

|g(x)| = sup
x∈F

|f(x)|.

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.3-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉ-
ËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÓÀÊÌÀÏÃ
ÅÒÝÄËÉ ÃÀ ÔÄØÍÉÊÖÒÉ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÒÈÖËÉÀ. ÌÉÓÉ ÍÀáÅÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ
ÌÀÂÀËÉÈÀÃ [29] ßÉÂÍÉÓ XII.1 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. {(an, bn)} ÉÚÏÓ F ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ
ÊËÀÓÉ. ÈÖ (an, bn) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÀ, ÌÀÛÉÍ [an, bn] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ
ÛÉÂÍÉÈ f ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÌÉÅÉÙÏÈ [an, bn]-ÆÄ ßÒ×ÉÅÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÀ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÁÏËÏÄÁÛÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ f(an) ÃÀ f(bn) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÈ;
áÏËÏ, ÈÖ an = −∞ ÀÍ bn = ∞, ÌÀÛÉÍ (an, bn) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ
g ×ÖÍØÝÉÀÓ ÌÉÅÀÍÉàÏÈ ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ f ×ÖÍØÝÉÀ ÙÄÁÖËÏÁÓ
(an, bn) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÓÀÓÒÖË ÁÏËÏÆÄ (ÍÀá. 7.7).

ÍÀá. 7.7.
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ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÓÄÈÉ g ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÓÀ-
ÓÖÒÅÄË ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ

sup
x∈R

|g(x)| = sup
x∈F

|f(x)|.

ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ g-Ó ÖßÚÅÄÔÏÁÀ. ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÝáÀÃÉÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ (an, bn) ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÄÁÆÄ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ F ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ßÄÒÔÉËÉ. ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ
ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ x-ÛÉ. ÈÖ x ÀÒÉÓ ÒÏÌÄËÉÌÄ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ
ÌÀÒÝáÄÍÀ ÁÏËÏ, ÌÀÛÉÍ x-ÛÉ g-Ó ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÝáÀÃÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ,
ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ÒÜÄÁÀ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ x ÀÒ ÀÒÉÓ ÀÒÝÄÒÈÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍ-
ÔÄÒÅÀËÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÁÏËÏ. ÀÅÉÙÏÈ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉ
ÒÀÉÌÄ (xk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, Ä.É. xk > x (k ∈ N) ÃÀ limk→∞ xk = x. f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÏÈ ÉÌ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÉÈ, ÒÏÝÀ xk ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ F ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ
(ank

, bnk
) ÉÚÏÓ ÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ xk ßÄÒÔÉËÓ.

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ (ank
, bnk

) ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÀÍ x
ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ, Ä.É. x < ank

< xk < bnk
, limk→∞ ank

= x ÃÀ limk→∞ bnk
=

x. ÌÀÛÉÍ f -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, limk→∞ f(ank
) = limk→∞ f(bnk

) = f(x).
ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ g(xk) ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ f(ank

) ÃÀ
f(bnk

) ÒÉÝáÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ limk→∞ g(xk) = f(x) = g(x) ÔÏËÏÁÀÓ.
ÀÌÉÈ g-Ó ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ x-ÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ
x-ÛÉ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓÀÝ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.9.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.3 ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉÚÏ À. ËÄÁÄÂÉÓÀ ÃÀ Ë.
ÁÒÏÖÄÒÉÓ ÌÉÄÒ. ä. ÔÉÝÄÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.3 ÂÀÀÅÒÝÄËÀ ÌÄÔÒÉÊÖË ÓÉÅÒÝÄÄÁÆÄ.
ÛÄÌÃÂÏÌÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ Ä.ß. ÍÏÒÌÀËÖÒÉ ÔÏÐÏËÏÂÉÖÒÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓÈÅÉÓ
ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ð. ÖÒÉÓÏÍÓ (Éá. ÌÀÂ. [5], §2.1).

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.2-ÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÉÐÏÅÏÈ ÜÀÊÄÔÉËÉ F ⊂ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ m(E \ F ) <
ε ÃÀ f |F ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.3 ÃÀ
f |F ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ Rn-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÖßÚÅÄÔ h ×ÖÍØÝÉÀÌÃÄ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

sup
x∈Rn

|h(x)| = sup
x∈F

|f(x)|.

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ g = h|E ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄØÍÄÁÀ ÓÀàÉÒÏ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.9.2. ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ËÖÆÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÅÒÝÄË-
ÃÄÁÀ ÉÌ ÓÉÔÖÀÝÉÀÆÄÝ, ÒÏÝÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.9.3. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ,
ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÃÀÍ ÝÍÏÁÉË, ÂËÖÅÉ ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÌØÏÍÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÈÀÍ
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ÃÀ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÄÁÈÀÍ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ, ÒÈÖËÉ ÁÖÍÄÁÉÓÀÍÉ ÀÒÉÀÍ. ÌÉÖáÄÃÀ-
ÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÄÂÏÒÏÅÉÓ, ËÖÆÉÍÉÓÀ ÃÀ 6.2.1 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÄÍ,
ÀÌ ÏÁÉÄØÔÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÉÀáËÏÅÄ, ÒÀÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÌÉ
ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÓÀáÉÈ ÂÀÌÏáÀÔÀ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÄÏÒÉÉÓ ÝÍÏÁÉËÌÀ ÌÊÅËÄÅÀÒÌÀ ã.
ËÉÔËÅÖÃÌÀ:

• ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÀáËÏÄÁÉÈ ÌÏÍÀÊÅÄ-
ÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÀ;

• ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀÀáËÏÄÁÉÈ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÀÀ;

• ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÃÀÀáËÏÄÁÉÈ ÈÀ-
ÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ,
áÏËÏ f ÀÒÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÜÀÊÄÔÉËÉ
F ⊂ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ m(E \F ) < ε ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ
F ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ.

2. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ f ÀÒÉÓ
E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ.
ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ E-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (gn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.

3. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ E-ÆÄ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÀ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ F ⊂ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ m(E \ F ) < ε ÃÀ f
×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ F ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ÀÒÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ.

4. ÅÈØÅÀÈ, f : R → R ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ,
Ä.É. {f ̸= 0} ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ
fn(x) = f(x − 1/n) ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.

5. ÀÀÂÄÈ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ ÓÀÚÒÃÄÍÉÓ ÌØÏÍÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ f : R →
R ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ fn(x) = f(x − 1/n) ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
ÂÀÍÛËÀÃÉÀ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

146



È À Å É 8

ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

ÌÄÝáÒÀÌÄÔÄ ÓÀÖÊÖÍÉÓ ÁÏËÏÓ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÓ Ó×ÄÒÏÛÉ ßÀÒÌÏ-
ÛÏÁÉËÉ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ
ÍÀÈËÀÃ ÂÀÌÏÉÊÅÄÈÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÉÓ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÀ. ÂÄ-
ÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÉÍÔÄÒÐÒÄÔÀÝÉÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÖÍÃÀ
ÂÀÌÏÈÅËÉÃÄÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÓ. ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
ÀÌ ÓÀÊÉÈáÓ ÅÄÒ ßÚÅÄÔÓ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÞÀËÆÄ ÌÀÒÔÉÅÉ ÁÖÍÄÁÉÓ - ÃÉÒÉáËÄÓ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ ÊÉ. ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÏÒÉ
ÌÈÀÅÀÒÉ ÍÀÊËÏÅÀÍÄÁÀ: 1) ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÌÉÓÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ; 2) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ ÊÉ ÌÉÓÉ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓ
ÀÒÄÀËÉ ÛÏÒÓ ÅÄÒ ÓÝÉËÃÄÁÀ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÓ.

ËÄÁÄÂÌÀ (1902) ÛÄØÌÍÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÞÀËÆÄ ÌÏØÍÉËÉ ÃÀ Ä×ÄØÔÖÒÉ ÌÄÈÏ-
ÃÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ [a, b]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ (1910), ÌÒÀÅÀËÂÀÍ-
ÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÁÓÔÒÀØÔÖËÉ ÅÀÒÉÀÍÔÉ ÂÀ-
ÍÀÅÉÈÀÒÄÓ ã. ÒÀÃÏÍÌÀ (1913) ÃÀ Ì. ×ÒÄÛÄÌ (1913). ßÉÍÀÌÃÄÁÀÒÄ ÈÀÅÛÉ
ÓßÏÒÄÃ ÀÙÍÉÛÍÖË ÀÁÓÔÒÀØÔÖË ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÓ ÂÀÅÄÝÍÏÁÉÈ.

§ 1. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

ÀÌ ÈÀÅÉÓ ×ÀÒÂËÄÁÛÉ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ (X, S, µ) ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ
ÓÉÅÒÝÄÀ. ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÀÌ ÓÉÅÒ-
ÝÄÓÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ.

X-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ
(ÍÀá. 8.1) ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

Γf = {(x, y) ∈ X × [0,∞] : x ∈ X, 0 < y < f(x)}.

ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÉÍÔÄÒÐÒÄÔÀÝÉÉÈ, ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÌÄØÀÍÉÆÌÓ. ÄÓ ÌÄØÀÍÉÆÌÉ ÍÀÈËÀÃ
ÂÀÓÀÂÄÁÉÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ: ÅÈØÅÀÈ, f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÀ
∑n
k=1 akχEk

. ÌÀÛÉÍ Γf ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ



ÍÀá. 8.1.

ÓÀ×ÄáÖÒÏÅÀÍÉ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀ×ÄáÖÒÄÁÉÀ Ek ×ÖÞÉÓÀ ÃÀ ak
ÓÉÌÀÙËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ Ek × (0, ak) ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉ (ÍÀá. 8.2).

ÍÀá. 8.2.

ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌÏÓÀÆÒÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÁÖÍÄÁÒÉ-
ÅÉÀ, Γf ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ÌÉÓÉ ÓÀ×ÄáÖÒÄÁÉÓ ÆÏÌÀÈÀ
ãÀÌÉ, áÏËÏ ÓÀ×ÄáÖÒÉ ÊÉ ÂÀÉÆÏÌÏÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÌÉÓÉ ×ÖÞÉÓ ÆÏÌÀ ÂÀÌÒÀÅËÄ-
ÁÖËÉ ÌÉÓÓÀÅÄ ÓÉÌÀÙËÄÆÄ.

ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÆÖÓÔÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ: ÃÀÅÖÛÅÀÈ,
f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ

∑n
k=1 akχEk

ÌÉÓÉ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ
ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÀ. f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ X ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ∫
X
fdµ ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÃÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:∫

X

fdµ =

n∑
k=1

akµ(Ek).

ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÃ ÆÏÂãÄÒ ÉÚÄÍÄÁÄÍ
∫
X
f(x)dµ(x) ÜÀÍÀßÄÒÓÀÝ.
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ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ßÀÒ-
ÌÏÃÂÄÍÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈÀÝ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1.1. ÅÈØÅÀÈ, f =
∑m

j=1 bjχFj
, ÓÀÃÀÝ b1, . . . , bm ÀÒÀÖÀÒ-

ÚÏ×ÉÈÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ, áÏËÏ F1, . . . , Fm ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀ-
ÖÊÅÄÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ∫

X
fdµ =

m∑
j=1

bjµ(Fj).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ Fj ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ X-ÉÓ ÔÏËÉÀ. ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÏÝÄÌÖË ßÀÒ-
ÌÏÃÂÄÍÀÓ ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ ÛÄÅÀÅÓÄÁÃÉÈ bm+1χFm+1 ßÄÅÒÉÈ, ÓÀÃÀÝ bm+1 = 0,
áÏËÏ Fm+1 ÀÒÉÓ F1, . . . , Fm ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÒÄÈ ÃÀÒÜÄÍÉËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ
ÍÀßÉËÉ.

ÈÖ b1, . . . , bm ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ, ÌÀÛÉÍ
m∑
j=1

bjχFj

ÀÒÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ.

ÈÖ b1, . . . , bm ÒÉÝáÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ, ÌÀÛÉÍ
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÀÈ ÌÉÄÒ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÚÅÄËÀ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ: a1, . . . ,
an. ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

∆k = {j ∈ 1,m : bj = ak}, Ek =
∪
j∈∆k

Fj .

ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
∑n
k=1 akχEk

ÉØÍÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ
ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÄÁÓ:

m∑
j=1

bjµ(Fj) =

n∑
k=1

∑
j∈∆k

bjµ(Fj) =

n∑
k=1

akµ(Ek) =

∫
X

fdµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

X-ÉÓ ÆÏÌÀÃ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ

∫
E
fdµ ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÃÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:∫
E

fdµ =

∫
X

fχE dµ.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
∑n
k=1 akχEk

ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÌØÏÍÄ
f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ, ∫

E

fdµ =

n∑
k=1

akµ(Ek ∩ E).
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ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÀÒÀÝÀÒÉÄË E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÛÄÅáÄ-
ÃÏÈ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÂÏÒÝ f |E ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ (E, S∩E, µ|S∩E) ÆÏÌÉÀÍ
ÓÉÅÒÝÄÆÄ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ R ÓÉÅÒÝÄ ËÄÁÄÂÉÓ m ÆÏÌÉÈ. ÂÀÌÏÈÅÀËÄÈ: À)
∫
R χQdm;

Á)
∫
[−1,1]

χR\Qdm; Â)
∫
[−1,1]

2[x]dm(x).

§ 2. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÀØÅÓ ßÒ×ÉÅÏÁÉÓÀ ÃÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.2.1. ÅÈØÅÀÈ, f ÃÀ g ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ.
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ:∫

X
(f + g)dµ =

∫
X
fdµ+

∫
X
gdµ,∫

X
(cf)dµ = c

∫
X
fdµ (c ≥ 0),

ÈÖ f ≤ g, ÌÀÛÉÍ
∫
X
fdµ ≤

∫
X
gdµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ßÀÒÌÏÃ-
ÂÄÍÄÁÉ:

f =

n∑
i=1

aiχEi , g =

m∑
j=1

bjχFj .

ÝáÀÃÉÀ, Ei∩Fj ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ ÌÀÈÉ ÂÀÄÒÈÉ-
ÀÍÄÁÀ X-ÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

f =

n∑
i=1

m∑
j=1

aiχEi∩Fj
, g =

m∑
j=1

n∑
i=1

bjχFj∩Ei
,

f + g =

n∑
i=1

m∑
j=1

(ai + bj)χEi∩Fj
.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫
X

(f + g)dµ =

n∑
i=1

m∑
j=1

(ai + bj)µ(Ei ∩ Fj) =
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=

n∑
i=1

m∑
j=1

aiµ(Ei ∩ Fj) +
n∑
i=1

m∑
j=1

bjµ(Ei ∩ Fj) =
∫
X

fdµ+

∫
X

gdµ.

ÀÌÉÈ ÐÉÒÅÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.
ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ.
ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ Ei ∩ Fj ÓÉÌ-

ÒÀÅËÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓ ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÛÉ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ai =

f(x) ≤ g(x) = bj ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÊÅËÀÅ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ
ÃÀÅßÄÒÈ,∫

X

fdµ =
∑
(i,j)

aiµ(Ei ∩ Fj) =
∑

{(i,j):Ei∩Fj ̸=∅}

aiµ(Ei ∩ Fj) ≤

≤
∑

{(i,j):Ei∩Fj ̸=∅}

bjµ(Ei ∩ Fj) =
∑
(i,j)

bjµ(Ei ∩ Fj) =
∫
X

gdµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÆÒÃÀÃÉ, ÈÖ f1 ≤ f2 ≤ . . . .

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÒÏËÓ ÀÓÒÖËÄÁÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÝÍÄÁÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÆÄ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓÀÓ, ÒÀÓÀÝ ÅÍÀ-
áÀÅÈ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.2.2. ÅÈØÅÀÈ, fn (n ∈ N) ÃÀ f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. ÈÖ (fn) ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ f(x) ≤ lim

n→∞
fn(x)

ÚÏÅÄËÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ∫
X
fdµ ≤ lim

n→∞

∫
X
fndµ. (1)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ f ×ÖÍØÝÉÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÓÀáÉÈ: f =
m∑
k=1

akχEk
.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÉ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ:

Ek,n = {x ∈ Ek : fn(x) ≥ (1− ε)ak} (k ∈ 1,m, n ∈ N).

(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1,m-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ

Ek,1 ⊂ Ek,2 ⊂ . . . ÃÀ
∞∪
n=1

Ek,n = Ek.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1,m-
ÓÈÅÉÓ,

lim
n→∞

µ(Ek,n) = µ(Ek).
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ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

gn =

m∑
k=1

(1− ε)akχEk,n
(n ∈ N).

ÝáÀÃÉÀ, gn ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ fn ≥ gn. 8.1.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

X

fndµ ≥
∫
X

gndµ =

m∑
k=1

(1− ε)akµ(Ek,n).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

lim
n→∞

∫
X

fndµ ≥ lim
n→∞

m∑
k=1

(1− ε)akµ(Ek,n) =

=

m∑
k=1

(1− ε)akµ(Ek) = (1− ε)

∫
X

fdµ.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ε ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ (1)

ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

§ 3. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

ÒÏÂÏÒÝ ÀÙÅÍÉÛÍÄÈ, ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ-
×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÌÄØÀÍÉÆÌÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÖÊÅÄ ×ÏÒÌÉÒÄÁÖËÉÀ ÀÒÀ-
ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÓÀÆÙÅÒÀÃ ÖÍÃÀ ÅÉáÄËÌÞÙÅÀÍÄËÏÈ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌÏÓÀÆÒÄÁÄÁÉÈ: ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÒÀÖÀÒÚÏ-
×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÒÃÀÃÉ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÌÀÛÉÍ Γfn ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÈÀÍÃÀ-
ÈÀÍÏÁÉÈ ÀÌÏßÖÒÀÅÄÍ Γf ÓÉÌÒÀÅËÄÓ (ÍÀá. 8.3), Ä.É.

Γf1 ⊂ Γf2 ⊂ . . . ÃÀ Γf = lim
n→∞

Γfn .

ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ, ÒÏÌ∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ. (1)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (1)-ÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÂÀÒÀÍÔÉÒÄÁÖËÉÀ
(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍ-
ÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÀØÅÄ ÉÓÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ
ÊÏÒÄØÔÖËÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ, ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÒÜÄÅÉÓÀÂÀÍ
ÆÙÅÒÉÓ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀÓÈÀÍ. ÆÙÅÀÒÉ ÌÀÒÈËÀÝ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÉÓ ÛÄÒÜÄÅÉÓÀÂÀÍ, ÒÀÃÂÀÍ ÈÖ (fn) ÃÀ (gn) ÀÒÉÀÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ
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ÍÀá. 8.3.

ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ, ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ
8.2.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ m-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∫

X

fmdµ ≤ lim
n→∞

∫
X

gndµ ÃÀ

∫
X

gmdµ ≤ lim
n→∞

∫
X

fndµ.

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÊÉ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

lim
n→∞

∫
X

fndµ = lim
n→∞

∫
X

gndµ.

ÃÀÁÏËÏÓ, ÊÉÃÄÅ ÄÒÈÉ ÓÀÊÉÈáÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÓÄÅÄ ÌÏÉÈáÏÅÓ ÂÀÒÊÅÄÅÀÓ: ÛÄ-
ÌÏÙÄÁÖËÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÌÉÆÍÀÃ ÉÓÀáÀÅÓ, ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÝÍÄÁÀ ÂÀÀÅÒÝÄËÏÓ
ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÊËÀÓÉÃÀÍ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉÓ ÊËÀÓÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉÓ α ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÉ (Ä.É. ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ)
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÖÍÃÀ ÄÌÈáÅÄÏÃÄÓ (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÂÀ-
ÌÏÈÅËÉË β ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ. ÀÌÀÛÉ ÃÀÓÀÒßÌÖÍÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, (1) ÆÙÅÀÒÉ
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ fn = f (n ∈ N) ÌÖÃÌÉÅÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÛÄÅÀãÀÌÏÈ ÆÄÌÏÈØÌÖËÉ: ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÀÀ, áÏËÏ Λ(f)-ÉÈ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÊËÀÓÓ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÆÒÃÀÃÉÀ
ÃÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÌÀÛÉÍ:

• ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ (fn) ∈ Λ(f) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ (1) ÆÙÅÀ-
ÒÉ;

• (1) ÆÙÅÒÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄÀ ÚÅÄËÀ (fn) ∈ Λ(f)
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ;

• ÈÖ f ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ (1) ÆÙÅÒÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÄÌ-
ÈáÅÄÅÀ f -ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ §8.1-ÛÉ ÌÏÝÄ-
ÌÖËÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ;
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• X ÓÉÅÒÝÄÆÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ
ÒÏÂÏÒÝ (1) ÆÙÅÒÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ.

ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÅÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÓÀÓ-
ÒÖËÉ ÀÍ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.

ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ P (f)-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ
ÉÌ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÉÀÍ f

×ÖÍØÝÉÀÓ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈ ÛÄÓÀÞËÏ ÅÀÒÉÀÍÔÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.3.1. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ∫
X
fdµ = sup

p∈P (f)

∫
X
pdµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ∈ Λ(f). ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ {fn :

n ∈ N} ⊂ P (f), ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÃÀÅßÄÒÈ,∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ ≤ sup
p∈P (f)

∫
X

pdµ.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ p ∈ P (f) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.2.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ
ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ ∫

X

pdµ ≤ lim
n→∞

∫
X

fndµ.

ÛÄÃÄÂÀÃ,

sup
p∈P (f)

∫
X

pdµ ≤
∫
X

fdµ.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

X-ÉÓ ÆÏÌÀÃ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍ-
ÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ áÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ:∫

E

fdµ =

∫
X

fχE dµ.

ÀÒÀÝÀÒÉÄË E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏ-
ÂÏÒÝ f |E ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ (E, S∩E, µ|S∩E) ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÆÄ. ÀÃÅÉËÉ
ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ∫

E

fdµ = lim
n→∞

∫
E

fndµ = sup
p∈P (f)

∫
E

pdµ,

ÓÀÃÀÝ (fn) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ Λ(f) ÊËÀÓÉÃÀÍ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 8.3.2. ÅÈØÅÀÈ, f =
∑∞

k=1 akχEk
, ÓÀÃÀÝ E1, E2, . . . ßÚÅÉË-

ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ, áÏËÏ a1, a2, . . . ÀÒÀÖÀ-
ÒÚÏ×ÉÈÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ∫

X
fdµ =

∞∑
k=1

akµ(Ek). (2)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ fn =
∑n
k=1 akχEk

(n ∈ N). ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀ-
ÍÀáÉÀ, ÒÏÌ (fn) ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ f(x) =

lim
n→∞

fn(x) ÚÏÅÄËÉ x-ÓÈÅÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀ-

ËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ, ∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ (2) ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, f ÃÀ g ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÓ
ÄßÏÃÄÁÀÈ ÔÏËÀÃÆÏÌÀÃÉ, ÈÖ

µ({f > a}) = µ({g > a})

ÚÏÅÄËÉ a > 0-ÓÈÅÉÓ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ f ÃÀ g ÔÏËÀÃÆÏÌÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ∫
X
fdµ =

∫
X
gdµ.

§ 4. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.4.1. ÅÈØÅÀÈ, f ÃÀ g ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ.
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ:∫

X
(f + g)dµ =

∫
X
fdµ+

∫
X
gdµ,

∫
X
(cf)dµ = c

∫
X
fdµ (c ≥ 0),

ÈÖ f ≤ g, ÌÀÛÉÍ
∫
X
fdµ ≤

∫
X
gdµ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ∈ Λ(f) ÃÀ (gn) ∈ Λ(g). ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ
(fn+gn) ∈ Λ(f+g) ÃÀ (cfn) ∈ Λ(f). ÛÄÃÄÂÀÃ, ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓÀ
ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅßÄÒÈ,∫

X

(f + g)dµ = lim
n→∞

∫
X

(fn + gn)dµ = lim
n→∞

[∫
X

fndµ+

∫
X

gndµ

]
=

= lim
n→∞

∫
X

fndµ+ lim
n→∞

∫
X

gndµ =

∫
X

fdµ+

∫
X

gdµ;∫
X

(cf)dµ = lim
n→∞

∫
X

(cfn)dµ =

= lim
n→∞

(
c

∫
X

fndµ

)
= c lim

n→∞

∫
X

fndµ = c

∫
X

fdµ.

ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.3.1-
ÉÈ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ P (f) ⊂ P (g).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.4.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ
C ≥ 0. ÈÖ f(x) ≤ C (x ∈ X), ÌÀÛÉÍ

∫
X fdµ ≤ Cµ(X).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.4.1-ÉÓ ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ), ÈÖ ÌÀÓ ÂÀÌÏÅÉ-
ÚÄÍÄÁÈ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ßÚÅÉËÉÓÀÈÅÉÓ, ÓÀÃÀÝ g ÀÒÉÓ ÉÂÉÅÖÒÀÃ C-Ó
ÔÏËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.4.3. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ E
ÃÀ F ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ ÃÀ E ⊂ F , ÌÀÛÉÍ

∫
E fdµ ≤

∫
F fdµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ fχE ≤ fχF ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

E

fdµ =

∫
X

fχEdµ ≤
∫
X

fχF dµ =

∫
F

fdµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.4.4. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ∫
Xfdµ<∞, ÌÀÛÉÍ f(x) <∞ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ E∞ = {f = ∞}. 8.4.2 ÃÀ 8.4.3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ
ÞÀËÉÈ ÅßÄÒÈ,

∞ >

∫
X

fdµ ≥
∫
E∞

fdµ = ∞µ(E∞).

ÒÀÝ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ µ(E∞) = 0. �
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ÈÄÏÒÄÌÀ 8.4.5. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ∫
Xfdµ= 0, ÌÀÛÉÍ f(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

Ek = {f ≥ 1/k} (k ∈ N), E = {f > 0}.

ÝáÀÃÉÀ, (Ek) ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ lim
k→∞

Ek = E.

8.4.2 ÃÀ 8.4.3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅßÄÒÈ,

0 =

∫
X

fdµ ≥
∫
Ek

fdµ ≥ 1

k
µ(Ek).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,
ÒÏÌ µ(E) = lim

k→∞
µ(Ek) = 0. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.4.6. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ
µ(E) = 0, ÌÀÛÉÍ

∫
E fdµ = 0.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÒÉÓ ÛÄÌ-
ÃÄÂÀÝ, ÆÏÂÀÃ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓ-
ßÉÍÏÈ, ÒÏÌ

∫
E
fdµ = sup

p∈P (f)

∫
E
pdµ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, f ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ f(x) > 0 ÚÏÅÄËÉ x ∈ X-ÓÈÅÉÓ. ÀÜÅÄÍÄÈ,
ÒÏÌ ÈÖ E ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ

∫
E
fdµ = 0, ÌÀÛÉÍ µ(E) = 0.

2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, f ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ f(x) > 0 ÚÏÅÄËÉ
x ∈ X-ÓÈÅÉÓ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ α ∈ (0, µ(X)) ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ,

inf
E

∫
E

fdµ > 0,

ÓÀÃÀÝ ØÅÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÀÉÙÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ,
ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ µ(E) ≥ α.

3. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÌÏÝÀÍÀ 2-ÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ
ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ.

4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ
1/2-ÉÓ ÔÏËÉÀ, Ä.É.

∫
[0,1]

θdm = 1/2.

§ 5. ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÍÉÛÍÉÓ ØÅÄÛ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ
ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÚÏÅÄËÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÉÝáÅÉÈ ÙÄÒÞÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ fn ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ n-ÉÓ ÔÏËÉÀ (0, 1/n) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÃÀ ÍÖËÉÓ
ÔÏËÉÀ (0, 1/n) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÂÀÒÄÈ, Ä.É. fn = nχ

(0,1/n)
(ÍÀá. 8.4).
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ÍÀá. 8.4.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄ-
ÁÀÃÉÀ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÌÀÂÒÀÌ, ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ,

1 = lim
n→∞

∫
R
fndm ̸=

∫
R
fdm = 0.

ÀÌ ÌÀÂÀËÉÈÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÈØÅÀÈ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ËÄÁÄÂÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÍÉÛÍÉÓ ØÅÄÛ ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀÓ, ÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÀÝ ÀØÔÖÀËÖÒÉ
áÃÄÁÀ ÓÀÊÉÈáÉ: ÒÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉÀ ÃÀÓÀÛÅÄÁÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÍÉÛ-
ÍÉÓ ØÅÄÛ ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ? ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Á. ËÄÅÉÓ ÃÀ ÉÓ
ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÆÙÅÀÒÆÄ
ÂÀÃÀÓÅËÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.1. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ÀÒÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ
ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, áÏËÏ f - ÌÉÓÉ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ, Ä.É.
f(x) = lim

n→∞
fn(x) (x ∈ X). ÌÀÛÉÍ∫

X
fdµ = lim

n→∞

∫
X
fndµ.

ÀØÅÄ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉÈÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ×ÏÒ-
ÌÖËÉÒÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ð. ×ÀÔÖÓ. ÄÓ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÊÄÒÞÏÃ, ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ,
ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ, ÌÀÒÈÀËÉÀ, ÅÄÒ ÖÆ-
ÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÍÉÛÍÉÓ ØÅÄÛ ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÌÉÖáÄÃÀ-
ÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ ÆÙÅÀÒÉÈÉ
×ÖÍØÝÉÉÓÀ ÃÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÈÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÛÄÃÀÒÄÁÉÓÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.2. ÅÈØÅÀÈ, ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÀ ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ f(x) = lim

n→∞
fn(x) (x ∈ X).

ÌÀÛÉÍ ∫
X
fdµ ≤ lim

n→∞

∫
X
fndµ.
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Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÉÂÉÅÄ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÌÀÛÉÍÀÝ, ÒÏÝÀ fn ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀ ÀÒÀÀ ÀÖÝÉËÄÁËÀÃ ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ ÃÀ f -ÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ
ÀÉÙÄÁÀ lim

n→∞
fn ×ÖÍØÝÉÀ.

ÀØÅÄ ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ×ÀÔÖÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÄÒÈÉ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÛÄÃÄÂÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.3. ÅÈØÅÀÈ, ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÀ ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ f(x) = lim

n→∞
fn(x) (x ∈ X). ÈÖ

ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:∫
X
fndµ ≤ C,

ÌÀÛÉÍ ∫
X
fdµ ≤ C.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.5.1. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ×ÀÔÖÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÛÄÃÄÂÉ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÌÀÛÉÍÀÝ, ÒÏÝÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÏ-
ÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ ÛÄÅÝÅËÉÈ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ
ÐÉÒÏÁÉÈ.

ËÄÅÉÓÀ ÃÀ ×ÀÔÖÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀ-
×ÖÞÅÄËÆÄ, ÒÏÌÄËÉÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.2.2-ÉÓ ÂÀÍÆÏ-
ÂÀÃÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.4. ÅÈØÅÀÈ, fn (n ∈ N) ÃÀ f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. ÈÖ (fn) ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ f(x) ≤ lim

n→∞
fn(x)

ÚÏÅÄËÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ∫
X
fdµ ≤ lim

n→∞

∫
X
fndµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.3.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÉÌ
ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀÆÄ, ÒÏÝÀ f ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÛÄÌÃÂÏÌÉ ÌÓãÄËÏÁÀ
ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ 8.2.2 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀ ÃÀ ÉÓ ÌÏÂÅÚÀÅÓ ÂÀÃÌÏÝÄÌÉÓ
ÓÉÓÒÖËÉÓÀÈÅÉÓ.

ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ f ×ÖÍØÝÉÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÓÀáÉÈ: f =
∑m
k=1 akχEk

.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÉ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ:

Ek,n = {x ∈ Ek : fn(x) ≥ (1− ε)ak} (k ∈ 1,m, n ∈ N).

(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1,m-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ

Ek,1 ⊂ Ek,2 ⊂ · · · ÃÀ
∞∪
n=1

Ek,n = Ek.
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ÛÄÃÄÂÀÃ, ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1,m-
ÓÈÅÉÓ,

lim
n→∞

µ(Ek,n) = µ(Ek).

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

gn =

m∑
k=1

(1− ε)akχEk,n
(n ∈ N).

ÝáÀÃÉÀ, gn ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ fn ≥ gn. 8.1.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

X

fndµ ≥
∫
X

gndµ =

m∑
k=1

(1− ε)akµ(Ek,n).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

lim
n→∞

∫
X

fndµ ≥ lim
n→∞

m∑
k=1

(1− ε)akµ(Ek,n) =

=

m∑
k=1

(1− ε)akµ(Ek) = (1− ε)

∫
X

fdµ.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ε ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ (1)

ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓ-
ßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ∫

X

f1dµ ≤
∫
X

f2dµ ≤ · · · ≤
∫
X

fdµ.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ lim
n→∞

∫
X
fndµ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ

∫
X
fdµ-Ó.

ÄÓ ÃÀÓÊÅÍÀ ÊÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.4-ÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÓÀÓÖÒÅÄË ÔÏËÏÁÀÓ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÄÏÒÄ ÍÀßÉË-
ÛÉ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÖËÉ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

gn = inf
m≥n

fm (n ∈ N).

ÝáÀÃÉÀ, (gn) ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ f(x) = lim
n→∞

gn(x) (x ∈ X). ÀØÅÄ

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ gn ≤ fm (n ≤ m), ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ∫

X

gndµ ≤
∫
X

fmdµ (n ≤ m).
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ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ, ÒÏÌ∫
X

fdµ ≤ lim
n→∞

∫
X

gndµ ≤ lim
n→∞

∫
X

fndµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄ-
ÃÄÂÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.5. ÈÖ (hn) ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀÀ, ÌÀÛÉÍ ∫

X

( ∞∑
n=1

hn

)
dµ =

∞∑
n=1

∫
X
hndµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

f =

∞∑
n=1

hn, fN =

N∑
n=1

hn (N ∈ N).

ÝáÀÃÉÀ, (fN ) ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ
f(x) = lim

n→∞
fN (x) (x ∈ X). ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÈ ÃÀ

ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÒ×ÉÅÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∫
X

( ∞∑
n=1

hn

)
dµ =

∫
X

fdµ = lim
N→∞

∫
X

fNdµ =

= lim
N→∞

N∑
n=1

∫
X

hndµ =

∞∑
n=1

∫
X

hndµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÀÂÄÈ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÄÁÀÃÉ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌ-
ËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:∫

X

(
lim

n→∞
fn

)
dµ = lim

n→∞

∫
X

fndµ.

2. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÄÁÀÃÉ (fn) ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀÀ ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ

∫
X
f1dµ <∞, ÌÀÛÉÍ∫

X

(
lim

n→∞
fn

)
dµ = lim

n→∞

∫
X

fndµ.

3. ÀÀÂÄÈ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄ-
ÁÄÁÉÈ:∫

X

fndµ ≤ 1 (n ∈ N),
∫
X

(
lim

n→∞
fn

)
dµ = ∞.
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§ 6. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ

ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉ ÄßÏÃÄÁÀ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË
×ÖÍØÝÉÀÓ:

νf (E) =

∫
E

fdµ (E ∈ S).

ÝáÀÃÉÀ, νf ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ νf (∅) = 0.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ,
ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, Ek (k ∈ N) ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ ÃÀ E =

∪∞
k=1Ek. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ:

χE =

∞∑
k=1

χEk
,

ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.5.5-Ó, ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

νf (E) =

∫
E

fdµ =

∫
X

fχEdµ =

∫
X

( ∞∑
k=1

fχEk

)
dµ =

=

∞∑
k=1

∫
X

fχEk
dµ =

∞∑
k=1

∫
Ek

fdµ =

∞∑
k=1

νf (Ek).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.1-ÉÓ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÛÄÃÄÂÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ E ÃÀ F ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,∫

E∪F
fdµ =

∫
E
fdµ+

∫
F
fdµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.3. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÉÄÒ ÌÉÙÄÁÖË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÆÄ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÈÖ E ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÀ, áÏËÏ N - ÌÉÓÉ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÌÀÛÉÍ∫

E
fdµ =

∫
E\N

fdµ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.3 ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.2-ÃÀÍ ÉÌÉÓ ÝáÀÃÉ ×ÀØÔÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ
ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.6.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.3-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÀÌ ÈÀÅÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ, ÒÏÌËÉÓ ÐÉÒÏÁÀÛÉ ÌÏÈáÏÅÍÉËÉÀ ÒÀÉÌÄ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ
ÛÄÓÒÖËÄÁÀ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÒÜÄÁÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ, ÒÏÝÀ ÉÂÉÅÄ ÐÉÒÏÁÄÁÉ
ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ×ÀÔÖÓ ÈÄÏÒÄÌÀ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ, ÒÏÝÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÙÅÀÒÉÈÉ f ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.4. ÈÖ f ÃÀ g ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ,∫

E
fdµ =

∫
E
gdµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, N ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ {f ̸=
g} ⊂ N . ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

E

fdµ =

∫
E\(N∩E)

fdµ =

∫
E\(N∩E)

gdµ =

∫
E

gdµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.5. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, (En)
ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ E =

∪∞
n=1En. ÌÀÛÉÍ∫

E
fdµ = lim

n→∞

∫
En

fdµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.5 ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.1-ÃÀÍ ÃÀ ÆÏÌÉÓ
ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÃÀ f, f1, f2, . . . ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ
ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ∫

X

|fn − f |
1 + |fn − f |dµ→ 0 (n→ ∞).

2. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÌÏÝÀÍÀ 1-ÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ
ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ.
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3. ÅÈØÅÀÈ, A1, A2, . . . ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ ÃÀ En (n ∈ N) ÀÒÉÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ
ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÉÓ ÀÒÀÍÀÊËÄÁ n ÝÀËÛÉ Ak ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÛÏÒÉÓ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ

µ(En) ≤
1

n

∞∑
k=1

µ(Ak).

§ 7. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÆÏÂÀÃ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÅÈØÅÀÈ, f ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f -ÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÃÀ-
ÃÄÁÉÈÉ ÃÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÍÀßÉËÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ, Ä.É.

f = f+ − f−,

ÓÀÃÀÝ f+ = fχ{f≥0} ÃÀ f− = −fχ{f<0} (ÍÀá. 8.5).

ÍÀá. 8.5.

ÈÖÊÉ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ f+ ÃÀ f− ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ,
ÌÀÛÉÍ ÁÖÍÄÁÒÉÅ ÌÏÓÀÆÒÄÁÀÃ ÜÀÍÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÀÃ X ÓÉÅÒÝÄÆÄ
ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ∫

X

f+dµ−
∫
X

f−dµ

ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀ. ÏÙÏÍÃ ÀØÅÄ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀ: ÈÖ∫
X
f+dµ ÃÀ

∫
X
f−dµ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÏÒÉÅÄ ÖÓÀÓÒÖËÏÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÈÉ ÓáÅÀÏÁÀ

ÀÆÒÓ ÌÏÊËÄÁÖËÉÀ, ÀÍÖ ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
∫
X
fdµ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ

ÛÄÖÞËÄÁÄËÉ áÃÄÁÀ. ÓßÏÒÄÃ ÄÓ ÌÏÓÀÆÒÄÁÄÁÉ ÖÃÄÅÓ ÓÀ×ÖÞÅËÀÃ ËÄÁÄÂÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÆÏÂÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÓ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ:
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ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ X ÓÉÅÒÝÄÆÄ (ÀÙÍÉÛÅÍÀ:∫
X
fdµ) ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ∫

X

f+dµ ÃÀ

∫
X

f−dµ

ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÃÀ
∫
X
fdµ-ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄ-

ËÏÁÀÃ ÌÉÉÜÍÄÅÀ ÓáÅÀÏÁÀ ∫
X

f+dµ−
∫
X

f−dµ.

ÝÀËÊÄ ÂÀÌÏÉÚÏ×À ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ ÏÒÉÅÄ
∫
X
f+dµ ÃÀ

∫
X
f−dµ ÉÍÔÄÂ-

ÒÀËÉ ÓÀÓÒÖËÉÀ. ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÀÍ ÊÉÃÄÅ, ãÀÌÄÁÀÃÉ. ÚÅÄËÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÙÉ-
ÍÉÛÍÄÁÀ L(X,µ) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÃ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ∫
X
f(x)dµ(x) ÜÀÍÀßÄÒÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.7.1. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ f+ = f ÃÀ
f− = 0. ÛÄÃÄÂÀÃ, f -ÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÄÌÈáÅÄÅÀ f -ÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ §8.3-ÛÉ
ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.7.2. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÔÏË-
×ÀÓÉÀ ÌÉÓÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ, Ä.É.

∫
X
fdµ <∞ ÐÉÒÏÁÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.1. ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ
ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÌÉÓÉ ÌÏÃÖËÉ, Ä.É. f ∈ L(X,µ) ⇔ |f | ∈
L(X,µ).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ). ÌÀÛÉÍ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ
∫
X
f+dµ < ∞

ÃÀ
∫
X
f−dµ < ∞. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ |f | = f+ + f− ÔÏ-

ËÏÁÀÓ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÒ×ÉÅÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ∫

X

|f |dµ =

∫
X

f+dµ+

∫
X

f−dµ <∞,

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ |f |-ÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ.
ÅÈØÅÀÈ, ÀáËÀ |f | ∈ L(X,µ). ÌÀÛÉÍ f+ ≤ |f | ÃÀ f− ≤ |f | ÛÄ×ÀÓÄ-

ÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ∫

X

f+dµ ≤
∫
X

|f |dµ <∞ ÃÀ

∫
X

f−dµ ≤
∫
X

|f |dµ <∞.

ÛÄÃÄÂÀÃ, f ∈ L(X,µ). ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.2. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ). ÌÀÛÉÍ |f(x)| < ∞ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.2 ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ 8.7.1 ÃÀ 8.4.4 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.3. ÅÈØÅÀÈ, f, g ∈ L(X,µ). ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀ-
ÃÀÃÄÁÄÁÉ:

1) f + g ∈ L(X,µ) ÃÀ
∫
X(f + g)dµ =

∫
X fdµ+

∫
X gdµ,

2) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ c ∈ R-ÓÈÅÉÓ, cf ∈ L(X,µ) ÃÀ
∫
X(cf)dµ = c

∫
X fdµ,

3) ÈÖ f ≤ g, ÌÀÛÉÍ
∫
X fdµ ≤

∫
X gdµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏ-
ÍÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ßÒ×ÉÅÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅßÄÒÈ,∫

X

|f + g|dµ ≤
∫
X

(|f |+ |g|)dµ ≤
∫
X

|f |dµ+

∫
X

|g|dµ.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ f + g ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄ-
ÁÀÃÏÁÀÓ.

ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

(f + g)+ − (f + g)− = f + g = f+ − f− + g+ − g−.

ÛÄÃÄÂÀÃ,

(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+.

ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÒ×ÉÅÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞ-
ÅÄËÆÄ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ∫

X

(f + g)+dµ+

∫
X

f−dµ+

∫
X

g−dµ =

=

∫
X

(f + g)−dµ+

∫
X

f+dµ+

∫
X

g+dµ.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÏÍÀßÉËÄ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÈ-
ÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÖÛÖÀËÏÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ∫

X

(f + g)dµ =

∫
X

fdµ+

∫
X

gdµ.

ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÍÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÀÃ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÍÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

X

|cf |dµ =

∫
X

(|c||f |)dµ = |c|
∫
X

|f |dµ.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ cf ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ.
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ÈÖ c ≥ 0, ÌÀÛÉÍ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ (cf)+ = cf+ ÃÀ (cf)− = cf−. ÛÄÃÄÂÀÃ,
ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÀÃ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÍÄÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

X

(cf)dµ =

∫
X

(cf+)dµ−
∫
X

(cf−)dµ =

= c

∫
X

f+dµ− c

∫
X

f−dµ = c

∫
X

fdµ.

ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, Ä.É. ÒÏÝÀ c < 0, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ (cf)+ = (−c)f− ÃÀ
(cf)− = (−c)f+. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÊÅËÀÅ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÀÃ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÍÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

X

(cf)dµ =

∫
X

(cf+)dµ−
∫
X

(cf−)dµ =

= (−c)
∫
X

f−dµ− (−c)
∫
X

f+dµ = c

∫
X

fdµ.

ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ f ≤ g ÐÉ-
ÒÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

f+ ≤ g+, g− ≤ f−.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

X

f+dµ ≤
∫
X

g+dµ,

∫
X

g−dµ ≤
∫
X

f−dµ.

ÀÌ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÃÀÍ, ÌÀÈÛÉ ÌÏÍÀßÉËÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓ-
ßÉÍÄÁÉÈ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ∫

X

f+dµ−
∫
X

f−dµ ≤
∫
X

g+dµ−
∫
X

g−dµ.

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.4. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ). ÌÀÛÉÍ
∣∣∣ ∫X fdµ∣∣∣ ≤ ∫X |f |dµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.4-ÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ∫
X
fdµ =

∫
X
f+dµ−

∫
X
f−dµ ÃÀ

∫
X
|f |dµ =

∫
X
f+dµ+

∫
X
f−dµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.5. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ), f ≥ 0, g ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ
ÃÀ |g| ≤ f . ÌÀÛÉÍ g ∈ L(X,µ).

167



ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏ-
ÍÖÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÀØÅÓ,∫

X

|g|dµ ≤
∫
X

fdµ <∞.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ g ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ. ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.6. ÈÖ µ(X) < ∞, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ |f(x)| ≤ C (x ∈ X).
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ µ(X) < ∞ ÐÉÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÉÂÉÅÖÒÀÃ C-Ó ÔÏËÉ
×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.5-Ó, ÃÀÅÀÓ-
ÊÅÍÉÈ f -ÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.7. ÈÖ f ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, m ≤ f(x) ≤ M (x ∈ X)
ÃÀ µ(X) <∞. ÌÀÛÉÍ f ∈ L(X,µ) ÃÀ mµ(X) ≤

∫
X fdµ ≤Mµ(X).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ f , aχX ÃÀ bχX ×ÖÍØÝÉÄÁÉ
ãÀÌÄÁÀÃÉÀ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ
ÓÀàÉÒÏ ÖÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ ÜÄÁÉÛÄÅÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.8. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ). ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ λ > 0 ÒÉÝáÅÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

µ({|f | ≥ λ}) ≤ 1

λ

∫
X
|f |dµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ λ > 0. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ,
ÒÏÌ

|f | ≥ λχ{|f |≥λ}.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÂÅÀØÅÓ,∫

X

|f |dµ ≥
∫
X

λχ{|f |≥λ}dµ = λµ({|f | ≥ λ}).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.9. ÅÈØÅÀÈ, f =
∑∞

k=1 akχEk
, ÓÀÃÀÝ E1, E2, . . . ßÚÅÉË-

ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ, áÏËÏ a1, a2, . . . ÒÀÉÌÄ
ÓÀÓÒÖËÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ. f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ,
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ÒÏÝÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
∑∞

k=1 |ak|µ(Ek) ÌßÊÒÉÅÉ ÃÀ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
f -ÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÌÏÉÈÅËÄÁÀ ÔÏËÏÁÉÈ:∫

X
fdµ =

∞∑
k=1

akµ(Ek).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Λ1 = {n ∈ N : an ≥ 0} ÃÀ Λ2 = {n ∈
N : an < 0}. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ f+ =

∑
k∈Λ1

akµ(Ek) ÃÀ f− =∑
k∈Λ2

|ak|µ(Ek). ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀ-
ÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.3.2. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.10. ÅÈØÅÀÈ, µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ m ≤ f(x) < M (x ∈ X). [m,M) ÌÏ-
ÍÀÊÅÄÈÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ T = (y0, y1, . . . , yn), m = y0 < y1 < · · · <
yn = M , ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ: λ(T ) = max

1≤k≤n
(yk − yk−1),

Ek = {yk−1 ≤ |f | < yk} (1 ≤ k ≤ n) ÃÀ

Sf (T ) =

n∑
k=1

yk−1µ(Ek), Sf (T ) =

n∑
k=1

ykµ(Ek).

ÀÓÄÈ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ∫
X
fdµ = lim

λ(T )→0
Sf (T ) = lim

λ(T )→0
Sf (T ).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ Sf (T ) ãÀÌÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. T ÃÀÍÀßÉËÄÁÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ: fT =

∑n
k=1 ykχEk

. ÝáÀÃÉÀ, fT ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÀÌÀÓ-
ÈÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.9-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ,∫

X

fT dµ = Sf (T ).

ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ |fT (x)− f(x)| ≤ λ(T ) (x ∈ X), ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ßÒ×ÉÅÏÁÉÓÀ ÃÀ 8.7.4 ÃÀ 8.7.7 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∣∣∣ ∫

X

fT dµ−
∫
X

fdµ
∣∣∣ = ∫

X

|fT − f |dµ ≤ λ(T )µ(X).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÔÏËÏÁÀ. Sf (T ) ãÀÌÄÁÉÓ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÓãÄËÏÁÀ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ßÀÒÉÌÀÒÈÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

�

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.7.3. Sf (T ) ÃÀ Sf (T ) ãÀÌÄÁÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÄÃÀ
ÃÀ ØÅÄÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ãÀÌÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ. lim

λ(T )→0
Sf (T ) = lim

λ(T )→0
Sf (T )

ÔÏËÏÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÓÀ×ÖÞÅËÀÃ ÃÀÄÃÏÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÓ
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ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÈ ÀÙàÖÒÅÉË ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ
ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ. ÓßÏÒÄÃ ÀÓÄÈÉ ÉÚÏ ËÄÁÄÂÉÓ ÏÒÉÂÉÍÀËÖÒÉ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÄÁÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀ-
ÌÄÁÀÃÏÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ

∑∞
k=1 kµ({k ≤ |f | < k+1}) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ.

2. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ

∑∞
k=1 µ({|f | ≥ k}) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ.

3. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉÀ, ÌÀÛÉÍ 1 ÃÀ 2 ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ
ÃÀÓÊÅÍÄÁÉ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ.

4. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÀ µ({|f | >
λ}) = o(1/λ) (λ → ∞). ÀÀÂÄÈ ÌÀÂÀËÉÈÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÉÓ ÃÀ
ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀ, ÒÏÌËÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÐÉÒÏÁÀ,
ÌÀÂÒÀÌ ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, f ÀÒÀÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ.

5. ÅÈØÅÀÈ, f ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ ÒÏÌÄËÉÌÄ α > 1 ÃÀ C > 0
ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ µ({|f | > λ}) ≤ C/λα (λ > 0) ÐÉÒÏÁÀ,
ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ.

§ 8. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ

ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ X-ÉÓ ÆÏÌÀÃ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÉ-
ÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÈ:∫

E

fdµ =

∫
X

fχE dµ.

ÀÌÀÓÈÀÍ, ÉÂÖËÉÓáÌÄÁÀ, ÒÏÌ
∫
E
fdµ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ

ÀÒÓÄÁÏÁÓ
∫
X
fχE dµ. ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,

∫
E
fdµ-Ó

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ f |E ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ (E, S ∩ E, µ|S∩E)
ÓÉÅÒÝÄÆÄ.

f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ, ÀÍ ÊÉÃÄÅ, ãÀÌÄ-
ÁÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÈÖ fχE ∈ L(X,µ). E-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÚÅÄËÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÊËÀÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ L(E, µ) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ: 1)
∫
E
fdµ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ

ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ
∫
E
f+dµ ÃÀ

∫
E
f−dµ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ

ÓÀÓÒÖËÉÀ; 2) f ∈ L(E, µ) ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÏÒÉÅÄ
∫
E
f+dµ

ÃÀ
∫
E
f−dµ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.1. ÅÈØÅÀÈ, f ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ µ(E) = 0, ÌÀÛÉÍ
f ∈ L(E, µ) ÃÀ

∫
E fdµ = 0.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.1 ÀÒÉÓ 8.7.4 ÃÀ 8.4.6 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, E ÃÀ F ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ, F ⊂ E ÃÀ f ∈ L(E, µ). ÌÀÛÉÍ f ∈ L(F, µ).

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.2 ÀÒÉÓ 8.7.1 ÃÀ 8.4.3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉ.

f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÄßÏÃÄÁÀ
ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÓ:

νf (E) =

∫
E

fdµ (E ∈ S).

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ
∫
E
fdµ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ

ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÂÀÒÀÍÔÉÒÄÁÖËÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.3. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆ-
ÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÏÒÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓáÅÀ-
ÏÁÀÓ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ ÀÒÉÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ
∫
X
f+dµ < ∞,

∫
X
f−dµ < ∞ ÃÀ νf (E) =

νf+(E) − νf−(E) (E ∈ S). ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄ-
ÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ νf ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ νf+ ÃÀ νf− ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÄÁÉÓ
ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.3-ÉÓ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÛÄÃÄÂÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.4. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ). ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
E ÃÀ F ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,∫

E∪F
fdµ =

∫
E
fdµ+

∫
F
fdµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.5. f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒ
ÀÒÉÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÄÒ ÌÉÙÄÁÖË
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÆÄ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÈÖ E ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ N -
ÌÉÓÉ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÌÀÛÉÍ∫

E
fdµ =

∫
E\N

fdµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.5 ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ 8.8.1 ÃÀ 8.8.4 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.6. ÈÖ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÆÏÌÀÃ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÛÏÒÉÓ
ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÌÄÏÒÄ ÌÀÈÂÀÍÉÝ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ,∫

E
fdµ =

∫
E
gdµ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ f+ ∼ g+ ÃÀ f− ∼ g−.
ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ:∫

E

f+dµ =

∫
E

g+dµ,

∫
E

f−dµ =

∫
E

g−dµ.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.7. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ), (En) ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ E =

∪∞
n=1En. ÌÀÛÉÍ∫

E
fdµ = lim

n→∞

∫
En

fdµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.7 ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.5-ÃÀÍ, ÈÖ ÌÀÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄ-
ÍÄÁÈ f+ ÃÀ f− ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÀÌÏáÀÔÀÅÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÄÒÈ-ÄÒÈ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÀÃ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÄÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.8. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ). ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∣∣∣∣ ∫

E
fdµ

∣∣∣∣ < ε,

ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ µ(E) < δ
ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. νf = νf+ − νf− ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ
ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ: ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ε > 0 ÃÀ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (En)

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ,

µ(En) <
1

2n
ÃÀ νf (En) ≥ ε.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ:

E =

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ek.
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ÌÀÛÉÍ ÁÏÒÄË-ÊÀÍÔÄËÉÓ ËÄÌÉÓ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.4.4) ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÅÉÙÄÁÈ
µ(E) = 0 ÔÏËÏÁÀÓ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ νf ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.6.1) ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÆÏÌÉÓ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

νf (E) = lim
n→∞

νf

( ∞∪
k=n

Ek

)
.

ÛÄÃÄÂÀÃ, νf
(∪∞

k=nEk
)
≥ νf (En) ≥ ε ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÂÀÌÏ, νf (E) ≥ ε. ÀÌÒÉÂÀÃ,

ÍÖËÆÏÌÉÀÍ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÌÏÅÉÃÀ
ÃÀÃÄÁÉÈÉ. ÄÓ ÊÉ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.1-Ó. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.8.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.1 ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÌÀÛÉÍÀÝ, ÒÏÝÀ
∣∣ ∫
E
fdµ

∣∣
ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÓ ÛÄÅÝÅËÉÈ

∫
E
|f |dµ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÈ. ÀÌÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÓÀÊ-

ÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ f ∈ L(X,µ) ⇒ |f | ∈ L(X,µ) ÃÀ ÛÄÌÃÄÂ
ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.1 ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ |f | ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(R,m). ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ËÄ-
ÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, lim

n→∞

∫
E+n

|f |dm = 0, ÓÀÃÀÝ

E + n = {x+ n : x ∈ E}.
2. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L([a, b],m). ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ

∫
[a,c]

fdm = 0 ÚÏÅÄËÉ c ∈
[a, b] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

§ 9. ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÍÉÛÍÉÓ ØÅÄÛ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ Á. ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÅÀÒÉÀÍÔÓ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÍÉÛÍÉÀÍÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.9.1. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ÀÒÉÓ ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, áÏËÏ f - ÌÉÓÉ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ, Ä.É. f(x) =
lim
n→∞

fn(x) (x ∈ X). ÈÖ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ

sup
n∈N

∫
X
fndµ <∞,

ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÃÀ∫
X
fdµ = lim

n→∞

∫
X
fndµ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ gn = fn − f1 (n ∈ N) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ. ÝáÀÃÉÀ,
ÒÏÌ ÄÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ËÄÅÉÓ
ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, g(x) = lim

n→∞
gn(x) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖ-

ËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∫
X

gdµ = lim
n→∞

∫
X

gndµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ−
∫
X

f1dµ. (1)

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ g ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ.
ÀØÄÃÀÍ, f = g + f1 ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ. ÛÄÌÃÄÂ, (1)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅßÄÒÈ, ÒÏÌ∫

X

fdµ =

∫
X

gdµ+

∫
X

f1dµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀáËÀ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓÉ ÆÙÅÀÒÉÈÉ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÄÊÖÈÅÍÉÓ ËÄÁÄÂÓ. ÄÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ
ÌÀÑÏÒÀÍÔÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÃÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÍÉÛÍÉÓ ØÅÄÛ,
ÈÖ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÉ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀ-
ÆÙÅÒÖËÉÀ ÒÀÉÌÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÈ (ÌÀÑÏÒÀÍÔÉÈ).

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.9.2. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ
f ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ lim

n→∞
fn(x) = f(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÃÀ

ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÉÓÄÈÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ g ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒ-
ÓÄÁÏÁÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ, |fn(x)| ≤ g(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, ÌÀÛÉÍ

lim
n→∞

∫
X
|fn − f |dµ = 0,

ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ,

lim
n→∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ.

ËÄÌÀ 8.9.1. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ f ãÀ-
ÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ µ(X) <∞, lim

n→∞
fn(x) = f(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ

ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÉÓÄÈÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ C ÒÉÝáÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ,
ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ, |fn(x)| ≤ C ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, ÌÀÛÉÍ

lim
n→∞

∫
X
|fn − f |dµ = 0,
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ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ,

lim
n→∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ
|fn(x)| ≤ C ÃÀ |f(x)| ≤ C ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÈ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÌÀÒ-
ÈËÀÝ, ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÃÉÈ fn ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÄÊÅÉ-
ÅÀËÄÍÔÖÒ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ áÓÄÍÄÁÖË ÐÉÒÏÁÄÁÓ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÃÉÈ, ÒÏÌ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÄÒÈÉ
ÃÀ ÉÂÉÅÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÀØÅÈ.

ÅÈØÅÀÈ, ε > 0. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÀÃÄÁÉÈÉ δ ÃÀ η ÒÉÝáÅÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ
ÛÄÒÜÄÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÌÏÂÅÉÀÍÄÁÉÈ. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÉÈ-
ØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 7.8.2).
ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ N ∈ N, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

µ({|fn − f | > δ}) < η, ÒÏÝÀ n ≥ N.

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ |fn−f | ≤ 2C ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ, ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØ-
ÍÄÁÀ, ∫

X

|fn − f |dµ =

∫
{|fn−f |>δ}

|fn − f |dµ+

∫
{|fn−f |≤δ}

|fn − f |dµ ≤

≤
∫

{|fn−f |>δ}

2Cdµ+

∫
X

δdµ ≤ 2Cη + δµ(X).

ÈÖ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ η < ε
4C ÃÀ δ < ε

2µ(X) , ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -ÓÈÅÉÓ

ÂÅÄØÍÄÁÀ, ∫
X

|fn − f |dµ < ε.

ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
ËÄÌÀ 8.9.2. ÅÈØÅÀÈ, f ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-

ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ f ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÃÀ

∫
X\E |f |dµ < ε.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ f ÀÒÀÖÀÒ-
ÚÏ×ÉÈÉÀ ÃÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÓÀÓÒÖËÉÀ.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Ek = {1/k ≤ f ≤ k} (k ∈ N). ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ
(fχEk

) ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ f(x) = lim
k→∞

(fχEk
)(x) ÚÏÅÄËÉ x-ÓÈÅÉÓ.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ,∫
X

fdµ = lim
k→∞

∫
X

fχEk
dµ = lim

k→∞

∫
Ek

fdµ.
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ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ,
ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ k-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,∫

X\Ek

fdµ < ε.

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÈÉÈÏÄÖË Ek ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÆÄ ÃÀ ÜÄÁÉÛÄÅÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ,

µ(Ek) ≤ µ({f ≥ 1/k}) ≤ k

∫
X

fdµ <∞,

ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ k-ÓÈÅÉÓ Ek ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
ÚÅÄËÀ ÓÀàÉÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

�

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.9.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉ-
ÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ lim

n→∞
fn(x) = f(x) ÃÀ |fn(x)| ≤ g(x) < ∞ ÐÉÒÏÁÄÁÓ

ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÈ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÍÅÉ-
áÉËÀÅÃÉÈ fn, f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ áÓÄ-
ÍÄÁÖË ÐÉÒÏÁÄÁÓ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÃÉÈ,
ÒÏÌ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÀØÅÈ.

ÅÈØÅÀÈ, ε > 0. ËÄÌÀ 8.9.2-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÓÀÓÒÖËÉ
ÆÏÌÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ g ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ E-ÆÄ ÃÀ∫

X\E
|g| < ε

3
.

(E, S∩E, µ|S∩E) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄ ÃÀ fn|E (n ∈ N), f |E ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×É-
ËÄÁÄÍ ËÄÌÀ 8.9.1-ÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÌÀ 8.9.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ
ÃÉÃÉ n-ÓÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:∫

E

|fn − f |dµ < ε

3
.

ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ ∫

X

|fn − f |dµ =

∫
E

|fn − f |dµ+

∫
X\E

|fn − f |dµ <

<
ε

3
+ 2

∫
X\E

gdµ <
ε

3
+

2ε

3
= ε.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, (fn) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖË ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ,
f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ E ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.
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ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ E
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÀ:

lim
n→∞

µ({x ∈ E : |fn(x)| <∞, |f(x)| <∞, |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.9.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 7.8.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ (fn)-ÉÓ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÓÉÅÒÝÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ
ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.9.2. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (fn)-ÉÓ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ (fn)-ÉÓ
ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÓÉÅÒÝÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÆÏÌÀÃ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

ÈÖ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.9.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÓ, ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.9.3. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ f
ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉ-
ÓÀÊÄÍ ÓÉÅÒÝÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÃÀ ÃÀÌÀÔÄ-
ÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÉÓÄÈÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ g ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ,
ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ, |fn(x)| ≤ g(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, ÌÀÛÉÍ

lim
n→∞

∫
X
|fn − f |dµ = 0,

ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ,

lim
n→∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.9.3. ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÄÁÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
∞∑
k=1

hk ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒ-ßÄÅÒÀÃ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄ-

ÁÀÛÉ. ÀØ, ÏÙÏÍÃ, ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÖÍÃÀ

ÌÏÅÈáÏÅÏÈ ÌßÊÒÉÅÉÓ
n∑
k=1

hk ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.9.4. ßÄÅÒ-ßÄÅÒÀÃ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉÀ, ÒÏÝÀ
ÂÅÉÍÃÀ ÂÀÒÊÅÄÖË ×ÖÍØÝÉÖÒ ÌßÊÒÉÅÀÃ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉ h ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ. ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ×ÀÒÂËÄÁÛÉ ÀÌ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀ
ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÓÀÊÌÀÏÃ ÌÀÒÔÉÅ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉÝ ÊÉ.

ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÃÀÌÀÃÀÓÔÖÒÄÁÄËÉ ÌÀÂÀËÉÈÉÓ ÀÓÀÂÄÁÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
[0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉ ÃÀ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄË-
ÓÀÝ ÀØÅÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÀ. ÀÓÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÉÂÄÁÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÃÉÓÊÏÍÔÉÍÖ-
ÖÌÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÀÅÉÙÏÈ ÃÀÃÄÁÉÈ ÒÉÝáÅÈÀ (an) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
ÈÅÉÓÄÁÉÈ:

∑∞
n=1 an = ε < 1. ÀÂÄÁÉÓ ÐÉÒÅÄË ÄÔÀÐÆÄ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉÃÀÍ
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ÀÌÏÅÀÂÃÏÈ ÌÉÓÉ ÊÏÍÝÄÍÔÒÖËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ a1-ÉÓ ÔÏËÉ ÓÉÂÒÞÉÈ ÃÀ ÓÀ-
ÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÂÄÁÉÓ n-ÖÒ ÄÔÀÐÆÄ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÂÄÁÉÓ n − 1 ÄÔÀÐÉÓ ÛÄÌÃÄÂ
ÃÀÒÜÄÍÉËÉ 2n−1 ÝÀËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÃÀ ÌÀÈÂÀÍ ÀÌÏÅÀÂÃÏÈ ÌÀÈÉ ÊÏÍÝÄÍÔÒÖËÉ
ÃÀ an/2

n−1 ÓÉÂÒÞÉÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ. ÀÓÄÈÉ ÀÂÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ [0, 1]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅ ÃÀ ÓÒÖËÚÏ×ÉË ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÄØÍÄÁÀ
1− ε ÒÉÝáÅÉÓ ÔÏËÉ ÆÏÌÀ.

((ak, bk))k∈N ÉÚÏÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀ. ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ hk-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ [0, 1]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ (ak, bk) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÂÀÒÄÈ ÃÀ ÒÏÌËÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÉ
Ox ÙÄÒÞÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ØÌÍÉÓ ÔÏË×ÄÒÃÀ ÓÀÌÊÖÈáÄÃÓ (ak, bk) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ
ÔÏËÉ ×ÖÞÉÈ ÃÀ ßÅÄÒÏÈÉ (ck, 1) ßÄÒÔÉËÛÉ, ÓÀÃÀÝ ck ÀÒÉÓ (ak, bk)-Ó
ÛÖÀßÄÒÔÉËÉ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
∑∞
k=1 hk ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉ. ÀÌ ÌßÊÒÉÅÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• hk ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ;
•
∑∞
k=1 hk(x) ≤ 1 ÚÏÅÄËÉ x ∈ [0, 1] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ;

•
∑∞
k=1

∫
[a,b]

hk(x)dx ≤ 1;

•
∑∞
k=1 hk ÌßÊÒÉÅÉÓ h ãÀÌÉ ÀÒÀÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ.

ÐÉÒÅÄËÉ, ÌÄÏÒÄ ÃÀ ÌÄÓÀÌÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÝáÀÃÉÀ. ÌÄÏÈáÄ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄ-
ÍÀÃ ÖÍÃÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ h ÉØÍÄÁÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ßÚÅÄ-
ÔÉËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÄÓ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ E-Ó ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÃÀÃÄÁÉÈÉ
ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ßÚÅÄÔÉËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÊÉ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÀÒÀ-
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ. ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÃÀÓÊÅÍÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÝÍÏÁÉËÉ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉÃÀÍ, ÒÏÌÄËÉÝ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ
ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÈÀÅÛÉ (Éá. §9.2).

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÅÄÒ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ×ÖÍØÝÉ-
ÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒ-ßÄÅÒÀÃ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÓ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ ÊÉ, ÒÏÝÀ ÌßÊÒÉÅÉ
ÛÄÃÂÄÁÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÌÉÓÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉ ÄÒ-
ÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÃÀ, ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ.
ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÌÏ ßÄÅÒ-ßÄÅÒÀÃ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ ÌÉÜÍÄÖËÉ ÉÚÏ ÄÒÈ-
ÄÒÈ ÞÉÒÉÈÀÃ ÂÀÃÀÖàÒÄË ÀÌÏÝÀÍÀÃ, ÒÀÝ ÌÏÉÈáÏÅÃÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÀáÀËÉ
Ö×ÒÏ ÞËÉÄÒÉ ÌÄØÀÍÉÆÌÉÓ ÛÄØÌÍÀÓ.

ÀÌ ÃÀ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÄÁÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÄÍ
ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ Ä×ÄØÔÖÒÏÁÀÓ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒ-ßÄÅÒÀÃ ÉÍ-
ÔÄÂÒÄÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ.
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÃÀ (fn) ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÀÜÅÄÍÄÈ,
ÒÏÌ lim

n→∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ.

2. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ f ãÀÌÄ-
ÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ lim

n→∞
fn(x) = f(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÃÀ

lim
n→∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ, ÌÀÛÉÍ

lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0.

3. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÀÌÏÝÀÍÀ 2-ÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ, ÈÖ
(fn) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ.

4. ÅÈØÅÀÈ, µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, f, f1, f2, . . . ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ãÀÌÄÁÀ-
ÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ ÃÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.
ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ lim

n→∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ ÔÏËÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ

ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ fn ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÀØÅÈ ÈÀÍÀÁÀÒáÀÒÉÓáÏÅÍÀÃ ÀÁÓÏËÖ-
ÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ, Ä.É. ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0,
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ δ-ÆÄ ÌÝÉÒÄ ÆÏÌÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ
n-ÓÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

∫
E
fndµ < ε.

5. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÀÌÏÝÀÍÀ 4-ÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ, ÈÖ
µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉÀ.

§ 10. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ ÂÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ

ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

Ff (t) = µ({|f | > t}) (0 ≤ t <∞).

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ Ff ×ÖÍØÝÉÀ ÊËÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄ-
ÔÉÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ (ÍÀá. 8.6).

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÈÖ ÒÏÂÏÒ ÂÀÌÏÉÈÅËÄÁÀ ÆÏ-
ÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÏÃÖËÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÌÉÓÉ ÂÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.10.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ÔÏËÏÁÀ: ∫

X

|f |dµ =

∫
[0,∞)

Ff (t)dm(t).

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.10.1-Ó ÜÅÄÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂÉ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÃÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.10.2. ÅÈØÅÀÈ, Φ : [0,∞) → [0,∞) ÒÀÉÌÄ ÖßÚÅÄÔÀÃ ßÀÒ-
ÌÏÄÁÀÃÉ, ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ Φ(0) = 0. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
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ÍÀá. 8.6.

ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÀ:∫
X

Φ(|f |)dµ =

∫
[0,∞)

Ff (t)Φ
′(t)dm(t). (1)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.10.1. ÝáÀÃÉÀ, Φ(t) = t (0 ≤ t < ∞) ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÈÄÏÒÄÌÀ
8.10.2-ÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.10.1.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ãÄÒ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ f ÀÒÉÓ ÀÒÀ-
ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÃÀÃÄÁÉÈ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÙÄÁÖ-
ËÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f -ÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ: f =∑n
k=0 akχEk

, ÓÀÃÀÝ 0 = a0 < a1 < · · · < an ÃÀ {f = ak} = Ek
(0 ≤ k ≤ n). f -ÉÓ ÂÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÄ:

Ff (t) =



µ(E1) + µ(E2) + · · ·+ µ(En), ÈÖ 0 < t < a1,

µ(E2) + · · ·+ µ(En), ÈÖ a2 ≤ t < a1,

.............................................

µ(En), ÈÖ an−1 ≤ t < an,

0, ÈÖ an ≤ t.

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∫
(0,∞)

Ff (t)Φ
′(t)dm(t) =

n∑
k=1

∫
[ak−1,ak)

Ff (t)Φ
′(t)dm(t) =

=

n∑
k=1

(
n∑
i=k

µ(Ei)

)∫
[ak−1,ak)

Φ′(t)dm(t) =

=

n∑
k=1

(
n∑
i=k

µ(Ei)

)
(Φ(ak)− Φ(ak−1)) =

n∑
k=1

Φ(ak)µ(Ek). (2)
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ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, Φ(f) =
∑n
k=1 Φ(ak)χEk

ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ,∫
X

Φ(|f |)dµ =

n∑
k=1

Φ(ak)µ(Ek). (3)

(2)-ÃÀÍ ÃÀ (3)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄË (1) ÔÏËÏÁÀÓ.
ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀÆÄ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ

ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ. ÈÖ µ({f > t}) = ∞, ÒÏÌÄËÉ-
ÌÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ t-ÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ. ÀÓÄ ÒÏÌ,
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ µ({f > t}) <∞ ÚÏÅÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ t-ÓÀÈÅÉÓ.
ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.5.1-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (Éá. ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.5.1) ÅÉÐÏÅÉÈ
ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÚÏÅÄËÉ ßÄÅÒÉ ÃÀÃÄ-
ÁÉÈ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÙÄÁÖËÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ ÃÀ ÒÏÌÄËÉÝ
ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÆÄÌÏÈ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖË ÍÀßÉËÓ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,∫

X

Φ(fn)dµ =

∫
[0,∞)

Ffn(t)Φ
′(t)dm(t). (4)

(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ (Ffn)

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ Ff
×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, (4) ÔÏËÏÁÉÓ
ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄÛÉ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÆÙÅÀÒÆÄ. ÒÀÝ ÌÏÂÅÝÄÌÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄË ÔÏËÏ-
ÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, Φ : [0,∞) → [0,∞) ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÒÀÉÌÄ ×ÖÍ-
ØÝÉÀÀ. Φ(L)(X,µ) ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÊËÀÓÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÚÅÄËÀ
ÉÌ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ∫

X

Φ(|f |)dµ <∞.

ÝáÀÃÉÀ, Φ(t) = t ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ Φ(L)(X,µ) ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂ-
ÒÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ L(X,µ) ÊËÀÓÓ. ÌÄ-11 ÈÀÅÛÉ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÉØÍÄÁÀ Φ(t) = tp

(1 ≤ p <∞) ÓÀáÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÊËÀÓÄÁÉ.
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ÒÉÌÀÍÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÛÄÃÀÒÄÁÀ

ÄÓ ÈÀÅÉ ÄÈÌÏÁÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÉÌ ÖÐÉÒÀÔÄÓÏÁÉÓ ßÀÒÌÏÜÄÍÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ
ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÀØÅÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀÍ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ.

§ 1. ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ ÒÉÌÀÍÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÓ ÛÏÒÉÓ

ØÅÄÌÏÈ ÚÅÄËÂÀÍ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ [a, b] ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ
n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉ.

R([a, b]) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ÒÉÌÀ-
ÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÚÅÄËÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ.

ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ L(E)

ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ E-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÚÅÄËÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, Ä.É. L(E) = L(E,mE), ÓÀÃÀÝ mE ÀÒÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ E-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ
ÊËÀÓÆÄ.

ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ f ∈ R([a, b]) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÀÙ-
ÅÍÉÛÍÀÅÈ

∫
[a,b]

f ÜÀÍÀßÄÒÉÈ, áÏËÏ f ∈ L(E) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ

-
∫
E
fdm ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ
ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.1.1. ÈÖ f ∈ R([a, b]), ÌÀÛÉÍ f ∈ L([a, b]) ÃÀ∫
[a,b]

fdm =

∫
[a,b]

f.

ÓÉÌÀÒÔÉÅÉÓÀÈÅÉÓ, ÈÄÏÒÄÌÀ 9.1.1-Ó ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÄÁÈ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÂÀÃÌÏÝÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓÀÈÅÉÓ ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÃÀ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÄÏÒÉÉÃÀÍ.

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ ÄßÏÃÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ P = (x0, . . . , xn) (n+

1)-ÄÖËÓ, ÓÀÃÀÝ a = x0 < x1 < · · · < xn = b. P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ
ÄßÏÃÄÁÀ λ(P ) = max

1≤k≤n
(xk − xk−1) ÒÉÝáÅÓ.



[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ ÄßÏÃÄÁÀ (P, ξ) ßÚÅÉËÓ, ÓÀ-
ÃÀÝ P = (x0, . . . , xn) ÀÒÉÓ [a, b]-Ó ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, áÏËÏ ξ = (ξ1, . . . , ξn)

- n-ÄÖËÉ, ÒÏÌËÉÓ ξ1, . . . , ξn ßÄÅÒÄÁÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ [x0, x1], . . . ,

[xn−1, xn] ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ. (P, ξ) ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÂÀÉÂÄ-
ÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ.

ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. [a, b]-Ó
ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

σf (P, ξ) =

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1).

σf (P, ξ) ãÀÌÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ãÀÌÓ.
ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ I ÒÉÝáÅÉ ÀÒÉÓ σf (P, ξ) ãÀÌÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ, ÒÏÝÀ

λ(P ) → 0 (ÜÀÍÀßÄÒÉ: lim
λ(P )→0

σf (P, ξ) = I), ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ

ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ)

ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|σf (P, ξ)− I| < ε.

lim
λ(P )→0

σf (P, ξ) ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ f ×ÖÍ-

ØÝÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÀÍ ÊÉÃÄÅ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ (ÌÉÓÉ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀÛÉ) ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ

∫
[a,b]

f ÀÍ
∫
[a,b]

f(x)dx ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÃ ÌÉÉÜÍÄÅÀ lim
λ(P )→0

σf (P, ξ) ÆÙÅÀÒÉ.

ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ, ÒÏÌ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÖÝÉ-
ËÄÁËÀÃ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ.

ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P = (x0, x1,

. . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

σf (P ) =

n∑
k=1

Mk(xk − xk−1), σf (P ) =

n∑
k=1

mk(xk − xk−1),

ÓÀÃÀÝ Mk ÃÀ mk ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÀÒÉÀÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÃÀ ÉÍ×ÉÌÖ-
ÌÉ [xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. σf (P ) ÃÀ σf (P ) ãÀÌÄÁÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÖßÏÃÄÁÄÍ
ÃÀÒÁÖÓ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ãÀÌÄÁÓ. ÝáÀÃÉÀ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ (P, ξ) ÌÏÍÉÛÍÖËÉ
ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, σf (P ) ≤ σf (P, ξ) ≤ σf (P ), ÀÌÀÓÈÀÍ, σf (P ) ÃÀ σf (P )

ãÀÌÄÁÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ σf (P, ξ) ãÀÌÄÁÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÓÀ ÃÀ ÉÍ×É-
ÌÖÌÓ, ÀÙÄÁÖËÓ ξ-Ó ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÉÈÅÀËÏÓ
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ÃÀÒÁÖÓ ãÀÌÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ: ÈÖ f ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ∫
[a,b]

f = lim
λ(P )→0

σf (P ) = lim
λ(P )→0

σf (P ).

Ä.É. ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÌÉÓÉ ÃÀÒÁÖÓ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ãÀÌÄÁÉÓ
ÆÙÅÒÄÁÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.1.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ. ÚÏÅÄËÉ k ∈ N-ÓÈÅÉÓ
ÃÀÅÀÍÀßÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉ 2k ÔÏË ÍÀßÉËÀÃ xk,j = a + j

2k
(b − a)

(j = 0, . . . , 2k) ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÃÀ ÀÌ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ
ÃÀÒÁÖÓ ãÀÌÄÁÉ:

Ωk =
b− a

2k

2k∑
j=1

Mk,j , ωk =
b− a

2k

2k∑
j=1

mk,j ,

ÓÀÃÀÝ Mk,j ÀÒÉÓ f -ÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ [xk,j−1, xk,j ] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, áÏËÏ mk,j -
f -ÉÓ ÉÍ×ÉÌÖÌÉ ÉÂÉÅÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ,∫

[a,b]

f = lim
k→∞

Ωk = lim
k→∞

ωk.

uk ÃÀ lk ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: uk(a) = lk(a) = f(a)

ÃÀ

uk(x) =Mk,j , lk(x) = mk,j (x ∈ (xk,j−1, xk,j ], j = 1, . . . , 2k).

uk ÃÀ lk ÀÒÉÀÍ ÖÁÀÍ-ÖÁÀÍ ÌÖÃÌÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÃÀ∫
[a,b]

ukdm = Ωk,

∫
[a,b]

lkdm = ωk.

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ k-ÖÒÉ ÄÔÀÐÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (k + 1)-Ä ÄÔÀÐÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÏÒÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄ-
ÁÀÓ, ÀÃÅÉËÀÃ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ (lk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÊËÄÁÀÃÏÁÀÓÀ ÃÀ (uk)

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀÛÉ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ

inf
[a,b]

f ≤ lk ≤ f ≤ uk ≤ sup
[a,b]

f (k ∈ N).

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ u ÃÀ l ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ
(uk) ÃÀ (lk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍ ÆÙÅÀÒÓ, Ä.É. u(x) = lim

k→∞
uk(x)

ÃÀ l(x) = lim
k→∞

lk(x) (x ∈ [a, b]). u ÃÀ l ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ

ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ:

inf
[a,b]

f ≤ l ≤ f ≤ u ≤ sup
[a,b]

f.
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ÌÀÑÏÒÀÍÔÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫
[a,b]

f = lim
k→∞

Ωk = lim
k→∞

∫
[a,b]

ukdm =

∫
[a,b]

udm,

∫
[a,b]

f = lim
k→∞

ωk = lim
k→∞

∫
[a,b]

lkdm =

∫
[a,b]

ldm.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ∫
[a,b]

(u− l)dm = 0,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ l(x) = u(x) ÔÏËÏÁÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÛÄÓÒÖËÄÁÀÓ.
ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ
f ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ u ÃÀ l ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ. ÄÓ
ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ ÊÉ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ, ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÔÏËÏÁÀ:∫

[a,b]

fdm =

∫
[a,b]

f.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 9.1.1. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ ÂÀÝÉËÄÁÉÈ
Ö×ÒÏ ×ÀÒÈÏÀ, ÅÉÃÒÄ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ. ÊÄÒ-
ÞÏÃ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÖÝÉËÄÁËÀÃ ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÞÍÄËÉ ÌÉÓÀÈÉÈÄÁÄËÉ ÀÒÀÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄ-
ÁÀÃÉ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ. ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ ÈÅÀËÓÀÜÉÍÏÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.6-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ
ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÒÏÂÏÒÝ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÉØÍÄÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ, ÀÓÄÈÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÀÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,
ÀÒ ÀÒÉÀÍ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ. ÊÏÍÊÒÄÔÖË ÌÀÂÀËÉÈÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀ L([a, b]) \R([a, b]) ÊËÀÓÉÃÀÍ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÃÉÒÉáËÄÓ ×ÖÍØÝÉÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÂÀÌÏÈÅÀËÄÈ lim
n→∞

∫
[0,1]

e−n sin xdx ÆÙÅÀÒÉ.

2. ÂÀÌÏÈÅÀËÄÈ lim
n→∞

∫
E
sin2n(x2 + y2)dxdy ÆÙÅÀÒÉ, ÓÀÃÀÝ E = {(x, y) :

x2 + y2 ≤ 2π}.
3. ÂÀÌÏÈÅÀËÄÈ

∫
[0,1]

fdm ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÈÖ f ÀÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ x2-

ÉÓ ÔÏËÉÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÃÀ x3-ÉÓ ÔÏËÉÀ [0, 1]
ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÃÀÍÀÒÜÄÍ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ.
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§ 2. ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.2.1. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ
ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÐÉÒÏÁÀ:

• f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ;
• f ÖßÚÅÄÔÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÉÌÀÒÔÉÅÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀ.

ØÅÄÌÏÈ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 9.1.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ
ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉÈ ÃÀ ÃÀÓÊÅÍÄÁÉÈ. Pk (k ∈ N) ÉÚÏÓ xk,0, . . . , xk,2k ßÄÒÔÉËÄÁÉ-
ÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, áÏËÏ Π ÉÚÏÓ Pk (k ∈ N)
ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, Ä.É.

Π = {xk,j : k ∈ N, j = 0, . . . , 2k}.

ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ: ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ f

×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ x ∈ [a, b] \ Π ßÄÒÔÉËÛÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ
l(x) = u(x).

ÈÖ l(x) = u(x), ÌÀÛÉÍ l(x) ≤ f(x) ≤ u(x) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏ, l(x) =

f(x) = u(x). ÀÌÉÔÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ k, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ
|uk(x) − f(x)| < ε ÃÀ |lk(x) − f(x)| < ε. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ I ÉÍÔÄÒÅÀËÉ
Pk ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÉÍÔÄÒÅÀËÈÀ ÛÏÒÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ x

ßÄÒÔÉËÓ. ÀÃÅÉËÀÃ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ y ∈ I ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

f(x)− ε < lk(x) < f(y) < uk(x) < f(x) + ε.

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ f -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ x ßÄÒÔÉËÛÉ.
ÅÈØÅÀÈ, f ÖßÚÅÄÔÉÀ x ßÄÒÔÉËÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏ-

ÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0 ÈÅÉÓÄÁÉÈ: |f(y) − f(x)| < ε, ÒÏÝÀ |y − x| < ε. ÀÃÅÉËÉ
ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ k-ÓÈÅÉÓ ÉÓ I ÉÍÔÄÒÅÀËÉ Pk ÃÀÍÀßÉ-
ËÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÉÍÔÄÒÅÀËÈÀ ÛÏÒÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ x ßÄÒÔÉËÓ,
ÌÏÈÀÅÓÃÄÁÀ x-ÉÓ δ-ÌÉÃÀÌÏÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ k-ÓÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖË-
ÃÄÁÀ uk(x) − lk(x) ≤ 2ε ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ l(x) = u(x)

ÔÏËÏÁÀ. ÀÌÉÈ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÀáËÀ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÖÛÖÀËÏÃ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ. ÅÈØÅÀÈ, f ∈
R([a, b]). ÌÀÛÉÍ f ÉØÍÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ 9.1.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ-
ÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ, ÒÏÌ u(x) = l(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÀÌÉÈ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÉÓ ÍÀßÉËÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.
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ÃÀÅÖÛÅÀÈ, f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÃÀ f ÖßÚÅÄÔÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ËÄÁÄ-
ÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ lim

k→∞
Ωk = lim

k→∞
ωk. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÂÅÄØÍÄÁÀ

ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÃÀÒÁÖÓ ÆÄÃÀ ÃÀ
ØÅÄÃÀ ãÀÌÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ ßÉÍÀÓßÀÒ ÃÀÓÀáÄËÄÁÖË ÒÉÝáÅÆÄ ÌÝÉÒÄ
ÉØÍÄÁÀ. ÄÓ ÊÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÍÉÛÍÀÅÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂ-
ÒÄÁÀÃÏÁÀÓ. áÓÄÍÄÁÖËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ: i) u ÃÀ l ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ; ii) u(x) = l(x) ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ (ÆÄÌÏÈ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ). ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅßÄÒÈ,∫

[a,b]

udm =

∫
[a,b]

ldm.

ÀØÄÃÀÍ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ lim
k→∞

Ωk ÆÙÅÒÉÓ

ÔÏËÉÀ, áÏËÏ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÊÉ - lim
k→∞

ωk ÆÙÅÒÉÓÀ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ lim
k→∞

Ωk = lim
k→∞

ωk

ÔÏËÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 9.2.1. ÂÀÅÉáÓÄÍÏÈ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ: F ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ, ÈÖ F ÀÒÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ÚÏÅÄË
x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ F ′(x) = f(x).

ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ F -ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÌÉÓÉ
ÒÉÌÀÍÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, Ä.É. F (x) =

∫
[a,x]

f ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆ-

ÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ.
ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÃÀÍ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÒÀÉÌÄ

x0 ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ, ÌÀÛÉÍ F ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ x0-ÛÉ ÃÀ F ′(x0) = f(x0).
ÀÙÍÉÛÍÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ ÒÉÌÀÍÉÓ

ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓÓÀÅÄ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÓ.
ÉÂÉÅÄÓ ÈØÌÀ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f

×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ f ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ,
ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀÝÉËÄÁÀÃÉ ßÚÅÄÔÀ ÀØÅÓ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÛÉ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ
ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ F ′(x0) ÉÀÒÓÄÁÄÁÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÉÓ ÀÒ ÉØÍÄÁÀ f(x0)-ÉÓ ÔÏËÉ.
ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÀÌ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÌÄÔÉ ÍÄÂÀÔÉÅÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÀÂÄÁÀ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÈÖ E ⊂ [a, b] ÀÒÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ
ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÌÀÛÉÍ f = χE ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ F ′(x) = f(x) ÔÏËÏÁÀ
ÃÀÉÒÙÅÄÅÀ ÚÏÅÄË x ∈ E ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒ ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÓ ÉÍÔÄÂÒÀËØÅÄÛÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÓ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÂÀÂÄÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.2.1 ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
ÂÀÅÉÀÆÒÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÉÍÔÄÂÒÀËØÅÄÛÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ. ÀÌÀÓÈÀÍ
ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ: F ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ, ÈÖ F ÀÒÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄË-
ÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ F ′(x) = f(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ [a, b]
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ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ. ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 9.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄ-
ÁÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÓÉ ÒÉÌÀÍÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓÓÀÅÄ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 9.2.2. ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÅÉÝÉÈ, ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÒÉÌÀ-
ÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÌÉÓÉ ßÚÅÄÔÉÓ
ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ, áÏËÏ ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÀÓ - ÉÓ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×ÉËÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÃÀ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ. ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÏÈ, ÈÖ ÒÉÈÀÀ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉ ÀÓÄÈÉ
ÐÒÏÂÒÄÓÉ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÃÀÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ.

ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÌÉÆÍÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏáÄÒáÄÁÖËÉÀ, ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ ÃÀÒÁÖÓ ãÀÌÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ ËÄÁÄÂÉÓ ãÀÌÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ (Éá.
ÈÄÏÒÄÌÀ 8.7.10).

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÃÀÒÁÖÓ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ãÀÌÄÁÓ ÀØÅÈ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ
ÓÀáÄÄÁÉ:

∑n
k=1mkm(Ek) ÃÀ

∑n
k=1Mkm(Ek), ÓÀÃÀÝ Ek ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖË ÃÀÚÏ×ÀÓ, áÏËÏ mk ÃÀ Mk ÀÒÉÀÍ ÒÉÝáÅÄÁÉ,
ÒÏÌÄËÈÀ ÛÏÒÉÓÀÝ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍ×ÉÌÖÌÉ ÃÀ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ,
ÀÙÄÁÖËÉ Ek ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ ÉÌÀÛÉÀ, ÒÏÌ ÃÀÒÁÖÓ ãÀÌÄÁÛÉ Ek
ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ [xk−1, xk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, áÏËÏ
ËÄÁÄÂÉÓ ãÀÌÄÁÛÉ Ek ÀÒÉÓ

{x ∈ [a, b] : yk−1 ≤ f(x) < yk}

ÓÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÓÀÃÀÝ [yk−1, yk) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÈÀ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ [m,M) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ,
ÐÉÒÅÄË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ Ek ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÛÉ ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÈÀÅÓ ÉÚÒÉÀÍ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÆÄ ÌÀÈÉ ÓÉÀáËÏÅÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ
- ÀÌ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÈÀ ÓÉÀáËÏÅÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉ
ÌÏÅËÄÍÀ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÂÀÍÌÀÓáÅÀÅÄÁÄËÉ ÌÏÌÄÍÔÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÈÀ ÌÄØÀÍÉÆÌÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ØÅÄÌÏÈ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÌÉÆÄÆÄÁÉ, ÒÏÌËÉÓ
ÂÀÌÏÝ, ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÛÉ ÃÀÒÁÖÓ ãÀÌÄÁÉ ÂÀÒÃÀÉØÌÍÄÁÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ãÀÌÄÁÀÃ.

ÃÀÅÉßÚÏÈ ÉÌÉÈ, ÒÏÌ, ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÉÂÄ-
ÁÀ ÒÏÂÏÒÝ f ≥ 0 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ Γf ÓÉÌÒÀÅËÉÓ (Ä.ß. ÌÒÖÃßÉÒÖËÉ
ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ) ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÌÄØÀÍÉÆÌÉ.

ÅÈØÅÀÈ, f ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÀÙ-
ÒÉÝáÅÀ ÂÅÈÀÅÀÆÏÁÓ Γf ÌÒÖÃßÉÒÖËÉ ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ ÆÏÌÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÉÓ ÛÄÌÃÄÂ
ÆÏÂÀÃ ÐÒÉÍÝÉÐÓ: Γf ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ßÄÓÉÈ, ÉÚÏ×À ÉÓÄÈ ÍÀßÉËÄ-
ÁÀÃ, ÒÏÌÄËÈÀ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÓÀÒßÌÖÍÏ ÀÒÂÖÌÄÍÔÄÁÉÝ ÀÒ-
ÓÄÁÏÁÓ. ÀÌ ÍÀßÉËÄÁÉÓ ÆÏÌÀÈÀ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÛÄÊÒÄÁÉÓ
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ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÌÈËÉÀÍÉ ÌÒÖÃßÉÒÖËÉ ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ, ÓÀÁÏËÏÏÃ ÊÉ áÃÄÁÀ ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ
Ö×ÒÏ ÃÀ Ö×ÒÏ ÆÖÓÔÉ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÖÆÒÖÍÅÄËÌÚÏ×É ÃÀÚÏ×ÄÁÉÈ ßÀÒ-
ÌÏØÌÍÉË ÆÙÅÀÒÉÈ ÐÒÏÝÄÓÛÉ.

ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÛÉ Γf -ÉÓ ÃÀÚÏ×À áÃÄÁÀ
ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: ÃÀÅÀÍÀßÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉ x0 < x1 < · · · < xn ßÄÒÔÉËÄ-
ÁÉÈ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÌÝÉÒÄ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÀÃ ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [xk−1, xk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÄ-
ÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÌÝÉÒÄ ÌÒÖÃßÉÒÖËÉ ÔÒÀÐÄÝÉÄÁÉ: Γk = {(x, t) : xk−1 ≤ x

≤ xk, 0 < t < f(x)} (1 ≤ k ≤ n). mk ÃÀ Mk ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÉÚÅÍÄÍ [xk−1, xk]

ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍ×ÉÌÖÌÉ ÃÀ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ. ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ
k-ÓÀÈÅÉÓ, Γk ÌÏÉÝÀÅÓ Ik = [xk−1, xk]× (0,mk) ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÓ ÃÀ ÜÀÒÈÖËÉÀ
Jk = [xk−1, xk]× (0,Mk) ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÛÉ (ÍÀá. 9.1).

ÍÀá. 9.1.

ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÜÀÒÈÅÄÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÈÖ Γk-Ó ÆÏÌÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈ ÌÍÉÛ-
ÅÍÄËÏÁÀÃ ÜÀÅÈÅËÉÈ Ik ÀÍ Jk ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÓ ×ÀÒÈÏÁÓ, Ä.É. mk(xk−xk−1)

ÀÍ Mk(xk − xk−1) ÓÉÃÉÃÄÓ, ÌÀÛÉÍ ÝÃÏÌÉËÄÁÀ ÀÒ ÉØÍÄÁÀ (Mk −mk)(xk −
xk−1) ÒÉÝáÅÆÄ ÌÄÔÉ. ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÊÉ, f -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ÂÀÅáÀÃÏÈ ε(xk−xk−1) ÒÉÝáÅÆÄ ÌÝÉÒÄ. ÀÌÉÓÀÈ-
ÅÉÓ, xk ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÖÍÃÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ max

1≤k≤n
(xk−xk−1) ÉÚÏÓ ÓÀÊÌÀ-

ÒÉÓÀÃ ÌÝÉÒÄ. ÌÀÛÉÍ
∑n
k=1mk(xk−xk−1) ÃÀ

∑n
k=1Mk(xk−xk−1) ãÀÌÄÁÉÓ

ÂÀÃÀáÒÀ Γf -Ó ÆÏÌÉÓ äÉÐÏÈÄÔÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÃÀÍ ÉØÍÄÁÀ ε
∑n
k=1(xk −

xk−1) = ε(b− a) ÒÉÝáÅÆÄ ÌÝÉÒÄ. ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ, ÒÏÝÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ
ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ max

1≤k≤n
(xk−xk−1) ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ, ÌÏÂÅÝÄÌÓ

ÒÉÝáÅÓ, ÒÏÌÄËÉÝ, ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ, ÒÏÌ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ Γf ÌÒÖÃßÉÒÖËÉ ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ
ÆÏÌÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÃ.

x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ Γf (x) = {(x, t) : 0 < t < f(x)} ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ
ÅÖßÏÃÏÈ Γf ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ ÌÃÂÄÍÄËÉ x ×ÖÞÉÈ (ÍÀá. 9.2).
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ÍÀá. 9.2.

ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ ÅÍÀáÄÈ, Γf ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ ÌÃÂÄÍÄËÄÁÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÖËÉÀ
ÄÒÈ ÍÀßÉËÛÉ, ÌÀÈÉ ×ÖÞÄÄÁÉÓ ÓÉÀáËÏÅÉÓ ÍÉÛÍÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÄÓ ÊÉ, ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÉßÅÄÅÓ ÄÒÈ ÍÀßÉËÛÉ ÌÚÏ× ÌÃÂÄ-
ÍÄËÈÀ ÓÉÌÀÙËÄÄÁÉÓ ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ ÓÉÀáËÏÅÄÓ. ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀ
ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÀ Γk ÍÀßÉËÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀ
ÃÀ ÌÈËÉÀÍÀÃ Γf -ÉÓ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓÀÓ.

ÒÀ áÃÄÁÀ, ÒÏÝÀ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖË ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÓ ßÚÅÄÔÉËÉ ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ? ÀÓÄÈ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ, ßÚÅÄÔÄÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÌÃÂÄÍÄËÄÁÉÓ
ÓÉÌÀÙËÄÄÁÉ ÛÏÒÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÅÍÄÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÂÀÍ ÌÀÈÉ ×ÖÞÄÄÁÉÓ ÓÉÀáËÏÅÉÓ
ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ. ÀÌÉÔÏÌ ÀÛÊÀÒÀÀ ÓÀ×ÒÈáÄ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ ÁÄÅÒÉ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, Γk ÍÀßÉËÄÁÉÓ ÖÌÄÔÄÓÏÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÆÏÌÀÈÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÀÒÀÄ×ÄØ-
ÔÖÒÉ ÀÙÌÏÜÍÃÄÓ, ÒÀÝ, ÓÀÁÏËÏÏ ãÀÌÛÉ, ÀÒ ÌÏÂÅÝÄÌÓ Γf ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀ-
ÆÏÌÅÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ. ÀÌÀÓ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ ÃÉÒÉáËÄÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀ-
ËÉÈÉ. ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÈÄÏÒÄÌÀ 9.2.1 ÀÃÀÓÔÖÒÄÁÓ, ÒÏÌ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ØÌÄÃÖÍÀÒÉÀÍÏÁÀ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÓ ÃÉÃÀÃ ÀÒ ÛÏÒÃÄÁÀ. ßÚÅÄÔÉËÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÉÍÔÄÂÒÄÁËÀÃ ÓÀàÉÒÏÀ ÓáÅÀÂÅÀÒÉ ÌÉÃÂÏÌÀ.

ßÚÅÄÔÉËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ Γf ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ ÂÀÓÀÆÏÌÀÃ ËÄÁÄÂÌÀ ÆÄÌÏÈ
ÌÏÝÄÌÖË ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÛÉ ÌÏÀáÃÉÍÀ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÃÀ ËÏÂÉÊÖÒÉ ÝÅËÉËÄÁÀ:
ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ ÌÃÂÄÍÄËÄÁÓ ÄÒÈ ÍÀßÉËÛÉ ÈÀÅÉ ÌÏÖÚÀÒÀ ÀÒÀ ÌÀÈÉ ×ÖÞÄÄÁÉÓ,
ÀÒÀÌÄÃ ÌÀÈÉ ÓÉÌÀÙËÄÄÁÉÓ ÓÉÀáËÏÅÉÓ ÍÉÛÍÉÈ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ [m,M) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ y0 < y1 < · · · < yn
ßÄÒÔÉËÄÁÉÈ ÃÀäÚÏ ßÉÍÀÓßÀÒ ÌÏÝÄÌÖË ε-ÆÄ ÌÝÉÒÄ ÓÉÂÒÞÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÀÃ.
ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ Γk ÍÀßÉËÛÉ ÈÀÅÉ ÌÏÖÚÀÒÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÌÃÂÄÍÄËÓ, ÒÏÌÄËÈÀ
ÓÉÌÀÙËÄÄÁÉ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ [yk−1, yk) ÃÉÀÐÀÆÏÍÛÉ (ÍÀá. 9.3).

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ Γk-ÛÉ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉ ÌÃÂÄÍÄËÄÁÉÓ ×ÖÞÄÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ Ek =

{x ∈ [a, b] : yk−1 ≤ f(x) < yk} ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀÌÉÔÏÌ ÚÏÅÄËÉ Γk ÍÀßÉ-
ËÉ ÌÏÉÝÀÅÓ Ik = Ek× (0, yk−1) ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÓ ÃÀ ÜÀÒÈÖËÉÀ
ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÔÉÐÉÓ Jk = Ek×(0, yk) ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ, E×(0, y) ÂÀÍ-
ÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉ ÂÀÉÆÏÌÏÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÌÉÓÉ ×ÖÞÉÓ - E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
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ÍÀá. 9.3.

ÆÏÌÀ, ÂÀÌÒÀÅËÄÁÖËÉ ÌÉÓ ÓÉÌÀÙËÄÆÄ - y ÒÉÝáÅÆÄ. ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÜÀÒÈÅÄ-
ÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÈÖ Γk-Ó ÆÏÌÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÃ ÌÉÅÉÜÍÄÅÈ Ik ÀÍ Jk
ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÓ ÆÏÌÀÓ, Ä.É. yk−1m(Ek) ÀÍ ykm(Ek) ÒÉÝáÅÓ,
ÌÀÛÉÍ ÝÃÏÌÉËÄÁÀ ÀÒ ÉØÍÄÁÀ (yk − yk−1)m(Ek) < εm(Ek) ÒÉÝáÅÆÄ ÌÄÔÉ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÁÄÂÉÓ

∑n
k=1 ykm(Ek) ÃÀ

∑n
k=1 yk−1m(Ek) ãÀÌÄÁÉÓ ÂÀÃÀáÒÀ

Γf -ÉÓ ÆÏÌÉÓ äÉÐÏÈÄÔÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÅÀ ε
∑n
k=1 m(Ek) = ε(b−a)

ÒÉÝáÅÆÄ ÌÝÉÒÄ. ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ, ÒÏÝÀ [m,M) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ
max

1≤k≤n
(yk − yk−1) ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ, ÌÏÂÅÝÄÌÓ ÒÉÝáÅÓ,

ÒÏÌÄËÉÝ, ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ, ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ Γf -ÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÃ.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖË ÌÓãÄËÏÁÀÓ ÀØÅÓ ÄÒÈÉ áÀÒÅÄÆÉ:

yk−1m(Ek) ÃÀ ykm(Ek) ÓÉÃÉÃÄÄÁÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÓ Ö×ËÄÁÀ ÂÅÀØÅÓ ÌáÏËÏÃ
Ek ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÀÌÉÔÏÌ ÓÀàÉÒÏÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÛÉ ÀÐÒÉÏÒÖËÀÃ ÌÏÅÉÈáÏÅÏÈ Ek ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÆÏ-
ÌÀÃÏÁÀ. ÄÓ ÉÂÉÅÄÀ, ÚÏÅÄËÉ [yk−1, yk) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ßÉÍÀÓÀáÄ ÉÚÏÓ ÆÏÌÀÃÉ,
ÒÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÍÉÛÍÀÅÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÀÌÒÉ-
ÂÀÃ, ËÄÁÄÂÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÉÓ ßÀÒÌÀÔÄÁÉÈ ÌÖÛÀÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀàÉÒÏÀ ßÉÍÀÓßÀÒ
ÌÏÅÉÈáÏÅÏÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ.

ÚÖÒÀÃÙÄÁÀ ÂÀÅÀÌÀáÅÉËÏÈ ÄÒÈ ÃÄÔÀËÆÄ: ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÂÀÍ, ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÛÉ ÌÒÖÃßÉÒÖËÉ
ÔÒÀÐÄÝÉÉÓ Γk ÍÀßÉËÉ, ÛÄÉÞËÄÁÀ, ÌÀÓÉÖÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉÚÏÓ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÈÖ
f ×ÖÍØÝÉÀ ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖË y ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÙÄÁÖËÏÁÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ
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ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÉÓ Γk ÍÀßÉËÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ y ∈ [yk−1, yk) ÉØÍÄÁÀ
×ÉØÓÉÒÄÁÖË ÃÀÃÄÁÉÈ ÒÉÝáÅÆÄ ÌÄÔÉ ÆÏÌÉÓ. ÈÖÌÝÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀ
áÄËÓ ÀÒ ÖÛËÉÓ Γk ÍÀßÉËÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ Ä×ÄØÔÖÒ
ÂÀÌÏÈÅËÀÓ.

ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÄÍ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ-
ÃÀÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÆÄ (ÃÀÒÁÖÓ ãÀÌÄÁÉÃÀÍ ËÄÁÄÂÉÓ ãÀÌÄÁÆÄ) ÂÀÃÀÓÅËÀÓ
ÀØÅÓ ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÀáÓÍÀ, ÒÀÝ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉÀ ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀ-
ÆÏÌÅÉÓ ÏÐÔÉÌÀËÖÒÉ ÌÄØÀÍÉÆÌÉÓ ÛÄÒÜÄÅÀÓÈÀÍ. ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉÄÒ ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄ-
ÁÖËÉ ÌÄØÀÍÉÆÌÉÓ ÖÐÉÒÀÔÄÓÏÁÀÓ ÂÀÍÀÐÉÒÏÁÄÁÓ ÝÅËÉËÄÁÀ ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ßÄÓÛÉ: ÍÀßÉËÄÁÛÉ ÌÃÂÄÍÄËÄÁÉ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ
ÀÒÀ ÌÀÈÉ ×ÖÞÄÄÁÉÓ, ÀÒÀÌÄÃ ÌÀÈÉ ÓÉÌÀÙËÄÄÁÉÓ ÓÉÀáËÏÅÉÓ ÍÉÛÍÉÈ. ÄÓ
ÌÉÃÂÏÌÀ ÊÉ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, Ä×ÖÞÍÄÁÀ ÀÓÄÅÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉÄÒ ÛÄØÌÍÉË -
ßÒ×ÉÅ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÀÓ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ.

2. ÅÈØÅÀÈ, E ÀÒÉÓ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ.
ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍ-
ÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ.

3. ÀÀÂÄÈ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ
ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ.

4. ÅÈØÅÀÈ, [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn)
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f
×ÖÍØÝÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ

lim
n→∞

∫
[a,b]

fn =

∫
[a,b]

f.

§ 3. ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÛÄÃÀÒÄÁÀ

ØÅÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒ ÉßÅÄÅÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÀÓ. Ö×ÒÏ
ÌÄÔÉÝ, ×ÖÍØÝÉÀ (ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÀÆÒÉ ÀØÅÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀÓ), ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ,
ÒÏÝÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ.

ÓÉÌÀÒÔÉÅÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.3.1. ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ
ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε ∈ (0, b−a) ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ
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[a+ ε, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÌÀÛÉÍ∫
(a,b]

|f |dm = lim
ε→0

∫
[a+ε,b]

|f |,

ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ,

f ∈ L((a, b]) ⇔ lim
ε→0

∫
[a+ε,b]

|f | <∞.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Ik = [a+(b−a)/2k, b] (k ∈ N) ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
gk = |f |χIk ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, (gk) ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÃÀ
|f | ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍ ÆÙÅÀÒÓ. ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, ÈÄÏÒÄÌÀ 9.1.1-ÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÚÏÅÄËÉ k ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ gk ∈ L((a, b]) ÃÀ∫

(a,b]

gkdm =

∫
Ik

|f |dm =

∫
Ik

|f |.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅßÄÒÈ,∫
(a,b]

|f |dm = lim
k→∞

∫
(a,b]

gkdm = lim
k→∞

∫
Ik

|f |.

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÆÙÅÀÒÉ ÊÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ,

lim
ε→0

∫
[a+ε,b]

|f |

ÆÙÅÒÉÓ ÔÏËÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 9.3.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 9.3.1-ÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÛÄÉÞ-
ËÄÁÀ, ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÉÚÏÓ ÊÒÄÁÀÃÉ, ÌÀÂÒÀÌ
×ÖÍØÝÉÀ ÀÒ ÉÚÏÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÀÓÄ áÃÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉ-
ÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÌáÏËÏÃ ÐÉÒÏÁÉÈ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ (Ä.É ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÀÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ). ÂÀÃÌÏÝÄÌÉÓ
ÓÉÓÒÖËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÅÀÂÏÈ ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
∆k ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÈÀ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÁÏËÏÄÁÉ
ØÌÍÉÀÍ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃ ÃÀ, ÉÌÀÅÃÒÏÖËÀÃ, ÊËÄÁÀÃ ÒÉÝáÅÉÈ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÓ.
ÈÉÈÏÄÖËÉ ∆k ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÉÓÉ ÛÖÀÆÄ ÂÀÚÏ×ÉÈ ÌÉÙÄÁÖ-
ËÉ ÏÒÉ ØÅÄÉÍÔÄÒÅÀËÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ∆−

k -ÉÈ ÃÀ ∆+
k -ÉÈ. ÃÀÃÄÁÉÈÉ

ak ÒÉÝáÅÉ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÐÉÒÏÁÀ: akm(∆k) = 1/k.
ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, f ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: f -Ó ∆+

k ÉÍÔÄÒÅÀËÄ-
ÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÌÉÅÀÍÉàÏÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ak ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÔÏËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄ-
ÁÉ, ∆−

k ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ - ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ (−ak) ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÔÏËÉ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ, áÏËÏ (0, 1]-ÉÓ ÃÀÒÜÄÍÉË ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÊÉ - ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ (ÍÀá. 9.4).
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ÍÀá. 9.4.

ÂÅÄØÍÄÁÀ,

lim
ε→0

∫
[ε,1]

|f | =
∞∑
k=1

∫
∆k

|f |dm =

∞∑
k=1

akm(∆k) =

∞∑
k=1

1

k
= ∞.

ÀÌÒÉÂÀÃ, (0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ f -ÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒ ÀÒÉÓ
ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ, ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ ÊÉ, ÉÂÉÅÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ
ÀÆÒÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉ ÂÀÌÏÃÉÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, [ε, 1] ÓÀáÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ ÄÒÈÓ ÌÀÉÍÝ ∆k ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ ÛÏÒÉÓ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ
ÌÉÍÉÌÀËÖÒÉ k = k(ε) ÍÏÌÄÒÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ∆k ÀÒÀÀ ÜÀÒÈÖËÉ [ε, 1]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ. ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ j-ÓÈÅÉÓ,
∫
∆j
f =

∫
∆−

j
f +∫

∆+
j
f = 0. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÃÀÅßÄÒÈ,∣∣∣∣ ∫

[ε,1]

f

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ k(ε)−1∑
j=1

∫
∆j

f +

∫
[ε,1]∩∆k(ε)

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
∆k(ε)

|f | = 1

k(ε)
.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÖÛÖÀËÏÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ lim
ε→0

∫
[ε,1]

f = 0 ÔÏËÏÁÀÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 9.3.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 9.3.1-ÉÓ ÀÍÀËÏÂÄÁÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ
ÓáÅÀ ÓÀáÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. α ÃÀ β ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÒÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÉÓ f(x) = xα sinxβ

(x ∈ (0, 1]) ×ÖÍØÝÉÀ: À) ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ; Á) ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÒÀÓÀ-
ÊÖÈÒÉÅÉ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ?

2. α ÃÀ β ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÒÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÉÓ f(x) = xα sinxβ

(x ∈ [1,∞)) ×ÖÍØÝÉÀ: À) ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ; Á) ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÒÀ-
ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ?
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§ 4. ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÙÃÂÄÍÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÐÒÏÁËÄÌÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÂÖ-
ËÉÓáÌÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÓ: ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ÚÏÅÄË
x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÒÏÂÏÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ, ÂÀÌÏÅÓÀáÏÈ
(ÀÙÅÀÃÂÉÍÏÈ) f ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ ÌÉÓÉ f ′ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ?

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÀÙÒÉÝáÅÉÓ ÊÖÒÓÉÃÀÍ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ f ′ ÀÒÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ, ÌÀÛÉÍ

f(x) = f(a) +

∫
[a,x]

f ′ (x ∈ [a, b]).

Ä.É. ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÙÅÀÃÂÉÍÏÈ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÐÀÒÀÔÉÓ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÈÖ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ.

ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÅÄÒ ÉÞËÄÅÀ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ
ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÓ ÈÅÉÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÄ-
ÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ ÊÉ, ÒÀÝ ÉÌÀÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÀÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ.
ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÂÄÁÀ. ÌÓÂÀÅÓÉ ÌÀÂÀËÉÈÉ ÈÀÅÃÀ-
ÐÉÒÅÄËÀÃ ÀÀÂÏ Å. ÅÏËÔÄÒÀÌ (1881 ß.).

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÒÀÉÌÄ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉ ÃÀ ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ
E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀØÅÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÀ. ÀÓÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊÏÍ-
ÓÔÒÖØÝÉÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉÚÏ 8.9.4 ÛÄÍÉÛÅÍÀÛÉ. ((ak, bk)) ÉÚÏÓ E-Ó ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ
ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ.

f : [0, 1] → R ×ÖÍØÝÉÀÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÌÉÅÀÍÉàÏÈ ÍÖËÉÓ
ÔÏËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ, áÏËÏ ÚÏÅÄË (ak, bk) ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ f(x)

ÉÚÏÓ

(x− ak)
2(x− bk)

2 sin
1

(bk − ak)(x− ak)(x− bk)

ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ÔÏËÉ.
ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ

ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÅÈØÅÀÈ, x ∈ E ÃÀ y ÀÒÉÓ [0, 1]

ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÒÀÉÌÄ ßÄÒÔÉËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÓ x-ÉÓ ÌÀÒãÅÍÉÅ. ÈÖ y ∈
E, ÌÀÛÉÍ f(y) = f(x) = 0. y /∈ E ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ (ak, bk)

ÉÍÔÄÒÅÀËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ y ßÄÒÔÉËÓ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ x ≤ ak < y.
ÛÄÃÄÂÀÃ, y − ak ≤ y − x ÃÀ

f(y)− f(x)

y − x
≤ y − ak ≤ y − x.
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ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË x ∈ E, x ̸= 1, ßÄÒÔÉËÛÉ f -ÉÓ ÌÀÒãÅÄ-
ÍÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÁÀ,
ÒÏÌ ÚÏÅÄË x ∈ E, x ̸= 0, ßÄÒÔÉËÛÉ f -ÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÝáÀÃÉÀ, f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ x ∈ (ak, bk) ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ

f ′(x) = 2(x− ak)(x− bk)(2x− ak − bk) sin
1

(bk − ak)(x− ak)(x− bk)
−

− 2x− ak − bk
bk − ak

cos
1

(bk − ak)(x− ak)(x− bk)
.

ÀÌÒÉÂÀÃ, f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÀÌÀÓÈÀÍ, f ′ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÊÄÒÞÏÃ, |f ′(x)| ≤ 3 ÚÏÅÄËÉ x-ÓÈÅÉÓ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀ-
ÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ f ′(x) ÉÒáÄÅÀ −1 ÃÀ 1 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÛÏÒÉÓ, ÒÏÝÀ x

ÖÀáËÏÅÃÄÁÀ ak ÀÍ bk ßÄÒÔÉËÓ (ak, bk) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÛÉÂÍÉÃÀÍ. ÀØÄÃÀÍ
ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ f ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÚÅÄÔÉËÏÁÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ E

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈÏÄÖË ßÄÒÔÉËÛÉ, ÄÓ ÊÉ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÉßÅÄÅÓ f ′-ÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÀÒÀÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÜÅÄÍ ÌÉÄÒ ÃÀÓÀáÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÀÂÀËÉÈÉ ÀÂÄÁÖËÉÀ.

áÀÆÂÀÓÌÉÈ ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ ÌÄ-19 ÓÀÖÊÖÍÉÓ ÁÏËÏÓ ÐÉÒÅÄËÚÏ-
×ÉËÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ ÉÚÏ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ
ÐÒÏÁËÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÜÄÍÃÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÉÓ ÀÖÝÉ-
ËÄÁËÏÁÀÓ. ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ À. ËÄÁÄÂÓ ÃÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ
ÀÒÓÄÁÉÈ ÐÒÏÂÒÄÓÓ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÓÈÀÍ
ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÉÉÙßÄÅÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.4.1. ÈÖ f ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ f ′ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ,
ÌÀÛÉÍ f ′ ∈ L([a, b]) ÃÀ

f(x) = f(a) +

∫
[a,x]

f ′dm (x ∈ [a, b]).

ÀÌÒÉÂÀÃ, ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÓÒÖËÀÃ ßÚÅÄÔÓ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉÓ ÀÙ-
ÃÂÄÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ
(ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÌÄ-12 ÈÀÅÛÉ) ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÓ ÀÙÀÃÂÄÍÓ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ, ÊÄÒÞÏÃ, ÌÀÛÉÍÀÝ,
ÒÏÝÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ ÛÄÓÖÓÔÄÁÖËÉÀ ÃÀ ÌÏÈ-
áÏÅÍÉËÉÀ ÌáÏËÏÃ ÌÉÓÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÉÃÀÍÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ßÀÒÌÏÄÁÀ-
ÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ
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f ×ÖÍØÝÉÀ [a, b+1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÉÓÄ, ÒÏÌ (b, b+1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ x ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ
ÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ ÂÀÌÏÉÈÅËÄÁÏÃÄÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

f(x) = f(b) + f ′(b)(x− b).

ÀáËÀ f ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ [a, b + 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ
(ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÖßÚÅÄÔÉ) ×ÖÍØÝÉÀ.

ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÉ ∆k ×ÖÍØÝÉÀ:

∆k(x) =
f(x+ 1/k)− f(x)

1/k
(x ∈ [a, b]).

ÚÏÅÄË x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ f ′(x) = lim
k→∞

∆k(x). ÀÌÒÉ-

ÂÀÃ, f ′ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔ ∆k ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ.
ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ f ′-ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ,
[a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÆÏÌÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÉÓÀ ÃÀ f ′-ÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ,
f ′ ÉØÍÄÁÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÝ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ∆k ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ

C = sup{|f ′(x)| : x ∈ [a, b]}

ÒÉÝáÅÉÈ. ÌÀÒÈËÀÝ, ËÀÂÒÀÍÑÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÚÏÅÄËÉ x-ÓÈÅÉÓ
ÃÀ ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ θ = θx,k ∈ (0, 1), ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ∆k(x) =

f ′(x+ θ/k), ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ |∆k(x)| ≤ C ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ.
ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ [a, b]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ C ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÔÏËÉ

×ÖÍØÝÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ
ÌÀÑÏÒÀÍÔÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÃÀÅßÄÒÈ,∫

[a,b]

f ′dm = lim
k→∞

∫
[a,b]

∆kdm.

ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ ∫
[a,b]

∆kdm = k

∫
[a,b]

f(·+ 1/k)dm − k

∫
[a,b]

fdm.

f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÀÌ ÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÛÄÉÞ-
ËÄÁÀ ÂÀÅÉÂÏÈ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ. ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, x = t − 1/k ÝÅËÀÃÉÓ ÛÄÝÅËÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

[a,b]

∆k = k

∫
[a+1/k,b+1/k]

f − k

∫
[a,b]

f =

= k

∫
[b,b+1/k]

f − k

∫
[a,a+1/k]

f.
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ÈÖ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÏÒÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÓÀÛÖÀËÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-
ÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ∫

[a,b]

∆k = f(b+ θk/k)− f(a+ ξk/k),

ÓÀÃÀÝ θk, ξk ∈ (0, 1). ÓÀÉÃÀÍÀÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀ:∫

[a,b]

f ′dm = f(b)− f(a).

ÝáÀÃÉÀ, ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖË ÔÏËÏÁÀÛÉ b ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÛÄÅÝÅÀËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x-ÉÈ
[a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÃÀÍ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 9.4.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 1 ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍ-
ÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÈÀÝ: ÈÖ f ∈ L([a, b]) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ,
ÒÏÌ F ÀÒÉÓ f -ÉÓ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ, ÌÀÛÉÍ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÍÉÖÔÏÍ-ËÀÉÁÍÉÝÉÓ
ÔÏËÏÁÀ: ∫

[a,b]

fdm = F (b)− F (a).
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È À Å É 10

ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÓÉÅÒÝÄÈÀ ÍÀÌÒÀÅËÆÄ

ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÃÀÍ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ÏÒÉ (ÃÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÌÒÀÅÀËÉ)
ÝÅËÀÃÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÄÒÈÉ ÝÅËÀ-
ÃÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÆÄ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ: ÈÖ
f ÀÒÉÓ [a, b]× [c, d] ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ∫

[a,b]×[c,d]

f(x, y)dxdy =

=

∫
[a,b]

(∫
[c,d]

f(x, y)dy

)
dx =

∫
[c,d]

(∫
[a,b]

f(x, y)dx

)
dy.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÏÒãÄÒÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÓÀÐÏÅÍÄËÀÃ ÓÀÊÌÀ-
ÒÉÓÉÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ Ä.ß. ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÓ ÛÏÒÉÓ,
ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÍÉ ÊÉ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÄÒÈÉ ÝÅËÀÃÉÓ ÌÉÌÀÒÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈÉ ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÓ.

ÀÌ ÈÀÅÛÉ ãÄÒÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÀÌÃÄ ÃÀÚÅÀÍÉÓ
ÛÄÓÀáÄÁ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ÀÌ ÔÉÐÉÓ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÂÀÌÏ-
ÚÄÍÄÁÀ.

§ 1. ÆÏÌÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ

ÅÈØÅÀÈ, X ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, S - X-ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉÓ ÒÀÉÌÄ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ, áÏËÏ µ - S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ
ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ Y ÓÉÌÒÀÅËÄ, T ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ ÃÀ ν ÆÏÌÀ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃÀÀ
ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ µ ÃÀ ν ÆÏÌÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ, Ä.É. S × T ÍÀáÄ-
ÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

(µ× ν)(A×B) = µ(A)ν(B) (A ∈ S, B ∈ T).

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.1) µ× ν ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ. ØÅÄÌÏÈ
ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ µ× ν ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÆÏÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÝ.



S×T ÃÄÊÀÒÔÖË ÍÀÌÒÀÅËÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÌÀÒÈÊÖÈ-
áÄÃÄÁÉ, áÏËÏ A×B ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÓÀÈÅÉÓ A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÅÖßÏÃÏÈ
ÂÅÄÒÃÄÁÉ.

ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ X × Y . ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ Ex-ÉÈ
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ {y ∈ Y : (x, y) ∈ E} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ ÌÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ x ßÄÒÔÉËÉÈ
ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊÅÄÈÀ. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ y ∈ Y

ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ Ey-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ {x ∈ X : (x, y) ∈ E} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ ÌÀÓ
ÅÖßÏÃÏÈ y ßÄÒÔÉËÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊÅÄÈÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ,
ÒÏÌ ÊÅÄÈÀ ÀÒ ÀÒÉÓ X×Y ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ X-ÉÓ
ÀÍ Y -ÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ (ÍÀá. 10.1).

ÍÀá. 10.1.

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÊÅÄÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ
[En]x ÃÀ [En]

y ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.1.1. µ× ν ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ S ÊËÀÓÉ
ÀÒÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ, Ä.É. (X, S, µ) ÓÀÌÄÖËÉ ÀÒÉÓ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄ. ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, µ ÆÏÌÀÓ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÄÁÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÃÀ ÅÉÌÓãÄËÄÁÈ ÀÌ
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÙÄÁÖËÉ σ-ÀËÂÄÁÒÉÓÀ ÃÀ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ R = A × B ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ X ∋ x 7→
ν(Rx) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÙßÄÒÓ ÌÉÓÉ x-ÊÅÄÈÄÁÉÓ ÆÏÌÄÁÓ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ
Rx = B, ÈÖ x ∈ A; ÃÀ Rx = ∅, ÈÖ x /∈ A. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

ν(Rx) = ν(B), ÈÖ x ∈ A; ÃÀ ν(Rx) = 0, ÈÖ x /∈ A. (1)

ÝáÀÃÉÀ, x 7→ ν(Rx) ÀÒÉÓ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀ (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÓÈÀÍ
ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ. ÀÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÜÀÅßÄÒÏÈ

∫
X
ν(Rx)dµ(x) ÓÀáÉÈ. ÄÓ

ÉÍÔÄÂÒÀËÉ (1)-ÉÓ ÞÀËÉÈ µ(A)ν(B) ÒÉÝáÅÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ,

(µ× ν)(R) =

∫
X

ν(Rx)dµ(x). (2)
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ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÓ ÆÏÌÉÓ (2) ÓÀáÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÀÒÉÓ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÉÍÓÔÒÖÌÄÍÔÉ.

ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ µ× ν ×ÖÍØÝÉÉÓ σ-ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ. ÍÀÈÄËÉÀ, ÒÏÌ ÆÏÌÉÓ ÓáÅÀ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÒÀÉÌÄ R ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉÀ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ Rn (n ∈ N) ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ
ÓÀáÉÈ. ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ:

(µ× ν)(R) =

∞∑
n=1

(µ× ν)(Rn).

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x-ÓÈÅÉÓ [Rn]x ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ Rx =

∪∞
n=1[Rn]x. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

ν(Rx) =

∞∑
n=1

ν([Rn]x). (3)

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (2) ÃÀ (3) ÐÉÒÏÁÄÁÓ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ
ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ

∑∞
n=1 ν([Rn]x) ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓÀÈÅÉÓ, ÃÀÅßÄÒÈ,

(µ× ν)(R) =

∫
X

ν(Rx)dµ(x) =

=

∞∑
n=1

∫
X

ν([Rn]x)dµ(x) =

∞∑
n=1

(µ× ν)(Rn).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

§ 2. ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÃÀ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ
ÍÀÌÒÀÅËÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ. µ ÃÀ ν ÆÏÌÄÁÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ (ÀÙÍÉÛÅÍÀ: µ⊗ν) ÄßÏÃÄÁÀ µ×ν ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. µ⊗ν ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ S ⊗ T-ÈÉ ÃÀ ÌÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ S ÃÀ T ÊËÀÓÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ
ÍÀÌÒÀÅËÉ. ÃÀÁÏËÏÓ, (X×Y, S⊗T, µ⊗ν) ÓÉÅÒÝÄÓ ÅÖßÏÃÏÈ (X, S, µ) ÃÀ
(Y,T, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÃÀÁÀË-
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÓÀáÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.2.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ p ÃÀ q ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,

mp+q = mp ⊗mq.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ mp+q = vp+q , mp = vp,
mq = vq ÃÀ vp+q = vp × vq , ÌÀÛÉÍ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÔÏËÏÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ
ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ:

vp × vq = mp ×mq. (1)

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ (1) ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ, ÈÖ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ
ÔÏËÏÁÀÓ:

(vp × vq)
∗ = (mp ×mq)

∗.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (vp×vq)∗ ÃÀ (mp×mq)
∗ ÂÀÒÄ ÆÏÌÄÁÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÉÀÍ

ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

(vp × vq)
∗(E) = inf

∑
k

vp(Ik)vq(Jk),

ÓÀÃÀÝ ØÅÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÀÉÙÄÁÀ E-Ó ÃÀÌ×ÀÒÀÅÉ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ Ik×Jk ∈ Ip×Iq
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ;

(mp ×mq)
∗(E) = inf

∑
k

mp(Ak)mq(Bk),

ÓÀÃÀÝ ØÅÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÀÉÙÄÁÀ E-Ó ÃÀÌ×ÀÒÀÅÉ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ Ak × Bk ∈
Lp × Lq ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÝáÀÃÉÀ, ÌÄÏÒÄ ØÅÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÃÀ×ÀÒÅÄÁÉÓ Ö×ÒÏ ÌÃÉÃÀÒÉ ÊËÀÓÉÓ ÌÉ-
áÄÃÅÉÈ ÀÉÙÄÁÀ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, (mp ×mq)

∗(E) ≤ (vp × vq)∗(E). ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ
ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÖÔÏËÏÁÀ:

(vp × vq)
∗(E) ≤ (mp ×mq)

∗(E). (2)

(2) ÝáÀÃÉÀ, ÈÖ (mp×mq)
∗(E) = ∞. ÀÓÄ ÒÏÌ, ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ÂÅÒÜÄÁÀ (mp×

mq)
∗(E) < ∞ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÏÈ Ak ×

Bk ∈ Lp × Lq ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ×ÀÒÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÃÀ∑
k

mp(Ak)mq(Bk) < (mp ×mq)
∗(E) + ε.

ÛÄÌÃÄÂ, mp = vp ÃÀ mq = vq ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÚÏÅÄËÉ k-
ÓÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÏÈ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ (Ik,s) ÃÀ (Jk,r) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ,
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ×ÀÒÀÅÄÍ Ak ÃÀ Bk ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÃÀ ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÀÊÌÀÚÏ-
×ÉËÄÁÄÍ ÐÉÒÏÁÄÁÓ: ∑

s

vp(Ik,s) < mp(Ak) + δk,∑
r

vq(Jk,r) < mq(Bk) + δk,

ÓÀÃÀÝ δk ÉÌÃÄÍÀÃ ÌÝÉÒÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉÀ, ÒÏÌ

(mp(Ak) + δk)(mq(Bk) + δk) < mp(Ak)mq(Bk) +
ε

2k
.
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ÀÓÄÈ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ,∑
s,r

vp(Ik,s)vq(Jk,r) =
∑
s

vp(Ik,s)
∑
r

vq(Jk,r) <

< (mp(Ak) + δk)(mq(Bk) + δk) < mp(Ak)mq(Bk) +
ε

2k
.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ {Ik,s×Jk,r}s,r ÊËÀÓÉ
×ÀÒÀÅÓ Ak ×Bk ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

(vp × vq)
∗(E) ≤

∑
k,s,r

vp(Ik,s)vq(Jk,r) <

<
∑
k

[mp(Ak)mq(Bk) + ε/2k] < (mp ×mq)
∗(E) + 2ε.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ε > 0-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ (2) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒ-
ÈËÉÀÍÏÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.2.1. ÅÈØÅÀÈ, A ÃÀ B ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ Rp ÃÀ Rq ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÌÀÈÉ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ A×B ÍÀÌÒÀÅ-
ËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ Rp+q ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, A × B ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÛÄÃÉÓ mp ⊗ mq ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÛÉ. ÄÓ ÆÏÌÀ ÊÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ 10.2.1-ÉÓ
ÈÀÍÀáÌÀÃ ËÄÁÄÂÉÓ mp+q ÆÏÌÀÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, A×B ÛÄÃÉÓ mp+q ÆÏÌÉÓ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÛÉ, ÀÍÖ ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ Rp+q ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.2.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÓØÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉ-
ÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.2.2. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ µ ÃÀ ν ÆÏÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ÔÏËÏÁÀ

µ× ν = µ× ν.

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ. µ ÃÀ ν ÆÏÌÄÁÉÓ ÁÏ-
ÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ (ÀÙÍÉÛÅÍÀ: µ⊙ν) ÄßÏÃÄÁÀ µ×ν ÆÏÌÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖË
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. ÝáÀÃÉÀ, ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ
ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀÓ σa(S × T) ÊËÀÓÆÄ. σa(S × T) ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ S ÃÀ
T ÊËÀÓÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ. (X × Y, σa(S× T), µ⊙ ν) ÓÉÅÒÝÄÓ
(X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖË ÍÀÌÒÀÅËÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÀÒ ÂÅÀÞ-
ËÄÅÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀÓ, Ä.É. mp⊙mq ̸= mp+q. ÄÓ ×ÀØÔÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÌ
ÈÀÅÉÓ ÌÄ-5 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ.
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, H ⊂ 2X ÃÀ R ⊂ 2Y ÒÀÉÌÄ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÄÁÉÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ
σa(σa(H)× σa(R)) = σa(H× R).

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.2.2 ÀÌÏÝÀÍÀ 1-ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ-
ÚÄÍÄÁÉÈ.

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÁÏÒÄËÉÓ ÆÏÌÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÃÀÁÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÁÏ-
ÒÄËÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÓÀáÉÈ, Ä.É. mB,p+q = mB,p ⊙mB,q.

§ 3. ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ ÌÉÓÉ ÊÅÄÈÄÁÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÈÀÅÀÒÉ ÃÀÓÀÚÒÃÄÍÉÀ ÆÏÌÀÈÀ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ
ÛÄÓßÀÅËÉÓÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.3.1. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ,
áÏËÏ R ⊂ X×Y ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉ.
ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ⊂ R, E ∈ σa(S× T), ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ:

• E-Ó ÚÏÅÄËÉ ÊÅÄÈÀ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀÃÉ, Ä.É. Ex ∈ T ÚÏÅÄËÉ x ∈ X-
ÓÈÅÉÓ ÃÀ Ey ∈ S ÚÏÅÄËÉ y ∈ Y -ÓÈÅÉÓ;

• ν(Ex), ÒÏÂÏÒÝ x ÝÅËÀÃÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ; áÏËÏ
µ(Ey), ÒÏÂÏÒÝ y ÝÅËÀÃÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÒÉÓ ν-ÆÏÌÀÃÉ;

• ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

(µ⊗ ν)(E) =

∫
X
ν(Ex)dµ(x) =

∫
Y
µ(Ey)dν(y).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ∆ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ E ⊂ R, E ∈ σa(S × T), ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÊÅÍÄÁÉ. ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ,
ÒÏÌ ∆ ÊËÀÓÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÈáÉ ÈÅÉÓÄÁÀ:

a) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ H ⊂ R ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ∆ ÊËÀÓÓ;
b) ÈÖ (En) ÀÒÉÓ ∆ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÌÀÛÉÍ∪∞

n=1En ∈ ∆;
c) ÈÖ {En} ÀÒÉÓ ∆ ÊËÀÓÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ

ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÌÀÛÉÍ
∪
nEn ∈ ∆;

d) ÈÖ (En) ÀÒÉÓ ∆ ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÄÁÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÌÀÛÉÍ∩∞
n=1En ∈ ∆.

ÈÉÈÏÄÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÛÄÌÏßÌÄÁÉÓÀÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌáÏËÏÃ x-ÊÅÄÈÄÁÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. y-ÊÅÄÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÓãÄËÏÁÀ ÓÀÅÓÄÁÉÈ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ.

a)-Ó ÓÀÜÅÄÍÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÌÄÏÒÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.1.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ
ÌÏÝÄÌÖËÉ ÀÒÂÖÌÄÍÔÄÁÉ. ÊÄÒÞÏÃ, H = A × B ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ,
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ÒÏÌ:

Hx = B (x ∈ A), Hx = ∅ (x /∈ A);

ν(Hx) = ν(B)χA(x) (x ∈ X).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÓÀàÉÒÏ ÃÀÓÊÅÍÄÁÉ.
ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ b) ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ E =

∪
nEn. ÍÄÁÉÓÌÉ-

ÄÒÉ x-ÓÈÅÉÓ [En]x (n ∈ N) ÊÅÄÈÄÁÉ ÆÏÌÀÃÄÁÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÆÏÌÀÃÉÀ ÌÀÈÉ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ Ex-ÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÉÈ Ex ÊÅÄÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ
ÌÏÈáÏÅÍÀ ÛÄÌÏßÌÄÁÖËÉÀ.

(En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄ-
ÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÀØÅÓ,

ν([En]x) ↑ ν(Ex) ÚÏÅÄËÉ x ∈ X-ÓÈÅÉÓ,

ÓÀÃÀÝ an ↑ a ÜÀÍÀßÄÒÉ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ (an) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÒÃÀÃÉÀ ÃÀ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ a ÒÉÝáÅÉÓÀÊÄÍ. ÀÌÒÉÂÀÃ, x 7→ ν(Ex) ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ µ-
ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍ ÆÙÅÀÒÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÀÅÀÃÀÝ
ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ, ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ
ÃÀÅßÄÒÏÈ, ÒÏÌ

lim
n→∞

∫
X

ν([En]x)dµ(x) =

∫
X

ν(Ex)dµ(x). (1)

ÊÅËÀÅ (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÌÏ,

lim
n→∞

(µ⊗ ν)(En) = (µ⊗ ν)(E). (2)

ÓÀÁÏËÏÏÃ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ En ∈ ∆, (1)-ÉÓ ÃÀ (2)-ÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

(µ⊗ ν)(E) =

∫
X

ν(Ex)dµ(x).

ÀÌÉÈ b) ÐÉÒÏÁÀ ÛÄÌÏßÌÄÁÖËÉÀ.
ÆÏÌÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÒ×ÉÅÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ

ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ, ÒÏÌ c) ÈÅÉÓÄÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ {En} ÊËÀÓÉÓ ÓÀÓÒÖ-
ËÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÀÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, c)-Ó ÃÀÒÜÄÍÉËÉ ÍÀßÉËÉ ÖÊÅÄ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ b) ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÓ.

d) ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÛÄÌÏßÌÄÁÀ áÃÄÁÀ b) ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÓØÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄ-
ÁÉÈ. ÌÓãÄËÏÁÀÛÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÌÏÌÄÍÔÄÁÉÀ ÉÓ, ÒÏÌ, ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ, ÂÅÉßÄÅÓ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ,
áÏËÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÍÉÛÍÉÓ ØÅÄÛ ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ ÊÉ, ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÍÀÝÅËÀÃ, ÖÍÃÀ ÃÀÅÄÚÒÃÍÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ ÌÀÑÏÒÀÍÔÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ
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ÛÄÓÀáÄÁ. ÒÏÂÏÒÝ ÆÏÌÉÓ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ, ÀÓÄÅÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄ-
ÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÃÀÓÀÛÅÄÁÉÀ En ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÏÌÝÅÄËÉ R ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÓ
ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÆÏÌÀÈÀ ÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ∆ ÊËÀÓÉÓ a)− d) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÛÄÌÏßÌÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ a) ÃÀ c) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ∆ ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ R-ÛÉ
ÛÄÌÀÅÀËÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË r[(S × T) ∩ R] ÒÂÏËÓ, áÏËÏ b)

ÃÀ d) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÊÉ, ∆ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒ ÊËÀÓÓ. ÀØÄÃÀÍ,
ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.2) σa[(S× T) ∩R] ÄÌÈáÅÄÅÀ
r[(S×T)∩R] ÒÂÏËÉÓ ÛÄÌÝÅÄË ÌÉÍÉÌÀËÖÒ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒ ÊËÀÓÓ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ
∆ ⊃ σa[(S× T)∩R] ÜÀÒÈÅÀÓ. ÀáËÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 3.3.3, ÒÏÌËÉÓ
ÈÀÍÀáÌÀÃ,

σa[(S× T) ∩R] = σa(S× T) ∩R.

ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ∆ ⊃ σa(S × T) ∩ R ÜÀÒÈÅÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ. �

E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÛÉ,
ÈÖ E ∈ S ÃÀ µ(X \ E) = 0.

ÀÌ ÈÀÅÉÓ ×ÀÒÂËÄÁÛÉ ÌÉÅÉÜÍÄÅÈ, ÒÏÌ ÒÀÉÌÄ ÈÅÉÓÄÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ, ÈÖ ÀÌ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀØÅÓ ÓÒÖËÉ
ÆÏÌÀ.

(X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÓÒÖËÉ, ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÓÒÖËÉÀ.
ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄ ÀÒÉÓ ÓÒÖËÉ. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÏÒÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ (ÒÏÌËÄÁÉÝ, ÌÉÈÉÈÄÁÉÓ ÂÀÒÄÛÄ, ÒÀÌÃÄÍãÄÒÌÄ ÉØ-
ÍÄÁÀ ØÅÄÌÏÈ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ): 1) ÈÖ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÝÀÅÓ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÌÀÛÉÍ A ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ; 2) ÈÖ X-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀÃÉ, ÌÀÛÉÍ
f ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.3.2. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ
ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ, áÏËÏ R ⊂ X × Y ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ
ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ⊂ R, E ∈ S⊗ T, ÓÉÌÒÀÅËÉ-
ÓÀÈÅÉÓ:

• E-Ó ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÊÅÄÈÀ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀÃÉ, Ä.É. XE = {x ∈
X : Ex ∈ T} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ X-ÛÉ, ÃÀ YE = {y ∈
Y : Ey ∈ S} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ Y -ÛÉ;

• ν(Ex), ÒÏÂÏÒÝ XE-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ x ÝÅËÀÃÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ,
ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ; áÏËÏ µ(Ey), ÒÏÂÏÒÝ YE-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
y ÝÅËÀÃÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÒÉÓ ν-ÆÏÌÀÃÉ;
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• ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

(µ⊗ ν)(E) =

∫
XE

ν(Ex)dµ(x) =

∫
YE

µ(Ey)dν(y).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÜÀÅÀÔÀÒÏÈ ÌáÏËÏÃ x-ÊÅÄÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. y-ÊÅÄ-
ÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÓãÄËÏÁÀ ÓÀÅÓÄÁÉÈ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ.

ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÍÖËÉ
ÆÏÌÉÓÀÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÒÓÄÁÏÁÓ E-Ó ÛÄÌÝÅÄËÉ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ
Ê ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÓ σa(S × T) ÊËÀÓÓ. ÝáÀÃÉÀ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ

ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ Ê ⊂ R. ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.3.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, Êx ÆÏÌÀÃÉÀ
ÚÏÅÄËÉ x-ÓÈÅÉÓ, x 7→ ν(Êx) ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ∫

X

ν(Êx)dµ(x) = 0.

ÓÀÉÍÔÄÂÒÏ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

A = {x ∈ X : ν(Êx) = 0}

ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ X-ÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, Ex ⊂ Êx ÜÀÒÈÅÉÓÀ ÃÀ ν ÆÏÌÉÓ
ÓÉÓÒÖËÉÓ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ: ÚÏÅÄËÉ x ∈ A-ÓÈÅÉÓ Ex ÊÅÄÈÀ
ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ν(Ex) = 0. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, XE ⊃ A ÜÀÒÈÅÉÓÀ ÃÀ µ ÆÏÌÉÓ
ÓÉÓÒÖËÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÀÃÅÉËÀÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀØÅÓ ÓÀÌÉÅÄ
ÓÀàÉÒÏ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ⊂ R, E ∈ S⊗T, ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ.
ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4.1 ÃÀ E ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÓÀáÉÈ E = M ∪ N ,
ÓÀÃÀÝ M ∈ σa(S×T), áÏËÏ N ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÝáÀÃÉÀ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ
ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ M ∩ N = ∅. ÈÄÏÒÄÌÀ 10.3.1-ÉÓ ÃÀ ÖÊÅÄ ÂÀÍáÉËÖËÉ
ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞ-
ÅÄËÆÄ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ, ÒÏÌ M ∪N ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÓ ÀØÅÓ ÓÀÌÉÅÄ ÓÀàÉÒÏ
ÈÅÉÓÄÁÀ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.3.1. 10.3.1 ÃÀ 10.3.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÐÖÍØÔÉ ÀÒÀÀ
ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ, Ä.É. ÊÅÄÈÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒ ÉßÅÄÅÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, Å. ÓÄÒÐÉÍÓÊÉÌ ÀÀÂÏ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ßÒ×ÄÓÈÀÍ ÀØÅÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÏÒÄ-
ËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ.

§ 4. ×ÖÁÉÍÉÓÀ ÃÀ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÆÏÌÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ
ÍÀÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ

ÓÀÊÌÀÏÃ ÆÏÂÀÃ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ãÄÒÀÃÉ (Ä.É. ÆÏÌÀÈÀ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ
ÂÀÍáÉËÖËÉ)

∫
X×Y fd(µ⊗ν) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÈÀÍÀÌÀÌÒÀÅËÉ ÆÏÌÄÁÉÓ
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ÌÉáÄÃÅÉÈ ÀÙÄÁÖË
∫
X

( ∫
Y
fdν

)
dµ ÃÀ

∫
Y

( ∫
X
fdµ

)
dν ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈ ÉÍÔÄÂ-

ÒÀËÄÁÆÄ. ØÅÄÌÏÈ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ ÏÒÉ ÖÌÈÀÅÒÄÓÉ
ÛÄÃÄÂÉ. ÐÉÒÅÄË ÌÀÈÂÀÍÓ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÄÍ, ÒÏÂÏÒÝ ÔÏÍÄËÉÓ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄÓ
ÊÉ - ÒÏÂÏÒÝ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ.

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÓÀàÉÒÏ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ.

ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ X × Y ÃÄÊÀÒÔÖË ÍÀÌÒÀÅËÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÒÀÉÌÄ
×ÖÍØÝÉÀ. ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ x ∈ X-ÓÈÅÉÓ fx-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Y ∋ y 7→ f(x, y)

×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÌÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ x-ÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÅÄÈÀ. ÀÍÀËÏ-
ÂÉÖÒÀÃ, y ∈ Y -ÈÅÉÓ fy-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ X ∋ x 7→ f(x, y) ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÌÀÓ
ÅÖßÏÃÏÈ y-ÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÅÄÈÀ. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÊÅÄÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ [fn]x ÃÀ [fn]

y ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉ.

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ.
X × Y -ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

Xf = {x ∈ X : fx ÀÒÉÓ ν-ÆÏÌÀÃÉ},

Y f = {y ∈ Y : fy ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ},
X∗
f = {x ∈ X : fx ÀÒÉÓ ν-ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ fx ∈ L(Y, ν)},

Y f∗ = {y ∈ Y : fy ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ fy ∈ L(X,µ)}.

ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ (µ⊗ ν)-ÆÏÌÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ (Ö×ÒÏ ÆÖÓÔÀÃ, ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ (µ, ν, µ⊗ ν) ÓÀÌÄÖËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ),
ÈÖ:

• ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ fx ÊÅÄÈÀ ÀÒÉÓ ν-ÆÏÌÀÃÉ,
Ä.É. µ(X \Xf ) = 0;

• ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ y ∈ Y ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ fy ÊÅÄÈÀ ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ,
Ä.É. ν(Y \ Y f ) = 0;

•
∫
Y
fdν ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ. ÀØ

∫
Y
fdν ÂÀÉÂÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ ×ÖÍ-

ØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ x ∈ Xf ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ
∫
Y
fxdν ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÔÏËÉÀ,

áÏËÏ x ∈ X \Xf ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÊÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ;
•
∫
X
fdµ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ν-ÆÏÌÀÃÉ. ÀØ

∫
X
fdµ ÂÀÉÂÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ ×ÖÍ-

ØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ y ∈ Y f ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ
∫
X
fydµ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÔÏËÉÀ,

áÏËÏ y ∈ Y \ Y f ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÊÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ;
• f ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÄÒÀÃÉ ÃÀ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ

ÔÏËÉÀ, Ä.É. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ:∫
X×Y

fd(µ⊗ ν) =

∫
X

(∫
Y

fdν

)
dµ =

∫
Y

(∫
X

fdµ

)
dν.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.1. ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÓÄÅÄ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÖ-
ËÉÀ

∫
X
dµ
∫
Y
fdν ÃÀ

∫
Y
dν
∫
X
fdµ ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉ.
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ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ f ∈ L(X × Y, µ ⊗ ν) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ
(Ö×ÒÏ ÆÖÓÔÀÃ, ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ (µ, ν, µ⊗ ν) ÓÀÌÄÖËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ), ÈÖ:

• ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ fx ∈ L(Y, ν), Ä.É. µ(X \
X∗
f ) = 0;

• ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ y ∈ Y ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ fy ∈ L(X,µ), Ä.É. ν(Y \
Y f∗ ) = 0;

•
∫
Y
fdν ∈ L(X,µ). ÀØ

∫
Y
fdν ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ x ∈

X∗
f ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ

∫
Y
fxdν ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÔÏËÉÀ, áÏËÏ x ∈ X \X∗

f

ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÊÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ;
•
∫
X
fdµ ∈ L(Y, ν). ÀØ

∫
X
fdµ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ y ∈ Y f∗

ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ
∫
X
fydµ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÔÏËÉÀ, áÏËÏ y ∈ Y \ Y f∗

ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÊÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ;
• f ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÄÒÀÃÉ ÃÀ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ

ÔÏËÉÀ, Ä.É. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ:∫
X×Y

fd(µ⊗ ν) =

∫
X

(∫
Y

fdν

)
dµ =

∫
Y

(∫
X

fdµ

)
dν.

f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ (ÀÙÍÉÛÅÍÀ: suppf ) ÄßÏÃÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÙÄÁÖËÏÁÓ.

(X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ (σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙ-
ÅÒÖËÉ), ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ (σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ).

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.4.1. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ
ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ X×Y -ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒ-
ÚÏ×ÉÈ (µ⊗ν)-ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉ×ÀÒÏÓ
ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ
ÊËÀÓÉÈ, ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.4.2. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ
ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ f ∈ L(X × Y, µ ⊗ ν) ×ÖÍØÝÉ-
ÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉ×ÀÒÏÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ
ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÈ, ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉ-
ÓÄÁÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 10.4.1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ
σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ X × Y -ÆÄ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ (µ⊗ν)-ÆÏÌÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ
ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, áÏËÏ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ f ∈ L(X × Y, µ ⊗ ν) ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 10.4.2. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) = (Rp,Lp,mp) ÃÀ (Y,T, ν) = (Rq,Lq,
mq). ÌÀÛÉÍ Rp+q-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ
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ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, áÏËÏ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ
f ∈ L(Rp+q) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÌÏÊËÄÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ×ÖÁÉÍÉÓÀ ÃÀ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÀÃÂÄÍÄÍ ÂÀÍÌÄ-
ÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ ÃÀ ÌÀÈ ÔÏËÏÁÀÓ ãÄÒÀÃ ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀÍ.

ËÄÌÀ 10.4.1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ
ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ. ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÚÅÄËÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ∆
ÊËÀÓÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

a) ÈÖ f, g ∈ ∆, ÌÀÛÉÍ f + g ∈ ∆;
b) ÈÖ f ∈ ∆ ÃÀ α ≥ 0, ÌÀÛÉÍ αf ∈ ∆;
c) ÈÖ (fn) ÀÒÉÓ ∆ ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÌÀÛÉÍ

(fn)-ÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ f ÀÂÒÄÈÅÄ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ∆ ÊËÀÓÓ;
d) ÈÖ (fn) ÀÒÉÓ ∆ ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÈÉ

ãÀÌÉ
∑∞

n=1 fn ÀÂÒÄÈÅÄ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ∆ ÊËÀÓÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÜÀÅÀÔÀÒÏÈ x-ÊÅÄÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. y-ÊÅÄÈÄÁÉÓ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ.

a) ÃÀ b) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÖÛÖÀËÏÃ ÌÏßÌÃÄÁÉÀÍ µ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ, ÀÒÉÈ-
ÌÄÔÉÊÖË ÏÐÄÒÀÝÉÀÈÀ ÌÉÌÀÒÈ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉÓ ÜÀÊÄÔÉËÏÁÉÓÀ ÃÀ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÒ×ÉÅÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ.

ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ c) ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ. ÈÀÅÉÃÀÍ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ f ×ÖÍ-
ØÝÉÀ, ÒÏÂÏÒÝ (µ ⊗ ν)-ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ, ÈÀÅÀÃÀÝ
(µ⊗ ν)-ÆÏÌÀÃÉÀ.

A-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Xfn ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ. ÝáÀÃÉÀ, A ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉ-
ÓÀÀ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ A-ÓÈÅÉÓ ÈÉÈÏÄÖËÉ [fn]x (n ∈ N) ÊÅÄÈÀ ν-ÆÏÌÀÃÉÀ
(Ä.É. A ⊂ Xf ). ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ A-ÓÈÅÉÓ fx ÊÅÄÈÀ,
ÒÏÂÏÒÝ ν-ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ([fn]x) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ,
ÀÂÒÄÈÅÄ ν-ÆÏÌÀÃÉÀ.∫

Y
f(x, y)dν(y) ÃÀ

∫
Y
fn(x, y)dν(y) (n ∈ N) ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ, ÒÏÂÏÒÝ

A-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ x ÝÅËÀÃÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ If -ÉÈ
ÃÀ Ifn -ÉÈ.

(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÆÒÃÀÃÉÀ (Ifn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÝ. ÀÌÀÓ-
ÈÀÍ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ A-ÓÈÅÉÓ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ, ([fn]x)

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ If (x) = lim
n→∞

Ifn(x). ÀÌÒÉÂÀÃ, If

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ µ-ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ (Ifn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍ
ÆÙÅÀÒÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, If ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ∫

A

Ifdµ = lim
n→∞

∫
A

Ifndµ.
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ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ µ(Xfn \A) = 0 ÃÀ fn ∈ ∆ (n ∈ N),
ÃÀÅßÄÒÈ,∫

A

[∫
Y

f(x, y)dν(y)

]
dµ(x) = lim

n→∞

∫
A

[∫
Y

fn(x, y)dν(y)

]
dµ(x) =

= lim
n→∞

∫
Xf

[∫
Y

fn(x, y)dν(y)

]
dµ(x) = lim

n→∞

∫
X×Y

fnd(µ⊗ ν).

ÈÖ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈáÄË ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ, ÀÌãÄÒÀÃ (fn) ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ ÁÏËÏ ÆÙÅÀÒÉ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖË ÔÏËÏÁÀÈÀ
ãÀàÅÉÃÀÍ,

∫
X×Y fd(µ⊗ν) ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÆÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÃÀÓÊÅÍÄ-

ÁÉÃÀÍ, µ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÀÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ f ∈ ∆

ÌÉÊÖÈÅÍÄÁÀÓ. ÀÌÉÈ c) ÈÅÉÓÄÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.
d) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ a) ÃÀ c) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÓ.
ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÌÀ 10.4.2. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ ÓÉÓ-
ÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ, áÏËÏ R ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖ-
ÈáÄÃÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ (µ⊗ ν)-ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌ-
ËÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ R-ÛÉ, ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÉÅÒÝÄÈÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ,
ÒÏÌ E ⊂ R, E ∈ S ⊗ T, ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.3.2-ÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ
ÔÏË×ÀÓÉÀ ÌÉÓÉ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ χE ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÄÒ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ×ËÏ-
ÁÉÓÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÄÏÒÄÌÀ 10.3.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ R-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ
ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ: i) R-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÓÀÚÒÃÄÍÉÓ ÌØÏÍÄ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ
ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ R-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÀáÀÓÉ-
ÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍ ßÒ×ÉÅ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÀÓ; ii) R-ÛÉ
ÛÄÌÀÅÀËÉ ÓÀÚÒÃÄÍÉÓ ÌØÏÍÄ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒ-
ÌÏÃÂÄÁÀ R-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÓÀÚÒÃÄÍÉÓ ÌØÏÍÄ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ
ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÒÉÓ ÓÀáÉÈ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÌÀ 10.4.1-ÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÓÀàÉÒÏ ÃÀÓÊÅÍÀÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄ-
ÁÉÓ ÌØÏÍÄ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ
{Rn} ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ×ÀÒÀÅÓ {f > 0} ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÌÀÛÉÍ ËÄÌÀ 10.4.2-ÉÓ ÞÀ-
ËÉÈ fχRn

×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÄØÍÄÁÀÈ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓ-
ßÉÍÄÁÈ f =

∑
n
fχRn ÔÏËÏÁÀÓ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ËÄÌÀ 10.4.1-Ó, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ,

ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÈÄÏÒÄÌÀ 10.4.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÀàÉÒÏ ÃÀÓÊÅÍÀ ÌÉÉÙÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ
10.4.1-ÃÀÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÌÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ:

• ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÏÒÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ
ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ;

• ÈÖ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÌÀÛÉÍ
ÌÀÓ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÝ;

• ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÀÓ ÀÂÒÄÈÅÄ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÐÉÒÅÄË ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÛÉ áÓÄÍÄÁÖË ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ, ÝáÀÃÉÀ, ÉÞËÄÅÉÀÍ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÃÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÍÀßÉËÄÁÉ. ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÓÀÜÅÄÍÄÁËÀÃ ÌáÄÃ-
ÅÄËÏÁÀÛÉ ÖÍÃÀ ÌÉÅÉÙÏÈ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ
×ÀØÔÉ. ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÅÉÓÄ-
ÁÄÁÉÓ ÃÀ ÓÉÅÒÝÄÈÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.2. ãÄÒÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÆÄ ÃÀÚ-
ÅÀÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÅÒÝÄËÃÄÁÀ ÉÌ ÓÉÔÖÀÝÉÀÆÄ, ÒÏÝÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
ÍÀÝÅËÀÃ ÌÈÄËÉ X×Y ÓÉÅÒÝÉÓÀ ÀÉÙÄÁÀ ÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀÃ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.
ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ 10.4.1 ÀÍ 10.4.2 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏ-
ÁÄÁÓ, ÌÀÛÉÍ fχE ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ
ÔÏËÏÁÄÁÓ:∫

E

fd(µ⊗ ν) =

∫
X

(∫
Ex

fdν

)
dµ =

∫
Y

(∫
Ey

fdµ

)
dν.

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ E = A×B ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÄÁÓ:∫
A×B

fd(µ⊗ ν) =

∫
A

(∫
B

fdν

)
dµ =

∫
B

(∫
A

fdµ

)
dν.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.3. ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄ-
ÁÖËÉ ÛÄÆÙÖÃÅÀ ÀÒÓÄÁÉÈÉÀ. ÀÅÀÂÏÈ ÀÌÉÓ ÃÀÌÀÃÀÓÔÖÒÄÁÄËÉ ÌÀÂÀËÉÈÉ.
(X, S, µ) ÓÉÅÒÝÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ (R, 2R, µ), ÓÀÃÀÝ µ ÃÀÌÈÅËÄËÉ ÆÏ-
ÌÀÀ R-ÛÉ, áÏËÏ (Y,T, ν) ÓÉÅÒÝÄ ÉÚÏÓ (R,L,m)-ÉÓ ÔÏËÉ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
f = χE ×ÖÍØÝÉÀ, ÓÀÃÀÝ E = {(x, x) : x ∈ R} ÃÉÀÂÏÍÀËÖÒÉ ßÒ×ÄÀ. ÈÀÅÃÀ-
ÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ E ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, f ÆÏÌÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÀÀ. ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÃÀÍ:

E =

∞∩
n=1

∞∪
k=1

(In,k × In,k),

ÓÀÃÀÝ In,k =
[
k−1
n , kn

]
.
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ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x-ÓÈÅÉÓ fx ÊÅÄÈÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
0-ÉÓ ÔÏËÉÀ, áÏËÏ ÚÏÅÄËÉ y-ÓÈÅÉÓ ÊÉ, fy ÊÅÄÈÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ 1-Ó ÖÃÒÉÓ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, f -ÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈÉ 0-ÉÓ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ
ÊÉ, ∞-ÉÓ ÔÏËÉÀ. ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÃÀÒÙÅÄÅÀÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.4. ÔÏÍÄËÉÓÀ ÃÀ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÛÉ ÓÉÅÒÝÄÈÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ
ÐÉÒÏÁÀ ÀÒÓÄÁÉÈÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÀÒÀÀ ÓÒÖËÉ ÓÉÅÒÝÄ, áÏËÏ (Y,T, ν)
ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, Ä.É. ν(Y ) > 0. ÌÀÛÉÍ X-ÛÉ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÍÖËÉ
ÆÏÌÉÓ A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ ÀÒÀÆÏÌÀÃ A∗ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÂÀÍÅÉ-
áÉËÏÈ E = A∗ × Y ÓÉÌÒÀÅËÄ X × Y ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ µ ⊗ ν

ÆÏÌÀ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉÀ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÀÌÉÔÏÌ
ÉÓ ÓÒÖËÉÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ A × Y ÓÉÌÒÀÅËÄ ÄÊÖÈÅÍÉÓ S × T
ÃÄÊÀÒÔÖË ÍÀÌÒÀÅËÓ ÃÀ

(µ× ν)(A× Y ) = µ(A)ν(Y ) = 0.

ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, A × Y ∈ S ⊗ T ÃÀ (µ ⊗ ν)(A × Y ) = 0. ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÏÒÉ
ÂÀÒÄÌÏÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, E ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ X × Y ÓÉÅÒÝÄÛÉ.
ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ y-ÓÈÅÉÓ, Ey = A∗, Ä.É. E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄËÉ y-
ÊÅÄÈÀ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉÀ. ÒÀÝ, ÝáÀÃÉÀ, ÍÉÛÍÀÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÃÀ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ
ÃÀÒÙÅÄÅÀÓ χE ∈ L(X × Y, µ⊗ ν) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.5. ÔÏÍÄËÉÓÀ ÃÀ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÛÉ ÃÂÉÍÃÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÊÅÄÈÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ. ØÅÄÌÏÈ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÌÄÔÉÓ ÌÉÙßÄÅÀ,
ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ. (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ
ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÈ ÀÙàÖÒÅÉËÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, A ⊂ R ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ B ⊂ R - ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ E = A × B ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ,
ÒÏÌ A× R ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÀ ÀØÅÓ ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ ÃÀ E ⊂ A× R, ÛÄÌÃÄÂ
ÊÉ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÈ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÝáÀÃÉÀ, Ex = B ÚÏÅÄËÉ x ∈ A-ÓÈÅÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÚÏÅÄËÉ x ∈ A-
ÓÈÅÉÓ Ex ÊÅÄÈÀ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ ÆÏÌÀÃÉ
ÉÓÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÂÄÁÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ßÉÍÀÓßÀÒ ÃÀÓÀáÄËÄÁÖËÉ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ
×ÖÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÀÙÄÁÖËÉ ÊÅÄÈÄÁÉ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ ÀØÅÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.6. ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÈÄÏÒÄÌÀ 10.3.2-
ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÃÀÓÊÅÍÄÁÉ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊÅÄÈÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÅÒÝÄËÃÄÁÀ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉ×ÀÒÏÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ
ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÏãÀáÉÈ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.7. ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, ÆÏÌÀÈÀ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÌÉáÄÃ-
ÅÉÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ f -ÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ
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ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ ÃÀ ÌÀÈ ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ ÔÏËÏÁÀÓ. ØÅÄÌÏÈ ÀÅÀÂÄÁÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀ-
ÂÀËÉÈÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ
ÃÀ ÔÏËÏÁÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒ ÉßÅÄÅÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÆÏÌÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ.

(X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÈ ÀÙ-
àÖÒÅÉËÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉ, Ä.É. (R,L1,m1) ÓÉÅÒÝÄ. ÈÄÏÒÄÌÀ 10.2.1-ÉÓ ÈÀ-
ÍÀáÌÀÃ, (R,L1,m1) ÓÉÅÒÝÉÓ ÈÀÅÉÓ ÈÀÅÆÄ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÂÅÀÞËÄÅÓ
(R2,L2,m2) ÓÉÅÒÝÄÓ, Ä.É. ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÈ ÀÙàÖÒÅÉË ÓÉÁÒÔÚÄÓ.

ÚÏÅÄËÉ p, q ∈ N-ÓÈÅÉÓ Ip,q-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ [p−1, p)×[q−1, q) ÊÅÀÃÒÀÔÉ.
f -ÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ R2-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ 1-ÉÓ ÔÏËÉÀ
Ip,p ÓÀáÉÓ ÊÅÀÃÒÀÔÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ, (−1)-ÉÓ ÔÏËÉÀ I2p,2p−1 ÃÀ I2p−1,2p

ÓÀáÉÓ ÊÅÀÃÒÀÔÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ (ÍÀá. 10.2) ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÚÅÄËÀ ÓáÅÀ
ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÍÀá. 10.2.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÂÏÒÝ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÓÄÅÄ ÌÉÓÉ ÚÏÅÄËÉ ÊÅÄÈÀ, ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃÉÀ. ÀÌÀÅÃÒÏÖËÀÃ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ f -ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÊÅÄÈÉÓ ÉÍ-
ÔÄÂÒÀËÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÏÒÉÅÄ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÍÖËÉÓ
ÔÏËÉ ÂÀÌÏÃÉÓ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ.

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ÌÓÂÀÅÓÉ ÓØÄÌÉÈ ÀÉÂÄÁÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÊÅÀÃÒÀÔÆÄ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÀÒÀÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÂÀÍÌÄ-
ÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉÀ (Éá. ÀÌÏÝÀÍÀ 1 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ
ÁÏËÏÓ).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.8. ÔÏÍÄËÉÓÀ ÃÀ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÓÀÊÌÀÏÃ ÆÏÂÀÃÉ
ÃÀÛÅÄÁÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÂÅÀÞËÄÅÄÍ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ, ÍÀÌÒÀÅËÉ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ ÃÀÅÉÚÅÀÍÏÈ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÈ-
ÅËÀÆÄ. ÈÀÍÌáËÄÁÉ ÛÄÃÄÂÉ ÀÌ ÃÒÏÓ ÀÒÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ
ÀÒÓÄÁÏÁÉÓÀ ÃÀ ÌÀÈÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ ÔÏËÏÁÉÓ ×ÀØÔÉ. ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒ ÖÍÃÀ
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ÅÉ×ÉØÒÏÈ, ÒÏÌ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ (ÌÀÈÉ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ)
ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÅÀÂÏÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÀÂÀËÉÈÉ.

ÊÅËÀÅ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÀÍÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉÓ ÈÀÅÉÓ ÈÀÅÆÄ
ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ. ÚÏÅÄËÉ p, q ∈ N-ÓÈÅÉÓ Ip,q-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÊÅÀÃ-
ÒÀÔÉ: [p − 1, p) × [q − 1, q). f -ÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ R2-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ 1-ÉÓ ÔÏËÉÀ Ip,p ÓÀáÉÓ ÊÅÀÃÒÀÔÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ, (−1)-
ÉÓ ÔÏËÉÀ Ip,p+1 ÓÀáÉÓ ÊÅÀÃÒÀÔÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÚÅÄËÀ
ÓáÅÀ ßÄÒÔÉËÛÉ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÂÏÒÝ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÓÄÅÄ ÌÉÓÉ ÚÏÅÄËÉ ÊÅÄÈÀ, ËÄ-
ÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ. ÀÌÀÅÃÒÏÖËÀÃ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ fy ÊÅÄÈÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÚÏÅÄËÉ y-ÓÈÅÉÓ, áÏËÏ fx ÊÅÄÈÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ 1-
ÉÓ ÔÏËÉÀ, ÈÖ x ∈ [0, 1) ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÓáÅÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÃÀÍ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÂÅÄØÍÄÁÀ,∫

R

[ ∫
R
f(x, y)dm1(x)

]
dm1(y) = 0,

∫
R

[ ∫
R
f(x, y)dm1(y)

]
dm1(x) = 1.

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ÌÓÂÀÅÓÉ ÓØÄÌÉÈ ÀÉÂÄÁÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÊÅÀÃÒÀÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ (Éá. ÀÌÏÝÀÍÀ 2 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÁÏËÏÓ).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.9. ÈÄÏÒÄÌÀ 10.4.1 ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.4.2 ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,
ÒÏÝÀ (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÈ ÀÙ-
àÖÒÅÉË ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ, ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ Ë.
ÔÏÍÄËÉÓ (1909) ÃÀ Â. ×ÖÁÉÍÉÓ (1907) ÌÉÄÒ. ÌÓÂÀÅÓÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÂÀÒÊÅÄÖË
ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÌÀÍÀÌÃÄ ÌÉÙÄÁÖËÉ äØÏÍÃÀ À. ËÄÁÄÂÓ (1904).

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, ∆p = [1 − 1/2p−1, 1 − 1/2p) ÃÀ Ip,q = ∆p × ∆q (p, q ∈ N).
f ÉÚÏÓ [0, 1)2-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÚÏÅÄË Ip,q
ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÆÄ ÃÀ ÒÏÌËÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ËÄÁÄÂÉÓ m2 ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ:
1-ÉÓ ÔÏËÉÀ Ip,p ÓÀáÉÓ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÆÄ, (−1)-ÉÓ ÔÏËÉÀ I2p,2p−1 ÃÀ
I2p−1,2p ÓÀáÉÓ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÆÄ ÃÀ 0-ÉÓ ÔÏËÉÀ ÚÅÄËÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍ Ip,q
ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÆÄ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f -ÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ (ÀÙÄÁÖËÉ
ËÄÁÄÂÉÓ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ) ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÃÀ f /∈
L([0, 1)2,m2).

2. ÅÈØÅÀÈ, ∆p = [1 − 1/2p−1, 1 − 1/2p) ÃÀ Ip,q = ∆p × ∆q (p, q ∈ N).
f ÉÚÏÓ [0, 1)2-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÚÏÅÄË Ip,q
ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÆÄ ÃÀ ÒÏÌËÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ËÄÁÄÂÉÓ m2 ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ: 1-
ÉÓ ÔÏËÉÀ Ip,p ÓÀáÉÓ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÆÄ, (−1)-ÉÓ ÔÏËÉÀ Ip+1,p ÓÀáÉÓ
ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÆÄ ÃÀ 0-ÉÓ ÔÏËÉÀ ÚÅÄËÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍ Ip,q ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÆÄ.
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ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f -ÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ (ÀÙÄÁÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÄÒÈ-
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ) ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ.

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ ÊÀÅÀËÉÄÒÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉ: ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) σ-
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ. ÈÖ E ÃÀ F
ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ X × Y -ÛÉ ÃÀ ν(Ex) = ν(Fx) ÚÏÅÄËÉ (ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÏÅÄËÉ) x ∈ X-ÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ

(µ⊗ ν)(E) = (µ⊗ ν)(F ).

§ 5. ×ÖÁÉÍÉÓÀ ÃÀ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÆÏÌÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ
ÍÀÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÏÒÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌ-
ÒÀÅËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ, ÀÓÄÅÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÊÅÄÈÀ ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.5.1. ÈÖ E ∈ σa(S × T), ÌÀÛÉÍ Ex ∈ T ÃÀ Ey ∈ S
ÚÏÅÄËÉ x ∈ X ÃÀ y ∈ Y ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ∆-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ E ∈ σa(S × T) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ Ex ÊÅÄÈÀ ν-ÆÏÌÀÃÉÀ, Ä.É. ÄÊÖÈÅÍÉÓ T ÊËÀÓÓ.
ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ ∆ = σa(S× T). ÓÀÀÌÉÓÏÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÏÒÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ:

1) ÚÏÅÄËÉ A×B ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ∆ ÊËÀÓÓ;
2) ∆ ÀÒÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ.
ÐÉÒÅÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉØÄÃÀÍ, ÒÏÌ: [A×B]x = ∅, ÒÏÝÀ

x /∈ A ÃÀ [A×B]x = B, ÒÏÝÀ x ∈ A. ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÊÉ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ
ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÌÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉ:

i) X × Y ∈ ∆;
ii) ÈÖ E ∈ ∆, ÌÀÛÉÍ [(X×Y )\E]x = Y \Ex. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, (X×Y )\E ∈ ∆;
iii) ÈÖ Ek ∈ ∆ (k ∈ N) ÃÀ E =

∪
k Ek, ÌÀÛÉÍ Ex =

∪
k[Ek]x. ÒÉÓ

ÂÀÌÏÝ, E ∈ ∆.
ÀÍÀËÏÂÉÖÒ ÌÓãÄËÏÁÀÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ Ey ÊÅÄÈÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.5.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ (µ⊙ ν)-ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ fx
ÊÅÄÈÀ ÀÒÉÓ ν-ÆÏÌÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ x ∈ X-ÓÈÅÉÓ, áÏËÏ fy ÊÅÄÈÀ ÀÒÉÓ
µ-ÆÏÌÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ y ∈ Y -ÓÈÅÉÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉ. ÅÈØÅÀÈ, a

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÒÉÝáÅÉÀ ÃÀ I = [a,∞]. ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

(fx)
−1(I) = {y : fx(y) ∈ I} = {y : f(x, y) ∈ I} =

218



= {y : (x, y) ∈ f−1(I)} = [f−1(I)]x.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÄÏÒÄÌÀ 10.5.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, (fx)
−1(I) ∈ T. ÒÉÈÀÝ fx

×ÖÍØÝÉÉÓ ν-ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÁÀ fy ÊÅÄÈÄÁÉÓ µ-
ÆÏÌÀÃÏÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ (µ⊙ν)-ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ (µ, ν,
µ⊙ν) ÓÀÌÄÖËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ (ÌÏÊËÄÃ, ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ) ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÌÓÂÀÅ-
ÓÀÃ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓÀ (µ, ν, µ ⊗ ν) ÓÀÌÄÖËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÏÙÏÍÃ ÉÌ ÂÀÍ-
ÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÐÉÒÅÄË ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÛÉ ÌÏÉÈáÏÅÄÁÀ ÚÏÅÄËÉ ÊÅÄÈÉÓ
ÆÏÌÀÃÏÁÀ, áÏËÏ ãÄÒÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ µ⊙ ν ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

f ∈ L(X×Y, µ⊙ν) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ (µ, ν, µ⊙ν) ÓÀÌÄ-
ÖËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ (ÌÏÊËÄÃ, ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ) ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÌÓÂÀÅÓÀÃ ×ÖÁÉÍÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÉÓÀ (µ, ν, µ ⊗ ν) ÓÀÌÄÖËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÉÌ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ ãÄÒÀÃÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÖÍÃÀ ÉØÍÀÓ µ⊙ ν ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÔÏÍÄËÉÓÀ ÃÀ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÆÏÌÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ
ÍÀÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓÀÝ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.5.3. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ.
ÌÀÛÉÍ X×Y -ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ (µ⊙ν)-ÆÏÌÀÃ
×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉ×ÀÒÏÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ
ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÈ, ÀØÅÓ
ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.5.4. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ.
ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ f ∈ L(X × Y, µ ⊙ ν) ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉ×ÀÒÏÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖÈáÄ-
ÃÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÈ, ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 10.5.1. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ σ-
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ X×Y -ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ
ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ (µ⊙ν)-ÆÏÌÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, áÏËÏ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ f ∈ L(X × Y, µ⊙ ν) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓÀÂÀÍ, ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÓÉÓÒÖ-
ËÉÓ ÌÏÈáÏÅÍÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÓÀÄÒÈÏÃ ÌÏÅáÓÍÀÈ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÄÁÉ ÌÉÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÓØÄÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÃÀ
ÌÀÈÛÉ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÍÀÊËÄÁÉÀ ÔÄØÍÉÊÖÒÉ ÃÄÔÀËÄÁÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÈÄÏÒÄÌÀ 10.5.3-
ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.3.1-Ó.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.5.1. ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÀÙÄÁÖ-
ËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÀÚÅÀÍÀ ÃÀÁÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ
ÀÙÄÁÖË ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÆÄ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ
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ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÄÓ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉÀ ÉÌÉÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ ÀÒ
ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÃÀÁÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅ-
ËÉÓ ÓÀáÉÈ, Ä.É.

mp+q ̸= mp ⊙mq.

ÄÓ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉØÄÃÀÍ, ÒÏÌ mp⊙mq ÀÒÀÀ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÀ,
ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ mp+q ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ ÓÒÖËÉÀ. mp ⊙ mq ÆÏÌÉÓ ÀÒÀÓÒÖËÏÁÉÓ
ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ A ̸= ∅,mp(A) = 0, ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ B ⊂
Rq, B /∈ Lq, ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ A×B ⊂ A×Rq ÃÀ (mp ⊙mq)(A×Rq) = 0,
ÌÀÂÒÀÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.5.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, A×B /∈ σa(Lp × Lq).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.5.2. ßÉÍÀ ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÈØÅÀÈ,
ÒÏÌ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒÀÀ ÓÒÖËÉ
ÆÏÌÀ. Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÈÖ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÄÁÈ ÜÀÔÀÒÄÁÖË ÌÓãÄËÏÁÀÓ, ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ: ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ
ÉÓÄÈÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ A ̸= ∅, µ(A) = 0, ÃÀ B ⊂ Y,B /∈ T, ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÉ. ÌÀÛÉÍ µ ÃÀ ν ÆÏÌÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖË ÍÀÌÒÀÅËÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.5.3. ÈÄÏÒÄÌÀ 10.5.3-ÛÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖ-
ËÉ ÌÏÈáÏÅÍÀ ÀÒÓÄÁÉÈÉÀ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÀÌÉÓ ÃÀÌÀÃÀÓÔÖÒÄÁËÀÃ
ÂÀÌÏÃÂÄÁÀ ÆÏÌÀÈÀ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÓÂÀÅÓÉ ÌÉÆÍÉÈ
ÀÂÄÁÖËÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓÀ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ (Éá. ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4.3).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.5.4. ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ ÃÂÉÍÃÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏ-
ÅÄËÉ ÊÅÄÈÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ. ÌÄÔÉÓ ÌÉÙßÄÅÀ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ. ÀÌÀÛÉ
ÃÀÓÀÒßÌÖÍÄÁËÀÃ (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÉÈ ÀÙàÖÒÅÉËÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÙÄÒÞÉ. ÅÈØÅÀÈ, A ⊂ R ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ∞-ÉÓ ÔÏËÉÀ A×R ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ
ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÌÉÓ ÂÀÒÄÈ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ f ∈ L(R2,m1 ⊙m1)

ÃÀ fx /∈ L(R,m1), ÒÏÝÀ x ∈ A. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÉÓÄÈÉ ãÀÌÄÁÀ-
ÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÂÄÁÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ßÉÍÀÓßÀÒ ÃÀÓÀáÄËÄÁÖËÉ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ×ÖÞÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ ÀÙÄÁÖËÉ ÊÅÄÈÄÁÉ ÀÒÀãÀÌÄÁÀÃÉ ÀØÅÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.5.5. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ 10.4.7 ÃÀ 10.4.8 ÛÄÍÉÛÅ-
ÍÄÁÛÉ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÀÂÄÁÖËÉ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ ÉÂÉÅÄ
ÌÉÆÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÃÂÄÁÀ ÆÏÌÀÈÀ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ.

§ 6. ×ÖÁÉÍÉÓÀ ÃÀ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ

1. ÆÏÌÀÈÀ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉ.
ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ, ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ
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ÌÉÓÉ ÌÏÃÖËÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÔÏË×ÀÓÉÀ, ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÆÏÌÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÓÀÒÂÄÁËÏ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (Y,T, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ
ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ (µ⊗ ν)-ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈ-
ÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉ×ÀÒÏÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ
ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÈ, ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÌÉ ÐÉ-
ÒÏÁÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

f ∈ L(X × Y, µ⊗ ν),∫
X

(∫
Y
|f |dν

)
dµ <∞,∫

Y

(∫
X
|f |dµ

)
dν <∞.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÓÀÊÌÀÏÃ ÆÏÂÀÃ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÌÏÃÖËÉÓÀÈÅÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÀ
ÔÏË×ÀÓÉÀ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ. ÄÓ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ
áÛÉÒÀÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÏßÌÄÁÉÓÀÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.6.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 10.5.3-ÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÀÍÀËÏÂÉÖÒ
ÈÄÏÒÄÌÀÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÀÍÀÝ, ÀÌ ÃÒÏÓ
ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÓÉÅÒÝÄÈÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÌÏÈáÏÅÍÉÓ ÌÏáÓÍÀ.

2. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÛÉÍÀÀÒÓÉ. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌ-
ÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.2. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ f ÀÒÉÓ
X-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ µ-ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ f -ÉÓ
ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ:

Γf = {(x, y) : x ∈ X, 0 < y < f(x)}

ÄÊÖÈÅÍÉÓ σa(S × L) ÊËÀÓÓ, Ä.É. ÆÏÌÀÃÉÀ µ ⊙ m ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌ-
ÒÀÅËÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÀÒÔÉÅÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀ. ÈÖ f ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ, ÌÀÛÉÍ Γf = ∅; áÏËÏ ÈÖ f ÀÒÀÀ
ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÏÅÀÍÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

Γf =
∪

a∈{f>0}

({f = a} × (0, a)).

ÝáÀÃÉÀ, ÏÒÉÅÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ Γf ∈ σa(S× L).
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ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÆÏÂÀÃÉ ÓÉÔÖÀÝÉÀ. ÅÉÐÏÅÏÈ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÌÀÒÔÉÅ
×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

Γf =

∞∪
n=1

Γfn .

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, Γfn ∈ σa(S × L) (n ∈ N) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ,
ÒÏÌ Γf ∈ σa(S× L). ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.3. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÀ, áÏËÏ f ÌÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
ÌÀÛÉÍ

(µ⊙m)(Γf ) =

∫
X

fdµ,

Ä.É. ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀ ÌÉÓÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÔÏËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ÛÄÃÄÂÉ 10.5.1-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÓ

(X, S, µ), (Y,T, ν) = (R,L,m)

ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ E = Γf ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ. ÌÀÒ-
ÈËÀÝ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ [Γf ]x = (0, f(x)), ÈÖ f(x) > 0 ÃÀ [Γf ]x = ∅,
ÈÖ f(x) = 0. ÛÄÃÄÂÀÃ,

m([Γf ]x) = f(x) (x ∈ X).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.2-ÉÓ ÃÀ ÛÄÃÄÂÉ 10.5.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

(µ⊙m)(Γf ) =

∫
X

m([Γf ]x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.6.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.3 ÀÃÀÓÔÖÒÄÁÓ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
ÀáÏÒÝÉÄËÄÁÓ ÌÉÓÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓÀÓ ÛÄÌÏÙÄÁÖË ÌÉÆÀÍÓ: ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÆÏÌÀÅÓ
ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.6.3. [34] ÓÀáÄËÌÞÙÅÀÍÄËÏÛÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÄÏÒÉÀ
ÀÂÄÁÖËÉÀ (µ ⊙ m)(Γf ) =

∫
X
fdµ ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ãÄÒ

ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ ÆÏÌÀÈÀ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÃÀ ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ
∫
X
fdµ ËÄ-

ÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ (µ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ m ÆÏÌÄÁÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ): (µ⊙m)(Γf ).

3. ÍÀáÅÄÅÉÓ ÝÍÄÁÀ. ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ∥f∥
ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ

∫
Rn |f |dm ÉÍÔÄÂÒÀËÓ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.4. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(Rn) ÃÀ g ∈ L(Rn). ÌÀÛÉÍ:
•
∫
Rn |f(x−t)g(t)|dm(t) <∞ ÐÉÒÏÁÉÓ ÃÀÌÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄËÉ ÚÅÄËÀ
x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ;

• ÈÖ f ∗ g ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÓ:
(f∗g)(x) =

∫
Rn f(x−t)g(t)dm(t), ÒÏÝÀ x ∈ E ÃÀ (f∗g)(x) = 0,

ÒÏÝÀ x ∈ Rn \E, ÌÀÛÉÍ f ∗ g ∈ L(Rn) ÃÀ ∥f ∗ g∥ ≤ ∥f∥ ∥g∥.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.4-ÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË f ∗ g ×ÖÍØÝÉÀÓ f ÃÀ g

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÍÀáÅÄÅÉ ÄßÏÃÄÁÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.6.4. ÏÒÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ ÉÚÏÓ
ãÀÌÄÁÀÃÉ. ÀÌÉÔÏÌ ÍÀáÅÄÅÉÓ ÂÀÍÌÓÀÆÙÅÒÄËÉ

∫
Rn f(x − t)g(t)dm(t) ÉÍÔÄÂ-

ÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ (ÒÏÌÄËÉÌÄ ÄÒÈÉ x ßÄÒÔÉËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÊÉ) ÀÒÀÀ ÈÀÅÉÓÈÀÅÀÃ
ÝáÀÃÉ ×ÀØÔÉ.

ÅÈØÅÀÈ, X ÃÀ T ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. φ :

T → X ÀÓÀáÅÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÃÉ×ÄÏÌÏÒ×ÉÆÌÉ, ÈÖ φ ÁÉÄØÝÉÀÀ ÃÀ ÒÏÂÏÒÝ φ,
ÀÓÄÅÄ φ−1, ÀÒÉÀÍ ÖßÚÅÄÔÀÃ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.4-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÉ×ÄÏÌÏÒ×ÖËÉ ÀÓÀáÅÉÓÀÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.5. ÅÈØÅÀÈ, X ÃÀ T ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ
Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ, áÏËÏ φ : T → X ÀÓÀáÅÀ ÀÒÉÓ ÃÉ×ÄÏÌÏÒ×ÉÆÌÉ. ÌÀÛÉÍ
ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ⊂ T ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ φ(E)
ÀÍÀÓÀáÉ ÀÓÄÅÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ

m[φ(E)] =

∫
E
|Jφ(t)|dm(t),

ÓÀÃÀÝ Jφ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ φ ÀÓÀáÅÉÓ ÉÀÊÏÁÉÀÍÓ.

ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, [6] ÃÀ [21] ÓÀáÄË-
ÌÞÙÅÀÍÄËÏÄÁÛÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.6.5. ÅÈØÅÀÈ, X ÃÀ T ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ Rn
ÓÉÅÒÝÄÛÉ, áÏËÏ φ : T → X ÀÓÀáÅÀ ÀÒÉÓ ÃÉ×ÄÏÌÏÒ×ÉÆÌÉ. ÌÀÛÉÍ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ φ−1(E) ßÉÍÀÓÀáÄ ÀÓÄÅÄ
ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ. ÀÌÀÛÉ ÃÀÓÀÒßÌÖÍÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ,
ÒÏÌ φ−1 ÀÓÀáÅÀ ÀÓÄÅÄ ÃÉ×ÄÏÌÏÒ×ÉÆÌÉÀ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ 10.6.5 ÈÄÏÒÄÌÀ
φ−1 ÀÓÀáÅÉÓÀÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.4-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÓÄÅÄ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖ-
ËÄÁÀ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.6. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ Rn ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ËÄ-
ÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, áÏËÏ F1, F2 ÃÀ F3 ÀÒÉÀÍ R2n

ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ: F1(x, t) = f(x),
F2(x, t) = f(t) ÃÀ F3(x, t) = f(x− t) (x ∈ Rn, t ∈ Rn). ÌÀÛÉÍ F1, F2

ÃÀ F3 ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ a ∈ R-ÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

{F1 > a} = {f > a} × Rn, {F2 > a} = Rn × {f > a}.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÀÓÄÅÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ (Éá. ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.2.1),
ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ F1 ÃÀ F2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ.

φ : R2n → R2n ÉÚÏÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÓÀáÅÀ:

φ(x, t) = (x− t, t) (x ∈ Rn, t ∈ Rn).

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ φ ÀÓÀáÅÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÉ×ÄÏÌÏÒ×ÉÆÌÓ, ÀÌÀÓ-
ÈÀÍ, ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ F3 = F1◦φ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, 10.6.5 ÛÄÍÉÛÅÍÉÓÀ ÃÀ 7.2.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ F3 ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀ. ÀÌÉÈ
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.4-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ R2n

ÓÉÅÒÝÄÆÄ h(x, t) = f(x− t)g(t) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÃÉÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ. ÌÀÒÈËÀÝ, h1-ÉÈ ÃÀ h2-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ R2n ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÛÄÌ-
ÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ: h1(x, t) = f(x − t), h2(x, t) = g(t).
ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.6-ÉÓ ÞÀËÉÈ h1 ÃÀ h2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÀÒÉ-
ÀÍ, ÀÌÉÔÏÌ h = h1h2 ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ
ÉØÍÄÁÀ h ×ÖÍØÝÉÀÝ.

ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ
∫
[
∫
|h(x, t)|dm(x)]dm(t) ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ:∫

Rn

[ ∫
Rn

|h(x, t)|dm(x)

]
dm(t) =

=

∫
Rn

[ ∫
Rn

|f(x− t)|dm(x)

]
|g(t)|dm(t) = ∥f∥ ∥g∥ <∞. (1)

ÀØ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓÀ
ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.10.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ,

∫
Rn |f(x−t)|dm(x) =

∫
Rn |f(x)|dm(x) ÚÏÅÄËÉ

t ∈ Rn-ÓÈÅÉÓ.
(1)-ÃÀÍ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ h ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀ-

ÌÄÁÀÃÏÁÀÓ (2n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ). ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, h-ÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÀÈ
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ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ hx ÊÅÄÈÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ, ÀÍÖ∫
Rn

|f(x− t)g(t)|dm(t)

ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x-ÓÈÅÉÓ, ÒÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÅÄ-
ËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ
×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ |h| ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ (1) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ, ÒÉÓ ÓÀ×ÖÞ-
ÅÄËÆÄÝ ÃÀÅßÄÒÈ,

∥f ∗ g∥ =

∫
Rn

|(f ∗ g)(x)|dm(x) ≤

≤
∫
Rn

[ ∫
Rn

|h(x, t)|dm(t)

]
dm(x) =

=

∫
Rn

[ ∫
Rn

|h(x, t)|dm(x)

]
dm(t) = ∥f∥ ∥g∥.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ), g ∈ L(Y, ν) ÃÀ h(x, y) = f(x)g(y) (x ∈ X, y ∈ Y ).
ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ h ∈ L(X × Y, µ⊙ ν) ÃÀ∫

X×Y

hd(µ⊙ ν) =

∫
X

fdµ

∫
Y

gdν.

2. ÅÈØÅÀÈ, f(x, y) = e−xy sinx sin y (x, y ∈ (0,∞). ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ∈
L((0,∞)2).

3. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f -ÉÓ ÂÒÀ×ÉÊØÅÄÛÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÄÏÒÄ ÅÀÒÉÀÍÔÉ:
Γ∗
f = {(x, y) : x ∈ X, 0 ≤ y ≤ f(x)} ÄÊÖÈÅÍÉÓ σa(S × L) ÊËÀÓÓ ÃÀ

(µ⊙m)(Γ∗
f ) =

∫
X
fdµ.

4. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f -ÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÉ: γf = {(x, y) : x ∈ X, y = f(x)}
ÄÊÖÈÅÍÉÓ σa(S× L) ÊËÀÓÓ ÃÀ (µ⊙m)(γf ) = 0.

§ 7. ×ÖÁÉÍÉÓÀ ÃÀ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ
ÆÏÌÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ

ÔÏÍÄËÉÓÀ ÃÀ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÒÀÏÃÄ-
ÍÏÁÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ. ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ
ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÉÓÈÅÉÓ ÓÀàÉÒÏ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÄÁÉ ÃÀ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉ.

ØÅÄÌÏÈ ÚÅÄËÂÀÍ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ n ≥ 2.
ÅÈØÅÀÈ, ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ Xk ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, Sk ⊂ 2Xk

ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÀ, áÏËÏ µk ÀÒÉÓ Sk-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ.
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S1 × · · · × Sn ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÒÏÂÏÒÝ A1 × · · · × An ÓÀáÉÓ ÚÅÄËÀ
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ, ÓÀÃÀÝ A1 ∈ S1, . . . , An ∈ Sn. µ1 × · · · × µn ÂÀÍÅÓÀÆ-
ÙÅÒÏÈ ÒÏÂÏÒÝ S1 × · · · × Sn ÊËÀÓÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

(µ1 × · · · × µn)(A1 × · · · ×An) = µ1(A1) . . . µn(An).

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.7.1. S1 × · · · × Sn ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.7.2. µ1 × · · · × µn ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

10.7.1 ÃÀ 10.7.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÉÍÃÖØÝÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÉÀÍ n = 2

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ. ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ÉÍ-
ÃÖØÝÉÉÓ ÁÉãÉÓ ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÄÁÉÓÀÓ ÖÍÃÀ ÂÀÅÀÉÂÉÅÏÈ ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ

((x1, . . . , xn−1), xn) ÃÀ (x1, . . . , xn−1, xn)

ÓÀáÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ.
µ1 × · · · × µn ×ÖÍØÝÉÀÓ µ1, . . . , µn ÆÏÌÄÁÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ

ÄßÏÃÄÁÀ.

ÅÈØÅÀÈ, (X1,S1, µ1), . . . , (Xn,Sn, µn) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ. µ1, . . . , µn
ÆÏÌÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ (ÀÙÍÉÛÅÍÀ: µ1 ⊗ · · · ⊗ µn) ÄßÏÃÄÁÀ
µ1 × · · · × µn ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ S1⊗· · ·⊗Sn-
ÈÉ ÃÀ ÌÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ S1, . . . , Sn ÊËÀÓÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ. ÃÀ-
ÁÏËÏÓ,

(X1 × · · · ×Xn, S1 ⊗ · · · ⊗ Sn, µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)

ÓÀÌÄÖËÓ ÅÖßÏÃÏÈ (Xk,Sk, µk) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉ.
ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓÀÓ

ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ µ1 × · · · × µn ÆÏÌÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.7.3. ÆÏÌÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË ÍÀÌÒÀÅËÓ ÀØÅÓ ÀÓÏÝÉÀÝÉ-
ÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, Ä.É. µ1 ⊗ µ2 ⊗ µ3 = (µ1 ⊗ µ2)⊗ µ3 = µ1 ⊗ (µ2 ⊗ µ3).

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.7.3-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.2.2-Ó.

ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ a1× . . . ak−1×ak+1×· · ·×an ÓÀáÉÓ ÜÀÍÀßÄÒÉ k = 1

ÃÀ k = n ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÂÀÅÉÂÏÈ ÒÏÂÏÒÝ a2 × · · · × an ÃÀ
a1 × · · · × an−1.

ÅÈØÅÀÈ, (X1,S1, µ1), . . . , (Xn,Sn, µn) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ.
S1 × · · · × Sn ÃÄÊÀÒÔÖË ÍÀÌÒÀÅËÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÌÀÒÈÊÖÈ-

áÄÃÄÁÉ ÅÖßÏÃÏÈ. A1 × · · · × An ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉÓÀÈÅÉÓ A1, . . . , An ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÄÁÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉ ÅÖßÏÃÏÈ.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

Yk = X1 × . . . Xk−1 ×Xk+1 . . . Xn,
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νk = µ1 ⊗ . . . µk−1 ⊗ µk+1 ⊗ · · · ⊗ µn.

ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ X1×· · ·×Xn-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ
y = (x01, . . . , x

0
k−1, x

0
k+1, . . . , x

0
n) ∈ Yk ÄËÄÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ fy-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ f

×ÖÍØÝÉÉÓ y-ÊÅÄÈÀ, Ä.É. Xk-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÀ: Xk ∋ xk 7→
f(x01 . . . , x

0
k−1, xk, x

0
k+1, . . . , x

0
n).

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÀÂÒÄÈÅÄ:

Yk,f = {y ∈ Yk : fy ÀÒÉÓ µk-ÆÏÌÀÃÉ},

Y ∗
k,f = {y ∈ Yk : fy ÀÒÉÓ µk-ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ fy ∈ L(Xk, µk)}.

f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ µk-ÆÏÌÀÃÉ, ÈÖ Yk,f ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉ-
ÓÀÀ Yk-ÛÉ νk ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ L(Xk, µk)-ÛÉ
ÛÄÌÀÅÀË ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ µk-ãÀÌÄÁÀÃÉ.

f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ µk-ãÀÌÄÁÀÃÉ, ÈÖ Y ∗
k,f ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ

Yk-ÛÉ νk ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.
ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ L(Xk, µk)-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ

µk-ãÀÌÄÁÀÃÉ.
ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÜÀÍÀßÄÒÛÉ,

∫
Xk

fdµk-ÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ, ØÅÄÌÏÈ,

ÌÏáÄÒáÄÁÖËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ
∫
Xk

dµkf ÓÀáÉÓ ÜÀÍÀßÄÒÉ.

ÈÖ f ÀÒÉÓ µk-ÆÏÌÀÃÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ
∫
Xk

dµkf ÜÀÍÀ-
ßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Yk-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË y ∈ Yk,f
ßÄÒÔÉËÛÉ ÙÄÁÖËÏÁÓ

∫
Xk

fydµk ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÔÏË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ, áÏËÏ
ÃÀÍÀÒÜÄÍ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÊÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÅÈØÅÀÈ, π ÀÒÉÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ 1, n ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÒÀÉÌÄ ÂÀÃÀ-
ÍÀÝÅËÄÁÀ. ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ (µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)-ÆÏÌÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ π ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ:

• f ÀÒÉÓ µπ(n)-ÆÏÌÀÃÉ;
•
∫
Xπ(n)

dµπ(n)f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ µπ(n−1)-ÆÏÌÀÃÉ;

•
∫
Xπ(n−1)

dµπ(n−1)

∫
Xπ(n)

dµπ(n)f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ µπ(n−2)-ÆÏÌÀÃÉ;

ÃÀ À.Û.

•
∫
Xπ(2)

dµπ(2)
∫
Xπ(3)

dµπ(3)· · ·
∫
Xπ(n)

dµπ(n)f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ µπ(1)-ÆÏ-

ÌÀÃÉ;
• f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ π ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ

ÃÀ ãÄÒÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉÀ, Ä.É. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ÔÏËÏÁÀ:∫

Xπ(1)

dµπ(1)

∫
Xπ(2)

dµπ(2)· · ·
∫
Xπ(n)

dµπ(n)f =

=

∫
X1×···×Xn

fd(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn).
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ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ (µ1⊗· · ·⊗µn)-ÆÏÌÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ,
ÈÖ ÌÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ π ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ØÅÄÌÏÈ, ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÉÓÀÓ,
∫
Xk

dµkf ÜÀÍÀßÄÒÓ ÄÍÉàÄÁÀ
ÒÀÌÃÄÍÀÃÌÄ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÛÉÍÀÀÒÓÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ f ÀÒÉÓ µk-ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ

∫
Xk

dµkf ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Yk-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ,

ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË y ∈ Y ∗
k,f ßÄÒÔÉËÛÉ ÙÄÁÖËÏÁÓ

∫
Xk

fydµk ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÔÏË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ, áÏËÏ ÃÀÍÀÒÜÄÍ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÊÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÅÈØÅÀÈ, π ÀÒÉÓ 1, n ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÒÀÉÌÄ ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÀ. ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ
f ∈ L(X1 × · · · × Xn, µ1 ⊗ · · · ⊗ µn) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ π
ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ:

• f ÀÒÉÓ µπ(n)-ãÀÌÄÁÀÃÉ;
•
∫
Xπ(n)

dµπ(n)f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ µπ(n−1)-ãÀÌÄÁÀÃÉ;

•
∫
Xπ(n−1)

dµπ(n−1)

∫
Xπ(n)

dµπ(n)f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ µπ(n−2)-ãÀÌÄÁÀÃÉ;

ÃÀ À.Û.
•
∫
Xπ(2)

dµπ(2)
∫
Xπ(3)

dµπ(3)· · ·
∫
Xπ(n)

dµπ(n)f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ µπ(1)-ãÀ-

ÌÄÁÀÃÉ;
• f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ π ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ

ÃÀ ãÄÒÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉÀ, Ä.É. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ÔÏËÏÁÀ:∫

Xπ(1)

dµπ(1)

∫
Xπ(2)

dµπ(2)· · ·
∫
Xπ(n)

dµπ(n)f =

=

∫
X1×···×Xn

fd(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn).

ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ f ∈ L(X1×· · ·×Xn, µ1⊗· · ·⊗µn) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ, ÈÖ ÌÀÓ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ π ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.7.4. ÅÈØÅÀÈ, (X1,S1, µ1), . . . , (Xn,Sn, µn) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÄÁÉÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ X1 × · · · × Xn-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ (µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)-ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌËÉÓ
ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉ×ÀÒÏÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈ-
ÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÈ, ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.7.5. ÅÈØÅÀÈ, (X1,S1, µ1), . . . , (Xn,Sn, µn) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÄÁÉÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ f ∈ L(X1×· · ·×Xn, µ1⊗
· · · ⊗ µn) ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉ×ÀÒÏÓ ÓÀÓÒÖËÉ
ÆÏÌÉÓ ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÈ,
ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 10.7.1. ÅÈØÅÀÈ, (X1,S1, µ1), . . . , (Xn,Sn, µn) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÄÁÉÀ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ X1×
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· · · × Xn-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ (µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)-
ÆÏÌÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, áÏËÏ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ f ∈
L(X1 × · · · ×Xn, µ1 ⊗ · · · ⊗ µn) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 10.7.2. ÅÈØÅÀÈ, (X1,S1, µ1) = · · · = (Xn,Sn, µn) = (R,L1,m1).

ÌÀÛÉÍ Rn-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÆÏÌÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, áÏËÏ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ f ∈ L(Rn)
×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

10.7.4 ÃÀ 10.7.5 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÉÍÃÖØÝÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÉÀÍ ÏÒÉ
ÆÏÌÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÔÏÍÄËÉÓÀ ÃÀ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ,
ÀÌÀÓÈÀÍ, ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÁÉãÉÓ ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÄÁÉÓÀÓ ÖÍÃÀ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÆÏÌÄÁÉÓ
ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÀÓÏÝÉÀÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ.

ÔÏÍÄËÉÓÀ ÃÀ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÅÀÒÉÀÍÔÄÁÉ (ÓÀáÄËÃÏÁÒ,
10.5.3 ÃÀ 10.5.4 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÄÁÉ) ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÒÀÏ-
ÃÄÍÏÁÉÓ ÆÏÌÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ.
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È À Å É 11

Lp ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ

p áÀÒÉÓáÛÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ÞÀËÆÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉÀ ÌÀ-
ÈÄÌÀÔÉÊÉÓ ÌÒÀÅÀËÉ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ (×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉ, ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉ-
ÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ, ×ÖÒÉÄÓ ÀÍÀËÉÆÉ, ÀËÁÀÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÀ). ßÉÍÀÌÃÄÁÀÒÄ
ÈÀÅÛÉ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÀÙÍÉÛÍÖË ÓÉÅÒÝÄÈÀ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

§ 1. Lp ÓÉÅÒÝÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ

ØÅÄÌÏÈ ÚÅÄËÂÀÍ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ. ÈÖ
ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÒÀÉÌÄ ÀÒ ÉØÍÄÁÀ ÍÀÈØÅÀÌÉ, ÌÀÛÉÍ ÀÓÄÅÄ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ p

ÀÒÉÓ ÒÉÝáÅÉ [1,∞) ÛÖÀËÄÃÉÃÀÍ.
Lp(X,µ) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ µ-ÆÏÌÀÃÉ f : X → R ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ∫
X

|f |pdµ <∞.

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÐÉÒÏÁÉÓ ÃÀÌÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄË ×ÖÍØÝÉÀÓ p áÀÒÉÓáÛÉ ãÀÌÄÁÀÃÓ
ÖßÏÃÄÁÄÍ. ÝáÀÃÉÀ, L1(X,µ) = L(X,µ). Lp(X,µ) ÊËÀÓÓ, ÆÏÂãÄÒ, ÓÉÌÏÊ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ, Lp-ÈÉ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ.

ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ R-ÛÉ ÀËÂÄÁÒÖË ÌÏØÌÄÃÄÁÄÁÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÅÉÓÀÒ-
ÂÄÁËÄÁÈ §7.3-ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÛÄÈÀÍáÌÄÁÄÁÉÈ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, Lp(X,µ) ÊËÀÓÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ
ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÛÄÊÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÊÀËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ
ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ËÄÌÀ 11.1.1. ÈÖ f ∈ Lp(X,µ) ÃÀ g ∈ Lp(X,µ), ÌÀÛÉÍ f + g ∈
Lp(X,µ) ÃÀ af ∈ Lp(X,µ) (a ∈ R).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ a, b ∈ R ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ,

|a+ b|p ≤ [2max(|a|, |b|)]p = 2pmax(|a|p, |b|p) ≤ 2p(|a|p + |b|p).

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ X ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÅßÄÒÈ,

|f(x) + g(x)|p ≤ 2p(|f(x)|p + |g(x)|p).



ÈÖ ÅÀÉÍÔÄÂÒÄÁÈ ÀÌ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ,
ÒÏÌ f + g ∈ Lp(X,µ). Lp(X,µ)-Ó ÜÀÊÄÔÉËÏÁÀ ÓÊÀËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÌÉÉÙÄÁÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÍÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄ-
ÁÖËÉÀ. �

Lp(X,µ) ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÍÏÒÌÉÓ ÛÄÌÏÙÄÁÀ, ÒÉÓ ÂÀÓÀ-
ÊÄÈÄÁËÀÃÀÝ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÈÀÅÉÓÈÀÅÀÃ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÖÔÏËÏÁÉÓ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ.

p > 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ q-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÒÖË-
ÃÄÁÀ 1

p + 1
q = 1 ÔÏËÏÁÀ. ÀÓÄÈ p ÃÀ q ÒÉÝáÅÄÁÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÖÙËÄÁÖËÄÁÓ

ÖßÏÃÄÁÄÍ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ: À) q = p
p−1 ÃÀ p = q

q−1 ; Á) ÈÖ p = 2, ÌÀÛÉÍ
q = 2; Â) ÈÖ p→ 1, ÌÀÛÉÍ q → ∞; Ã) ÈÖ p→ ∞, ÌÀÛÉÍ q → 1.

ËÄÌÀ 11.1.2. (ÉÖÍÂÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ). ÈÖ a, b ∈ [0,∞) ÃÀ 1 < p < ∞,
ÌÀÛÉÍ

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ, ÒÏÌ a > 0 ÃÀ
b > 0. ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ a ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀ-
ÆÙÅÒÖËÉ f : (0,∞) → R ×ÖÍØÝÉÀ:

f(t) =
ap

p
+
tq

q
− at (t > 0).

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ f(t) ≥ 0 ÚÏÅÄËÉ t > 0-ÓÈÅÉÓ, ÒÉÈÀÝ ÉÖÍÂÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ: f ′(t) = tq−1−a. ÝáÀÃÉÀ, f ′(t) <

0, ÒÏÝÀ t ∈ (0, a
1

q−1 ) ÃÀ f ′(t) > 0, ÒÏÝÀ t ∈ (a
1

q−1 ,∞). ÛÄÃÄÂÀÃ, f

ÊËÄÁÀÃÉÀ (0, a
1

q−1 ] ÛÖÀËÄÃÆÄ ÃÀ ÆÒÃÀÃÉÀ [a
1

q−1 ,∞) ÛÖÀËÄÃÆÄ. ÀØÄÃÀÍ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, t = a
1

q−1 ßÄÒÔÉËÛÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÙßÄÅÓ ÌÉÍÉÌÀËÖÒ ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÀÓ. ÈÖ ÂÀÌÏÅÈÅËÉÈ ÀÙÍÉÛÍÖË ÌÉÍÉÌÖÌÓ, ÂÅÄØÍÄÁÀ,

min f = f(a
1

q−1 ) =
ap

p
+
a

q
q−1

q
− a1+

1
q−1 =

ap

p
+
ap

q
− ap = 0.

ÒÉÈÀÝ ÖÔÏËÏÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÌÀ 11.1.3. (äÄËÃÄÒÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ). ÈÖ 1 < p < ∞, f ∈ Lp(X,µ)
ÃÀ g ∈ Lq(X,µ), ÌÀÛÉÍ fg ∈ L(X,µ) ÃÀ∫

X
|fg|dµ ≤

(∫
X
|f |pdµ

) 1

p
(∫

X
|g|qdµ

) 1

q

.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ M =
( ∫

X
|f |pdµ

) 1
p

ÃÀ N =
( ∫

X
|g|qdµ

) 1
q

.

ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ f ÃÀ g ÙÄÁÖËÏÁÄÍ ÓÀÓÒÖË
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÃÀ M > 0, N > 0. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ X-ÓÈÅÉÓ ÃÀÅßÄÒÏÈ
ÉÖÍÂÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ ax = |f(x)|/M ÃÀ bx = |g(x)|/N ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ:

|f(x)g(x)|
MN

≤ |f(x)|p

pMp
+

|g(x)|q

qNq
.

ÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÀÝ, ÖÔÏËÏÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÉÓ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

1

MN

∫
X

|fg|dµ ≤ 1

pMp

∫
X

|f |pdµ+
1

qNq

∫
X

|g|qdµ =
1

p
+

1

q
= 1.

ÝáÀÃÉÀ, ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 11.1.1. p = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ äÄËÃÄÒÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÛÄÌÃÄÂ
ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ: ∫

X

|fg|dµ ≤
(∫

X

|f |2dµ
) 1

2
(∫

X

|g|2dµ
) 1

2

,

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÊÏÛÉ-ÛÅÀÒÝÉÓ ÖÔÏËÏÁÀÃ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÄÍ.

ËÄÌÀ 11.1.4. (ÌÉÍÊÏÅÓÊÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ). ÈÖ f ∈ Lp(X,µ) ÃÀ g ∈
Lp(X,µ), ÌÀÛÉÍ(∫

X
|f + g|pdµ

) 1

p

≤
(∫

X
|f |pdµ

) 1

p

+

(∫
X
|g|pdµ

) 1

p

.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. p = 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÖÔÏËÏÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ p ∈ (1,∞) ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ
ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ f ÃÀ g ÙÄÁÖËÏÁÄÍ ÓÀÓÒÖË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ
ÃÀ
∫
X
|f + g|pdµ > 0.

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ X-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

|f(x) + g(x)|p ≤ |f(x)| |f(x) + g(x)|p−1 + |g(x)| |f(x) + g(x)|p−1.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (p − 1)q = p ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, |f + g|p−1 ∈ Lq(X,µ).
ÛÄÃÄÂÀÃ, ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÌÚÏ× ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÍÀÌÒÀÅ-
ËÄÁÉÓÈÅÉÓ äÄËÃÄÒÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

X

|f + g|pdµ ≤
(∫

X

|f |pdµ
) 1

p
(∫

X

|f + g|(p−1)qdµ

) 1
q

+

+

(∫
X

|g|qdµ
) 1

q
(∫

X

|f + g|(p−1)qdµ

) 1
q

.
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ÀáËÀ, ÈÖ ÊÅËÀÅ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ (p−1)q = p ÔÏËÏÁÀÓ ÃÀ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ

ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄÓ ÂÀÅÚÏ×È
( ∫

X
|f +g|(p−1)qdµ

)1/q
ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÆÄ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ

ÓÀàÉÒÏ ÖÔÏËÏÁÀÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ Lp(X,µ) ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ∥ · ∥ = ∥ · ∥p ×ÖÍØÝÉÀ:

∥f∥ =

(∫
X

|f |pdµ
) 1

p

.

ÌÀÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

1) f ∈ Lp ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ∥f∥ = 0 ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ
f(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ,

2) ∥af∥ = |a| ∥f∥ (a ∈ R, f ∈ Lp),
3) ∥f + g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥ (f, g ∈ Lp).

ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ, áÏËÏ ÌÄÓÀÌÄ ÈÅÉ-
ÓÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÍÊÏÅÓÊÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÃÄÂÓ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ∥ · ∥ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ Lp(X,µ) ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÍÏÒÌÉÓ ÚÅÄËÀ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÂÀÒÃÀ ÛÄÓÀÞËÏÀ ÛÄÌÃÄÂÉÓÀ:

∥f∥ = 0 ⇒ f ÀÒÉÓ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÏÅÀÍÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌ ∥ · ∥ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÀÓ ÒÏÂÏÒÝ ÍÏÒÌÀ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÆÄ,
ÌÉÙÄÁÖËÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÄÒÈÌÀÍÄÈÈÀÍ
ÂÀÉÂÉÅÄÁÀ. ÊÄÒÞÏÃ, ÍÖËÏÅÀÍ ÄËÄÌÄÍÔÀÃ ÖÍÃÀ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÚÏÅÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ßÚÅÉËÓ -
(Lp(X,µ), ∥ · ∥) ÖÊÅÄ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖË ßÒ×ÉÅ
ÓÉÅÒÝÄÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÏÒÌÉÓ ÛÄÌÏÙÄÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉÓ Ö×ÒÏ ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ÂÀÃÀß-
ÚÅÄÔÀ áÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ Lp(X,µ) ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ØÅÄÓÉÅÒÝÄ:

M = {f ∈ Lp(X,µ) : f(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ}.

ÃÀ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ Lp(X,µ)-Ó ×ÀØÔÏÒÉÆÀÝÉÀ M -ÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ
Lp(X,µ)/M ÓÉÅÒÝÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ ÂÀÌÏáÀÔÀÅÄÍ Lp(X,µ) ÊËÀÓÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÉÂÉÅÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÙÄÁÖË ÏÁÉ-
ÄØÔÄÁÓ. Lp(X,µ)/M ×ÀØÔÏÒ-ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ∥ · ∥∗
×ÖÍØÝÉÀ:

∥ξ∥∗ =

(∫
X

|f |pdµ
) 1

p

(ξ ∈ Lp(X,µ)/M),
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ÓÀÃÀÝ f ÀÒÉÓ ξ ÌÏÓÀÆÙÅÒÄ ÊËÀÓÉÓ ÒÀÉÌÄ ßÀÒÌÏÌÀÃÂÄÍÄËÉ. ∥ · ∥ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ∥ · ∥∗ ÀÒÉÓ Lp(X,µ)/M

ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÍÏÒÌÀ.

ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ (Lp(X,µ), ∥ · ∥) ÍÏÒÌÉÒÄÁÖË ÓÉÅÒÝÄÓ ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙ-
ÅÍÉÛÍÀÅÈ Lp(X,µ), ÀÍ, ÖÁÒÀËÏÃ, Lp ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÉÖÍÂÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ: ÅÈØÅÀÈ, φ : [0,∞) → [0,∞) ÀÒÉÓ ÌÊÀÝ-
ÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ φ(0) = 0, áÏËÏ ψ : [0,∞) →
[0,∞) ÀÒÉÓ ÌÉÓÉ ÛÄØÝÄÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ a ÃÀ b
ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÜÅÄÍÄÈ ÖÔÏËÏÁÀ:

ab ≤
∫ a

0

φ +

∫ b

0

ψ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ: ÀÌ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ φ(t) = tp−1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÉÖÍÂÉÓ
ÖÔÏËÏÁÀÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÓÀÀÌÉÓÏÃ ÌáÄÃÅÄËÏÁÀÛÉ ÖÍÃÀ ÌÉÅÉÙÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ
1 < p < ∞, ÌÀÛÉÍ φ(t) = tp−1 ÃÀ ψ(t) = tq−1 ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁ-
ÒÖÍÄÁÖËÉ ÀÒÉÀÍ.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÉÖÍÂÉÓ ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÔÏËÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ
ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ b = φ(a).

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ äÄËÃÄÒÉÓ ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÔÏËÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ
ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÒÉÝáÅÄÁÉ α ÃÀ β,
ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ α+ β > 0 ÃÀ α|f |p = β|g|q(mod µ).

4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ 1 < p < ∞ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÌÉÍÊÏÅÓÊÉÓ ÖÔÏËÏÁÀÛÉ, ÔÏ-
ËÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÀÒÀÖÀÒ-
ÚÏ×ÉÈÉ ÒÉÝáÅÄÁÉ α ÃÀ β, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ α+β > 0 ÃÀ αf = βg(mod µ).

5. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ p = 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÌÉÍÊÏÅÓÊÉÓ ÖÔÏËÏÁÀÛÉ, ÔÏËÏÁÀ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ fg ≥ 0(mod µ).

6. ÅÈØÅÀÈ, 1 < p < ∞ ÃÀ 1/p + 1/q = 1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f ∈ Lp(X,µ)
×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÏÒÌÀ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉ-
ÒÀÃ:

∥f∥p = sup
g

∫
X

fgdµ,

ÓÀÃÀÝ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÀÉÙÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ g ∈ Lq(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ,
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ∥g∥q ≤ 1. ÀÜÅÄÍÄÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ
ÌÉÉÙßÄÅÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ g0 ∈ Lq(X,µ), ∥g0∥q = 1, ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ.

§ 2. Lp ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄ-
ÅÀÛÉ, Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ÅÉßÒÏÅÃÄÁÉÀÍ p ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÆÒÃÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 11.2.1. ÈÖ µ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ, ÌÀÛÉÍ 1 ≤ p1 < p2 <
∞ ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

Lp2(X,µ) ⊂ Lp1(X,µ).

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ Lp2(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

∥f∥p1 ≤ µ(X)1/p1−1/p2∥f∥p2 .

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ Lp2(X,µ). ÈÖ |f |p1 ×ÖÍØÝÉÀÓ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÄÍÈ

|f |p1 = |f |p1 · 1 ÓÀáÉÈ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ |f |p1 ∈ Lp2/p1(X,µ),
ÌÀÛÉÍ äÄËÃÄÒÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

X

|f |p1dµ ≤
(∫

X

(|f |p1)
p2
p1 dµ

) p1
p2
(∫

X

1
p2

p2−p1 dµ

) p2−p1
p2

=

=

(∫
X

|f |p2dµ
) p1

p2

µ(X)
p2−p1

p2 .

ÝáÀÃÉÀ, ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ Lp(E)

ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Lp(E,mE) ÓÉÅÒÝÄ, ÓÀÃÀÝ mE ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÛÄÆÙÖÃÅÀ E-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 11.2.1. ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÛÄÖÞ-
ËÄÁÄËÉÀ, ÒÀÉÌÄ ÉÈØÅÀÓ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÈÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒ ÚÏ×ÀØÝÄÅÀÆÄ p

ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÀÌÀÛÉ ÂÅÀÒßÌÖÍÄÁÄÍ Lp(R) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ:
L2(R) ⊂ L1(R) ÜÀÒÈÅÀ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ, ÒÀÃÂÀÍ

f =

∞∑
n=1

1

n
χ(n,n+1)

×ÖÍØÝÉÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ L2(R), ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ L1(R)-Ó. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÀÒ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÀÒÝ L1(R) ⊂ L2(R) ÜÀÒÈÅÀ, ÒÀÃÂÀÍ

f =

∞∑
n=1

√
n χ( 1

n+1 ,
1
n

)
×ÖÍØÝÉÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ L1(R)-Ó ÃÀ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ L2(R)-Ó.

Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÈÀ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÓÀáÄÓáÅÀÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÀ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ X =

N ÃÀ µ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÀÌÈÅËÄË ÆÏÌÀÓ N-ÛÉ. ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, Lp(X,µ)
ÓÉÅÒÝÉÓ ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÅÀÃ ÉÚÄÍÄÁÄÍ lp ÓÉÌÁÏËÏÓ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ lp

ÀÒÉÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ x = (xn) ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÅÒÝÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ
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∑∞
n=1 |xn|p <∞, ÀÌÀÓÈÀÍ, (xn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÍÏÒÌÀ lp-ÛÉ ÔÏËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓÀ:
(∑∞

n=1 |xn|p
)1/p

.

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ lp ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ×ÀÒÈÏÅÃÄÁÉÀÍ p ÌÀÜ-
ÅÄÍÄÁËÉÓ ÆÒÃÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, Ä.É. ÈÖ 1 ≤ p1 < p2 <∞, ÌÀÛÉÍ lp1 ⊂ lp2 .

lp ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓÈÅÉÓ äÄËÃÄÒÉÓÀ ÃÀ ÌÉÍÊÏÅÓÊÉÓ ÖÔÏËÏÁÄÁÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ,
ÙÄÁÖËÏÁÄÍ ÛÄÌÃÄÂ ÓÀáÄÓ:

• ÈÖ (xn) ∈ lp ÃÀ (yn) ∈ lq , ÌÀÛÉÍ (xnyn) ∈ l1 ÃÀ

∞∑
n=1

|xnyn| ≤
( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p
( ∞∑
n=1

|yn|q
) 1

q

;

• ÈÖ (xn) ∈ lp ÃÀ (yn) ∈ lp, ÌÀÛÉÍ (xn + yn) ∈ lp ÃÀ( ∞∑
n=1

|xn + yn|p
) 1

p

≤
( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

+

( ∞∑
n=1

|yn|p
) 1

p

.

ÀÌ ÖÔÏËÏÁÄÁÓ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, äÄËÃÄÒÉÓÀ ÃÀ ÌÉÍÊÏÅÓÊÉÓ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÖÔÏ-
ËÏÁÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÉÈ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÄÍ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ 8.10.1 ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÃÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ,
ÈÖ ÒÏÂÏÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ Lp-ÍÏÒÌÀ ÂÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÄÛ-
ÅÄÏÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.2.2. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ Lp(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ
ÔÏËÏÁÀ: ∫

X

|f |pdµ =

∫
(0,∞)

Ff (t)pt
p−1dm(t).

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ 1 ≤ p1 < p2 < ∞, ÌÀÛÉÍ Lp2([0, 1]) ⊂ Lp1([0, 1])
ÜÀÒÈÅÀ ÌÊÀÝÒÉÀ. Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ p ≥ 1-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉ-
ÞÄÁÍÄÁÀ f ∈ Lp([0, 1]) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ÀÒÝÄÒÈ Lr([0, 1])
(r > p) ÓÉÅÒÝÄÓ.

2. ÅÈØÅÀÈ, µ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ ÃÀ 1 ≤ p1 < p2 < ∞. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ,
ÒÏÌ Lp2(X,µ) = Lp1(X,µ) ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ µ ÆÏÌÀ
ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÀÔÏÌÄÁÆÄ (ÆÏÌÉÓ ÀÔÏÌÉ ÄßÏÃÄÁÀ
ÉÓÄÈ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÀÒ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÌÀÓÆÄ
ÌÝÉÒÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ).

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ 1 ≤ p1 < p2 < ∞, ÌÀÛÉÍ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ Lp2(R) ⊂
Lp1(R) ÜÀÒÈÅÀ. Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ p > 1-ÓÈÅÉÓ ÌÏ-
ÉÞÄÁÍÄÁÀ f ∈ Lp(R) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ÀÒÝÄÒÈ Lr(R)
(1 ≤ r < p) ÓÉÅÒÝÄÓ.

4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ 1 ≤ p1 < p2 < ∞ ÃÀ f ∈ Lp1(R) ∩ Lp2(R), ÌÀÛÉÍ
f ∈ Lp(R) ÚÏÅÄËÉ p ∈ (p1, p2)-ÓÈÅÉÓ.
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5. ÅÈØÅÀÈ, ÚÏÅÄËÉ i ∈ {1, 2}-ÓÈÅÉÓ (Xi, Si, µi) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ
fi ÀÒÉÓ µi-ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ f1 ÃÀ f2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉ
ÔÏËÀÃÆÏÌÀÃÉÀ, Ä.É. µ1({|f1| > t}) = µ2({|f2| > t}) (t > 0), ÌÀÛÉÍ∫
X1

|f1|pdµ1 =
∫
X2

|f2|pdµ2 ÚÏÅÄËÉ p ∈ [1,∞)-ÓÈÅÉÓ.

§ 3. Lp ÓÉÅÒÝÉÓ ÓÉÓÒÖËÄ. p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.3.1. Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄ ÀÒÉÓ ÓÒÖËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ Lp(X,µ)-ÛÉ.
ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÌÉÓÉ ÒÀÉÌÄ (fnk

) ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ (Éá.
ÃÀÍÀÒÈÉ 2). ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (fnk

) ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ßÄÅÒÄÁÉ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÐÉÒÏÁÀÓ:

∥fnk+1
− fnk

∥p <
1

2k
(k ∈ N).

ÀÓÄÈÉ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (fn)-ÉÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÏÁÉ-
ÃÀÍ.

ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ gk ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÔÏËÏÁÉÈ:

gk(x) = |fn1(x)|+
k−1∑
i=1

|fni+1(x)− fni(x)|.

ÝáÀÃÉÀ, (gk) ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ. g-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛ-
ÍÏÈ (gk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ (ÒÏÌÄËÉÝ ÆÏÂÉÄÒÈ ßÄÒ-
ÔÉËÛÉ, ÛÄÉÞËÄÁÀ, ∞-ÉÓ ÔÏËÉ ÉÚÏÓ). ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ k ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ,

∥gk∥p ≤ ∥fn1∥p +
k−1∑
i=1

∥fni+1 − fni∥p ≤ ∥fn1∥p + 1.

ÀÌÒÉÂÀÃ,
∫
X
|gk|pdµ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÌÖÃÌÉÅÉÈ.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ g ∈ Lp(X,µ).
ÛÄÃÄÂÀÃ, g ×ÖÍØÝÉÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ
ÌáÒÉÅ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

fnk
(x) = fn1(x) +

k−1∑
i=1

(fni+1(x)− fni(x))

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÛÉ. f ÉÚÏÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÒÉÓ
ÔÏËÉÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄÈ.
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ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ f ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ |f | ≤ g. ÛÄÃÄÂÀÃ, f ∈ Lp(X,µ).
ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|fnk
− f | ≤ 2g (k ∈ N),

ÌÀÑÏÒÀÍÔÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,∫
X

|fnk
− f |pdµ→ 0 (k → ∞).

ÀÌÒÉÂÀÃ, f ÀÒÉÓ (fnk
) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÀÌÉÈ

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, fn ∈ Lp(X,µ) (n ∈ N) ÃÀ f ∈ Lp(X,µ). ÈÖ ∥fn − f∥p → 0,
Ä.É. ÈÖ

∫
X
|fn − f |pdµ → 0, ÌÀÛÉÍ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ p

ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ p = 1

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀÌÊÅÉÃÒÄÁÖËÉÀ ÔÄÒÌÉÍÉ - ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ, áÏËÏ
p = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ ÔÄÒÌÉÍÉ - ÓÀÛÖÀËÏ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÄÍ, ÈÖ ÒÀ ÌÉ-
ÌÀÒÈÄÁÀÛÉÀ p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÆÏÌÉÈ, ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÃÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÔÉÐÄÁÈÀÍ:

• p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÆÏÌÉÈ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ. ÀÌÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ,∫

X

|fn − f |pdµ ≥
∫
{|fn−f |≥ε}

|fn − f |pdµ ≥ εpµ({|fn − f | ≥ ε}).

• ÀÒÝ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ ÃÀ ÀÒÝ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏ-
ÁÉÃÀÍ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ Lp([0, 1]) ÓÉÅÒÝÄ ÃÀ ÌÀÓÛÉ
fn = nχ(0,1/n) ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (fn) ÒÏÂÏÒÝ
ÆÏÌÉÈ, ÀÓÄÅÄ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ
×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÌÀÂÒÀÌ∫

[0,1]

|fn|pdµ = np−1 ≥ 1.

ÒÀÝ ÉÌÀÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ (fn) ÀÒÀÀ p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄ-
ÁÀÃÉ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.

• p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÀÒ ÂÀÌÏÌÃÉ-
ÍÀÒÄÏÁÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ 7.8
ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÌÄÏÒÄ ÛÄÍÉÛÅÍÀÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fs) ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀ. ÄÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÀÒÝÄÒÈ ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÒÀÀ
ÍÖËÉÓÀÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ
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(fs) ÀÒÉÓ p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÉ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ
ÔÏËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.

• ÈÖ µ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀ-
ÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ. ÄÓ ÃÀÓÊÅÍÀ
ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ:∫

X

|fn − f |pdµ ≤ max |fn − f |p µ(X).

ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÊÉ ÈÀÍÀÁÀÒÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ
ÀÒ ÉßÅÄÅÓ p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ. ÀÌÀÛÉ ÂÅÀÒßÌÖ-
ÍÄÁÓ Lp(R) ÓÉÅÒÝÉÓÀ ÃÀ fn = 1

nχ(−np,np) ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
ÌÀÂÀËÉÈÉ.

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ, ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ
11.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
Ö×ÒÏ ÌÝÉÒÄ r ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, fn (n ∈ N) ÃÀ f ÀÒÉÀÍ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ. ÀÜÅÄÍÄÈ,
ÒÏÌ ÈÖ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÃÀ ÌÏÉÞÄÁ-
ÍÄÁÀ ÉÓÄÈÉ g ∈ Lp(X,µ) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌ |fn| ≤ g (n ∈ N), ÌÀÛÉÍ (fn)
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.

2. ÅÈØÅÀÈ, fn (n ∈ N) ÃÀ f ÀÒÉÀÍ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ. ÀÜÅÄÍÄÈ,
ÒÏÌ ÈÖ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ (fnk ) ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ.

3. ÅÈØÅÀÈ, 1 < p < ∞, 1/p+ 1/q = 1, {f} ∪ {fn : n ∈ N} ⊂ Lp(X,µ) ÃÀ
{g} ∪ {gn : n ∈ N} ⊂ Lq(X,µ). ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ ∥fn − f∥p → 0 ÃÀ
∥gn − g∥q → 0, ÌÀÛÉÍ ∥fngn − fg∥1 → 0.

§ 4. ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ Lp ÓÉÅÒÝÄÛÉ

ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ Ω ÊËÀÓÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ Lp(X,µ) ÓÉÅ-
ÒÝÄÛÉ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ f ∈ Lp(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ h ∈ Ω ∩ Lp(X,µ) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ∥f − h∥p < ε.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.1. ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ Lp(X,µ)
ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ Lp(X,µ) ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÂÀÍÅÉáÉ-
ËÏÈ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ (hn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ
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ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÝáÀÃÉÀ, hn ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÌÉÄÊÖÈ-
ÅÍÄÁÉÀÍ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÓ. ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖÊÉ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ

0 ≤ (f − hn)
p ≤ fp (n ∈ N),

ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ ÌÀÑÏÒÀÍÔÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ,
ÃÀÅßÄÒÈ,

lim
n→∞

∫
X

|f − hn|pdµ = 0.

ÀÌÉÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ Lp(X,µ) ÃÀ ε > 0.
ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ f ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÃÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÍÀßÉËÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ
ÓÀáÉÈ: f = f+ − f−. f+ ÃÀ f− ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ,
ÌÀÈÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÉÓÉÍÉ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÓ
ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ. ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÖÊÅÄ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÍÀßÉËÉ f+ ÃÀ f−

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÌÀÒÔÉÅÉ h1 ∈ Lp(X,µ) ÃÀ h2 ∈ Lp(X,µ)

×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ

∥f+ − h1∥p <
ε

2
, ∥f− − h2∥p <

ε

2
.

h-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ h1−h2 ÓáÅÀÏÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ h ×ÖÍØÝÉÀ ÌÀÒÔÉÅÉÀ, ÄÊÖÈÅÍÉÓ
Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÓ ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ,

∥f − h∥p ≤ ∥f+ − h1∥p + ∥f− − h2∥p < ε.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 11.4.1. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
∑n
k=1 αkχAk

ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ
ÌÀÒÔÉÅÉ h ×ÖÍØÝÉÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÓ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ,
ÒÏÝÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÀ ÀØÅÓ ÚÏÅÄË ÉÌ Ak ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ αk ̸= 0.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.1 ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÀÞËÉÄÒÏÈ, ÈÖ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ µ ÆÏÌÀ
ÌÉÙÄÁÖËÉÀ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÈ.
ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.2. ÅÈØÅÀÈ, µ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ. ÌÀÛÉÍ
Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀØÅÓ ÓÀáÄ:

∑n
k=1 αkχAk

, ÓÀÃÀÝ Ak ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ
ÀÒÉÀÍ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÃÀ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ H ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ: ÅÈØÅÀÈ, Π ÀÒÉÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ
ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÆÄÝ ÓÀÖÁÀÒÉÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÀÛÉ ÃÀ
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ÅÈØÅÀÈ, Π∗ ÀÒÉÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÃ-
ÂÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

∑n
k=1 αkχAk

, ÓÀÃÀÝ Ak ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ H
ÊËÀÓÓ. ÌÀÛÉÍ ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÈÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 3.2.2) ÀÃÅÉËÀÃ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ Π∗ = Π. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÖ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ Π∗ ÊËÀÓÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÌÊÅÒÉÅÏÁÀÓ, ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ Lp(X,µ)-ÛÉ ÛÄÌÀ-
ÅÀË ÚÏÅÄË ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÉÆÖÓÔÉÈ ÌÉÅÖÀáËÏÅÃÄÈ
Π∗ ÊËÀÓÉÓ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ
ÚÅÄËÀ ÉÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄØÅÄÌÃÄÁÀÒÄÁÀ Π∗ ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÈ
ÌÉÀáËÏÄÁÀÓ, ÀÒÉÓ ßÒ×ÉÅÉ (Ä.É. ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÛÄÊÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÓÊÀËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅ-
ËÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ), ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, ÅÉÌÓãÄËÏÈ ÉÌ ÌÀáÀ-
ÓÉÀÈÄÁÄËÉ χA ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ µ(A) <∞.

ÅÈØÅÀÈ, µ(A) < ∞ ÃÀ ε > 0. ÌÀÛÉÍ 5.6.4 ÃÀ 3.3.1 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀ-
ËÉÈ (Éá. ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÍÉÛÅÍÀ 3.3.2) ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
B1, . . . , Bn ∈ H ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ

µ

(
A△

n∪
k=1

Bk

)
< εp.

ÛÄÃÄÂÀÃ,
∑n
k=1 χBk

×ÖÍØÝÉÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Π∗ ÊËÀÓÓ ÃÀ∥∥∥∥χA −
n∑
k=1

χBk

∥∥∥∥
p

=

(∫
X

∣∣∣χA −
n∑
k=1

χBk

∣∣∣pdµ)1/p

= µ

(
A△

n∪
k=1

Bk

)1/p

< ε.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

(X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ (X, ϱ) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ
ÓÉÅÒÝÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÐÉÒÏÁÀ:

• S ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ (X, ϱ) ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄË ÙÉÀ ÃÀ ÚÏÅÄË ÜÀÊÄÔÉË
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ;

• ÚÏÅÄËÉ A ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄ-
ÁÉÀÍ (X, ϱ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÙÉÀ G ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ F ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ,
ÒÏÌ G ⊃ A ⊃ F ÃÀ µ(G \ F ) < ε.

(X, ϱ) ÌÄÔÒÉÊÖË ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ ×ÉÍÉ-
ÔÖÒÉ, ÈÖ ÌÉÓÉ ÓÀÚÒÃÄÍÉ (Ä.É. {f ̸= 0} ÓÉÌÒÀÅËÄ) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ.

(X, ϱ) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓÀÈÅÉÓ C(X, ϱ)-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÖßÚÅÄÔÉ
f : X → R ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, áÏËÏ C0(X, ϱ)-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÖßÚÅÄÔÉ
ÃÀ ×ÉÍÉÔÖÒÉ f : X → R ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ. ÝáÀÃÉÀ, C0(X, ϱ) ⊂ C(X, ϱ) ÃÀ
C0(X, ϱ) = C(X, ϱ), ÈÖ (X, ϱ) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÉÅÒÝÄÀ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ (X, ϱ)

ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ ÖßÚÅÄÔÉ f : X → R ×ÖÍ-
ØÝÉÀ µ-ÆÏÌÀÃÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÖßÚÅÄÔÉ ÀÓÀáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÙÉÀ
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ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÉÍÀÓÀáÄ ÙÉÀÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, ÚÏÅÄËÉ a ∈ R-ÓÈÅÉÓ f−1((a,∞))

ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉØÍÄÁÀ ÙÉÀ (X, ϱ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÉØÍÄÁÀ µ-ÆÏÌÀÃÉÝ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.3. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ
(X, ϱ) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÌÀÛÉÍ C0(X, ϱ) ÊËÀÓÉ ÚÅÄË-
ÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, C(X, ϱ) ÊËÀÓÉ ÚÅÄËÂÀÍ
ÌÊÅÒÉÅÉÀ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ ÂÀÅÉÌÄÏÒÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÂÀÌÏ-
ÚÄÍÄÁÖË ÌÓãÄËÏÁÀÓ, ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ χA,
µ(A) < ∞, ÓÀáÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ C0(X, ϱ) ÊËÀÓÉÓ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÅÈØÅÀÈ, A ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ ε > 0. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÀÉÌÄ
x0 ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ B(x0, n) = {x : ϱ(x, x0) < n} (n ∈ N) ÁÉÒÈÅÄÁÉ. ÌÀÛÉÍ
An = A ∩ B(x0, n) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÌÏÂÅÝÄÌÄÍ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃ
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ A-Ó ÔÏËÉÀ. ÀÌÉÔÏÌ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ n, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ µ(A \ An) <
(ε/2)p. ÀÌÒÉÂÀÃ, A∗ = An ÀÒÉÓ B(x0, n) ÁÉÒÈÅÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÓÀÓÒÖËÉ
ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ∥χA − χA∗∥ < ε/2.

ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÙÉÀ G ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ
F ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ G ⊃ A∗ ⊃ F ÃÀ µ(G \ F ) < (ε/2)p.
ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ G ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ
(ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ G-Ó ÍÀÝÅËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÃÉÈ G ∩ B(x0, n) ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÓ.)

f ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÈ:

f(x) =
ϱ(x,X \G)

ϱ(x, F ) + ϱ(x,X \G)
(x ∈ X),

ÓÀÃÀÝ ϱ(y,E) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÌÀÍÞÉËÓ y ßÄÒÔÉËÓÀ ÃÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÛÏÒÉÓ,
Ä.É. ϱ(y,E) = inf

t∈E
ϱ(y, t). ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍ-

ÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÊÏÒÄØÔÖËÀÃ (Ä.É. ÌÍÉÛÅÍÄËÉ ÀÒÝÄÒÈ ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÒ áÃÄÁÀ
ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ) ÃÀ ÌÀÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÈáÉ ÈÅÉÓÄÁÀ:

1) f ÖßÚÅÄÔÉÀ;
2) 0 ≤ f ≤ 1;
3) f(x) = 1, ÒÏÝÀ x ∈ F ;
4) f(x) = 0, ÒÏÝÀ x ∈ X \G.
ÀÌ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ f ∈ C0(X, ϱ) ∩ Lp(X,µ). ÊÄÒ-

ÞÏÃ, f ∈ C0(X, ϱ) ÌÉÊÖÈÅÍÄÁÀÓ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ 1) ÃÀ 4) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ, áÏËÏ
f ∈ Lp(X,µ) ÌÉÊÖÈÅÍÄÁÀ ÌÉÉÙÄÁÀ 1), 2) ÃÀ 4) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ, µ(G) ≤
µ(A∗) + µ(G \A∗) ≤ µ(A∗) + µ(G \ F ) <∞ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ.
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2), 3) ÃÀ 4) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ,

∥χA∗ − f∥p =
(∫

G\F
|χA∗ − f |pdµ

)1/p

≤ µ(G \ F )1/p < ε/2.

ÀÌÒÉÂÀÃ, f ×ÖÍØÝÉÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ C0(X, ϱ) ∩ Lp(X,µ) ÊËÀÓÓ ÃÀ

∥χA − f∥p ≤ ∥χA − χA∗∥p + ∥χA∗ − f∥p < ε.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

f : Rn → R ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÓÀ×ÄáÖÒÏÅÀÍÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÈÖ ÌÀÓ ÀØÅÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÄ:

∑m
k=1 αkχIk , ÓÀÃÀÝ α1, . . . , αm ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ,

áÏËÏ I1, . . . , Im ÀÒÉÀÍ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÍÀáÄÅÒÀÃÙÉÀ n-ÂÀÍÆÏ-
ÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ In ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉÃÀÍ.

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ ÌÉÉÙÄÁÀ ÍÀáÄÅÒÀÃÙÉÀ n-
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ In ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÓÀßÚÉÓÉ ÆÏÌÉÓ
(ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÌÏÝÖËÏÁÉÓ) ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÈ ÃÀ ÀÓÄÅÄ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ËÄ-
ÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ Rn-ÉÓ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÌÀÍÞÉËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ
(Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2), ÌÀÛÉÍ 11.4.1-11.4.3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ
ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.4. Lp(Rn) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ ÈÉÈÏÄÖËÉ
ÛÄÌÃÄÂ ÓÀÌ ÊËÀÓÓ ÛÏÒÉÓ:

• ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ;
• ÓÀ×ÄáÖÒÏÅÀÍ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ;
• ÖßÚÅÄÔ ÃÀ ×ÉÍÉÔÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ.

ÅÈØÅÀÈ, Ω ÀÒÉÓ X ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÒÀÉÌÄ ÊËÀÓÉ.
Ω-Ó ÛÄÆÙÖÃÅÀ E ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÅÖßÏÃÏÈ {f |E : f ∈ Ω} ÊËÀÓÓ, ÓÀÃÀÝ
f |E ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.4-ÃÀÍ ÀÃÅÉËÀÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.5. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÒÀÉÌÄ
ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. Lp(E) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ ÈÉÈÏÄÖËÉ
ÛÄÌÃÄÂ ÓÀÌ ÊËÀÓÓ ÛÏÒÉÓ:

• Rn-ÛÉ ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ;
• Rn-ÛÉ ÓÀ×ÄáÖÒÏÅÀÍ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ E ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÆÄ;

• Rn-ÛÉ ÖßÚÅÄÔ ÃÀ ×ÉÍÉÔÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ E
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.
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ÝÀËÊÄ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ E ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÂÒÞÉÓ ÄÒÈ-
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ [a, b]-ÆÄ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÅÄËÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ C([a, b]) ÊËÀÓÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ
Lp([a, b])-ÛÉ. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÀÌ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÞËÉÄÒÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.6. Lp([a, b]) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÈÀ
ÊËÀÓÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÅÖÀáËÏÅÃÄÈ ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ C([a, b])

ÃÀ ε > 0. ÌÀÛÉÍ ÅÀÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ ÝÍÏÁÉËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ g

ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÃÀÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

max |f − g| < ε

(b− a)1/p
.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

∥f − g∥p =
(∫

[a,b]

|f − g|pdµ
)1/p

≤ (max |f − g|)(b− a)1/p < ε.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ ÚÅÄËÂÀÍ
ÌÊÅÒÉÅÉÀ Lp([−π, π]) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

2. ÅÈØÅÀÈ, −∞ ≤ a < b ≤ ∞. f ∈ Lp([a, b]) ×ÖÍØÝÉÉÓ Lp-ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ÌÏÃÖËÉ ÀÒÉÓ (0, b−a) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

ωf,p(δ) = sup
h∈(0,δ]

(∫
(a,b−h)

|f(x+ h)− f(x)|pdµ(x)
)1/p

.

ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ωf,p(δ) → 0, ÒÏÝÀ δ → 0.

§ 5. Lp ÓÉÅÒÝÉÓ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÏÁÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ
ÐÉÒÏÁÀ

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ. S∗ ⊂ S ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ µ ÆÏÌÉÓ
ÁÀÆÉÓÉ, ÈÖ ÌÀÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÈÅÉÓÄÁÀ:

• µ(A∗) <∞ ÚÏÅÄËÉ A∗ ∈ S∗-ÓÈÅÉÓ;
• ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ ε > 0 ÒÉ-

ÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ A∗ ∈ S∗ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÒÖË-
ÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ: µ(A△A∗) < ε.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.5.1. ÈÖ µ ÆÏÌÀÓ ÀØÅÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÁÀÆÉÓÉ, ÌÀÛÉÍ
Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ S∗ ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ µ ÆÏÌÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃÉ ÁÀÆÉÓÉ. Π-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÓ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÊËÀÓÉ:

n∑
k=1

rkχA∗
k
,

ÓÀÃÀÝ r1, . . . , rn ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ, áÏËÏ A∗
1, . . . , A

∗
n ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ

ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ S∗ ÊËÀÓÓ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ Π ÊËÀÓÉ ÀÒÀÖÌÄ-
ÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ ÃÀ Π ⊂ Lp(X,µ). ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ Π ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ
Lp(X,µ)-ÛÉ, ÒÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ.

ÅÈØÅÀÈ, A ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ÃÀ ε > 0. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ A∗ ∈ S∗

ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ µ(A△A∗) < εp. ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÃÀÅßÄÒÈ,

∥χA − χA∗∥p =
(∫

X

|χA − χA∗ |pdµ
)1/p

= µ(A△A∗)1/p < ε.

ÀÌ ÛÄÍÉÛÅÍÀÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÖÆÒÖÍÅÄËÅÚÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÀÒ-
ÔÉÅÉ

∑n
k=1 αkχAk

∈ Lp(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÀÂÉÍÃ ÆÖÓÔÉ ÌÉÀáËÏÄÁÀ Π ÊËÀÓÉÓ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÓÀÀÌÉÓÏÃ,

∑n
k=1 rkχA∗

k
∈ Π ×ÖÍØÝÉÀ ÖÍÃÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ

ÉÓÄ, ÒÏÌ |αk − rk| ÃÀ ∥χAk
− χA∗

k
∥p ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉ ÉÚÅÍÄÍ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ

ÌÝÉÒÄ.
ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÌÀÒÔÉÅ

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ Lp(X,µ)-ÛÉ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ Π ÊËÀÓÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÌÊÅÒÉÅÏÁÀÓ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 11.5.1-ÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.5.2. ÈÖ Lp(X,µ) ÓÉÅÒÝÄ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ, ÌÀÛÉÍ µ ÆÏÌÀÓ
ÀØÅÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÁÀÆÉÓÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.5.2-ÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ:
1) µ ÆÏÌÀÓ ÀØÅÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÁÀÆÉÓÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ,

ÒÏÝÀ Lp(X,µ) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ØÅÄÓÉÅÒÝÄ: {χA : A ∈ S, µ(A) <
∞}, ÀÒÉÓ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉ;

2) ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉ ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ØÅÄÓÉÅÒÝÄ ÀÓÄÅÄ ÓÄ-
ÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ (Éá. ÃÀÍÀÒÈÉ 2).

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.5.3. ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀÓ ÀØÅÓ ÈÅËÀÃÉ ÁÀÆÉÓÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ I = I1 × · · · × In ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ ÅÖßÏÃÏÈ
ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ, ÈÖ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ Ik ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÁÏËÏÄÁÉ
ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ In ÊËÀÓÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÚÅÄËÀ
ÛÄÓÀÞËÏ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ S∗ ÊËÀÓÉ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ S∗ ØÌÍÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
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ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃ ÁÀÆÉÓÓ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ S∗ ÈÅËÀÃÉÀ. ÝáÀÃÉÀ,
S∗-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÀÓÒÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ Rn ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá. ÀÂÒÄÈÅÄ
ÛÄÍÉÛÅÍÀ 3.3.2) ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ I1, . . . , Ip ∈ In
ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ

m

(
A△

p∪
k=1

Ik

)
<
ε

2
.

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ ÈÉÈÏÄÖË Ik ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ ÛÄÅÀÌÝÉÒÄÁÈ
ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ I∗k ÌÏÍÀÊÅÄÈÀÌÃÄ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÐÉÒÏÁÀ:

m(Ik \ I∗k) <
ε

2p
,

ÌÀÛÉÍ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

m

(
A△

p∪
k=1

I∗k

)
< ε.

ÀÌÉÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ, ÒÏÌ S∗ ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÁÀÆÉÓÉ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.5.4. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ mE ÆÏÌÀÓ (Ä.É. ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀÓ E-Ó ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ) ÀØÅÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÁÀÆÉÓÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, S∗ ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ÈÅËÀÃÉ ÁÀÆÉÓÉ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ S∗-ÉÓ ÊÅÀËÉ E-ÆÄ, Ä.É. S∗ ∩ E = {A∗ ∩ E : A∗ ∈ S∗} ÊËÀÓÉ.
ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ S∗ ∩ E ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ ÃÀ ØÌÍÉÓ mE ÆÏÌÉÓ
ÁÀÆÉÓÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

11.5.1 ÃÀ 11.5.4 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.5.5. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ Lp(E) ÓÉÅÒÝÄ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀÓ ÀØÅÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃÉ ÁÀÆÉÓÉ.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ p ∈ [1,∞)-ÓÈÅÉÓ lp ÓÉÅÒÝÄ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ.
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§ 6. ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÅÒÝÄ

ØÅÄÌÏÈ ÚÅÄËÂÀÍ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ (X, S, µ) ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ.

f : X → R ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ c ≥ 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |f(x)| ≤ c ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, Ä.É.
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ A ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ µ(A) = 0 ÃÀ |f(x)| ≤ c ÚÏÅÄËÉ
x ∈ X \A ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ.

µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛ-
ÍÏÈ

ess sup f = inf {c : c ≥ 0, |f(x)| ≤ c ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ}.
ess sup f ÒÉÝáÅÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈ ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÀÒÓ µ ÆÏÌÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ.

ËÄÌÀ 11.6.1. ÈÖ f ÀÒÉÓ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ |f(x)| ≤ ess sup f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ,

|f(x)| ≤ ess sup f +
1

n

ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, Ä.É. ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ An ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌ-
ËÉÓÈÅÉÓÀÝ |f(x)| ≤ ess sup f + 1/n, ÒÏÝÀ x /∈ An.

A-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ An (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, A
ÉØÍÄÁÀ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÚÏÅÄËÉ x /∈ A ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ
ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ |f(x)| ≤ ess sup f + 1/n. ÛÄÃÄÂÀÃ, |f(x)| ≤
ess sup f ÚÏÅÄËÉ x /∈ A-ÓÈÅÉÓ. ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÌÀ 11.6.2. ÈÖ f ÃÀ g ÀÒÉÀÍ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÌÀÛÉÍ:

ess sup(f + g) ≤ ess sup f + ess sup g,

ess sup(af) = |a| ess sup f (a ∈ R).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ËÄÌÀ 11.6.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ A ÃÀ B
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ {|f | > ess sup f} ⊂ A ÃÀ {|g| > ess sup f} ⊂ B.
ÌÀÛÉÍ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ A ∪ B ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÒÄÈ ÌÃÄÁÀÒÄ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x

ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ,

|f(x)| ≤ ess sup f + ess sup g.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ess sup(f + g) ≤ ess sup f + ess sup g ÛÄ×ÀÓÄÁÀ.
ess sup(af) = |a| ess sup f ÔÏËÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÝáÀÃÉ

ÓÉÌÒÀÅËÖÒÉ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ:

{c : c ≥ 0, |(af)(x)| ≤ c È.Ú.} = {|a|t : t ≥ 0, |f(x)| ≤ t È.Ú.}.
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ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÚÅÄËÀ µ-ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ f :

X→R ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ L∞(X,µ) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ. ÀÌÒÉÂÀÃ, L∞(X,µ)

ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ, ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÌÏÄÈáÏÅÄÁÀÈ
ÆÏÌÀÃÏÁÀÝ.

11.6.1 ÃÀ 11.6.2 ËÄÌÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, L∞(X,µ) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ
ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÛÄÊÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÊÀËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ
ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ L∞(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ∥ · ∥ =

∥ · ∥∞ ×ÖÍØÝÉÀ:

∥f∥ = ess sup f.

11.6.1 ÃÀ 11.6.2 ËÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÌÀÓ ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

1) f ∈ L∞ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ∥f∥ = 0 ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ
f(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ;

2) ∥af∥ = |a| ∥f∥ (a ∈ R, f ∈ L∞);
3) ∥f + g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥ (f, g ∈ L∞).
ÈÖ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏË ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÂÀÅÀÉÂÉÅÄÁÈ, ÌÀ-

ÛÉÍ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ, (L∞(X,µ), ∥ · ∥) ßÚÅÉËÓ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖË
ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÓ.

ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ (L∞(X,µ), ∥ · ∥∞) ÍÏÒÌÉÒÄÁÖË ÓÉÅÒÝÄÓ, ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ,
ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ L∞(X,µ) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ L∞(E)-
ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ L∞(E,mE) ÓÉÅÒÝÄÓ, ÓÀÃÀÝ mE ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄ-
ÆÙÖÃÅÀ E-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 11.6.1. ÚÏÅÄËÉ f ∈ L∞(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×É-
ËÉÀ {x ∈ X : |f(x)| > ∥f∥∞} ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, ÀÌ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ
ÀÒ ÉÚÏÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 11.6.2. ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ limp→1
p
p−1 = ∞, ÁÖÍÄÁÒÉ-

ÅÉÀ p = 1 ÒÉÝáÅÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖË q ÐÀÒÀÌÄÔÒÀÃ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ∞. p = 1, q = ∞
ßÚÅÉËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, äÄËÃÄÒÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ ÛÄÌÃÄÂ ÓÀáÄÓ ÙÄÁÖËÏÁÓ: ÈÖ
f ∈ L1(X,µ) ÃÀ g ∈ L∞(X,µ), ÌÀÛÉÍ fg ∈ L(X,µ) ÃÀ∫

X

|fg|dµ ≤ ∥f∥1 ∥g∥∞.
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ÀÌ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÛÉ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ: |f(x)g(x)| ≤ |f(x)| ∥g∥∞, ÒÏÌËÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÄÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÓÀàÉÒÏ ÖÔÏËÏÁÀÓ.

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ p = ∞ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÉÍÊÏÅÓÊÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ ÂÀÌÏ-
ÉáÀÔÄÁÀ ∥ · ∥∞ ÍÏÒÌÉÓ ÌÄÓÀÌÄ ÈÅÉÓÄÁÉÈ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 11.6.3. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ: ÈÖ µ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ 1 ≤ p < ∞ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ,
ÒÏÌ L∞(X,µ) ⊂ Lp(X,µ). ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÚÏÅÄËÉ f ∈ L∞(X,µ)-ÓÈÅÉÓ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ∥f∥p ≤ µ(X)1/p∥f∥∞.

ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, L∞(X,µ) ⊂ Lp(X,µ) ÜÀÒÈÅÀ ÓÀ-
ÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÀÒÀÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÀÌ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÄÒÈÉÓ ÔÏËÉ ×ÖÍØÝÉÀ
ÄÊÖÈÅÍÉÓ L∞(X,µ)-Ó, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Lp(X,µ)-Ó.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 11.6.4. ÈÖ X = N ÃÀ µ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÀÌÈÅËÄË ÆÏÌÀÓ N-ÛÉ,
ÌÀÛÉÍ L∞(X,µ) ÓÉÅÒÝÉÓ ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÅÀÃ ÉÚÄÍÄÁÄÍ l∞ ÓÉÌÁÏËÏÓ. l∞ ÀÒÉÓ
ÚÅÄËÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ x = (xn) ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÅÒÝÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ
ÍÏÒÌÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: ∥x∥∞ = supn∈N |xn|.

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ 1 ≤ p < ∞ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓÀÈÅÉÓ
lp ⊂ l∞.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ p = 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ äÄËÃÄÒÉÓ ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÔÏËÏÁÀ
ÌÉÉÙßÄÅÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ |g(x)| = ∥g∥∞ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ.

2. ÀÀÂÄÈ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Lp([0, 1]) ÓÉÅÒÝÄÓ ÚÏÅÄËÉ p ∈ [1,∞)-
ÓÈÅÉÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ L∞([0, 1]) ÓÉÅÒÝÄÓ.

3. ÀÜÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ µ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L∞(X,µ)
×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ limp→∞ ∥f∥p = ∥f∥∞.

4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f ∈ L1(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÏÒÌÀ L1(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÛÄ-
ÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: ∥f∥1 = sup

∫
X
fgdµ, ÓÀÃÀÝ ÓÖÐÒÄ-

ÌÖÌÉ ÀÉÙÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ g ∈ L∞(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ
∥g∥∞ ≤ 1. ÀÜÅÄÍÄÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÌÉÉÙßÄÅÀ ÂÀÒ-
ÊÅÄÖËÉ g0 ∈ L∞(X,µ), ∥g0∥∞ ≤ 1, ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ.

5. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f ∈ L∞(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ L∞-ÍÏÒÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀ-
ËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: ∥f∥∞ = sup

∫
X
fgdµ, ÓÀÃÀÝ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÀÉÙÄÁÀ ÚÅÄËÀ

ÉÌ g ∈ L1(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ∥g∥1 ≤ 1. L∞([0, 1])
ÓÉÅÒÝÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÆÄ ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ
ÌÉÉÙßÄÏÃÄÓ ÀÒÝÄÒÈÉ g ∈ L1([0, 1]), ∥g∥1 ≤ 1, ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ.

§ 7. L∞ ÓÉÅÒÝÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.7.1. L∞(X,µ) ÓÉÅÒÝÄ ÀÒÉÓ ÓÒÖËÉ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ÀÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
L∞(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÌÉÉÙÄÁÀ ÓÉÅÒÝÉÃÀÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÀÌÏÂÃÄÁÉÈ:

An = {x : |fn(x)| > ∥fn∥∞} (n ∈ N),

An,m = {x : |fn(x)− fm(x)| > ∥fn − fm∥∞} (n,m ∈ N).
ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ (fn(x)) ÉØÍÄÁÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓ
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

|fn(x)− fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥∞ (n,m ∈ N). (1)

ÛÄÃÄÂÀÃ, (fn(x)) ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÉØÍÄÁÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ,
ÉÀÒÓÄÁÄÁÓ limn→∞ fn(x) ÆÙÅÀÒÉ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
f ×ÖÍØÝÉÀ: f(x) = limn→∞ fn(x), ÒÏÝÀ x ∈ E ÃÀ f(x) = 0, ÒÏÝÀ
x ∈ X \E. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ f ÀÒÉÓ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ L∞ ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

f ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ
ÆÙÅÀÒÉ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, f ÈÀÅÀÃÀÝ ÆÏÌÀÃÉ ÉØÍÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0

ÒÉÝáÅÉ ÃÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÉÐÏÅÏÈ N ∈
N, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ∥fn−fm∥∞ < ε, ÒÏÝÀ n,m ≥ N . ÛÄÌÃÄÂ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ E-
ÓÈÅÉÓ ÃÀ n ≥ N -ÓÈÅÉÓ (1) ÛÄ×ÀÓÄÁÀÛÉ m-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÈ
ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

|fn(x)− f(x)| ≤ ε (x ∈ E, n ≥ N).

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÒÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀ-
ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -ÓÈÅÉÓ,

fn − f ∈ L∞(X,µ) ÃÀ ∥fn − f∥∞ ≤ ε.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ f ∈ L∞(X,µ) ÃÀ ∥fn − f∥∞ → 0.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 11.7.1. L∞(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÀáËÏÓ ÃÂÀÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓÈÀÍ. ÊÄÒÞÏÃ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀ-
ÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ: ÅÈØÅÀÈ, {f} ∪ {fn : n ∈ N} ⊂ L∞(X,µ). ÌÀÛÉÍ ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ,
ÒÏÌ (fn) ÊÒÄÁÀÃÉ ÉÚÏÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ L∞(X,µ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ
ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, ÒÏÌ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÏÃÄÓ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÆÄÝ
(fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ ÉØÍÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛ-
ÍÀÅÈ, ÒÏÌ fn ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ L∞(E) (E ⊂ Rn)
ÓÀáÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ ÈÀÍÀÁÀÒÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 11.7.2. Lp (1 ≤ p < ∞) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÍÀßÉËÉ ÀÒ ÅÒÝÄËÃÄÁÀ L∞ ÓÉÅÒÝÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÆÄ. ÀÌÉÓ ÓÀÉËÖÓ-
ÔÒÀÝÉÏÃ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ:

• L∞([0, 1]) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÀÒÀÀ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ;
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• L∞([0, 1]) ÓÉÅÒÝÄ ÀÒÀÀ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉ.

ÌÏÊËÄÃ ÀÙÅßÄÒÏÈ ÀÌ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÄÁÉ.
ÐÉÒÅÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ

ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ E ⊂ [0, 1] ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉÀ. E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ χE ×ÖÍØÝÉÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ L∞([0, 1]) ÓÉÅÒÝÄÓ, ÈÖÌÝÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
f ∈ L∞([0, 1]) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ: ∥f − χE∥∞ <

1/2, ÉØÍÄÁÀ ßÚÅÄÔÉËÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ. ÒÀÝ ÉÌÀÓ
ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ χE ×ÖÍØÝÉÀÓ ÌÉÅÖÀáËÏÅÃÄÈ 1/2-ÆÄ ÍÀÊËÄÁ ÌÀÍ-
ÞÉËÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ (En)

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ. ÈÖ ÍÀÔÖÒÀËÖÒ ÉÍÃÄØÓÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ Λ ⊂ N ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈ-
ÅÉÓ fΛ-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ

∪
n∈ΛEn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄË ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÌÀÛÉÍ

ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ: 1) {fΛ : Λ ⊂ N} ⊂ L∞([0, 1]); 2) {fΛ : Λ ⊂ N} ÊËÀ-
ÓÉ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓÀÀ; 3) {fΛ : Λ ⊂ N} ÊËÀÓÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÏÒ
×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÏÒÉÓ L∞-ÌÀÍÞÉËÉ ÄÒÈÉÓ ÔÏËÉÀ, ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÊÉ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ L∞([0, 1]) ÓÉÅÒÝÉÓ ÀÒÀÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÏÁÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÌÀÒÔÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ L∞(X,µ)
ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ
ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÒÀÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ L∞(X,µ)
ÓÉÅÒÝÄ. ÀÜÅÄÍÄÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÀáÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÀÒÀÒÓÄÁÏ-
ÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, L∞(X,µ) ÓÉÅÒÝÄ ÓÀÓÒÖËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉÀ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ,
ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ.

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ l∞ ÓÉÅÒÝÄ ÀÒÀÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ.
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È À Å É 12

ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÃÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÀÙÒÉÝáÅÉÓ ÖÌÈÀÅÒÄÓÉ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ
ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ
ÀÒÉÀÍ. ÄÓ ÂÀÌÏÉáÀÔÄÁÀ ÉÌÀÛÉ, ÒÏÌ ÈÖ ×ÖÍØÝÉÀÓ ãÄÒ ÅÀÉÍÔÄÂÒÄÁÈ, áÏËÏ
ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ ÂÀÅÀßÀÒÌÏÄÁÈ - ÊÅËÀÅ ÓÀßÚÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ,
ÌÓÂÀÅÓÉ ÃÀÓÊÅÍÀ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÝÅËÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ: ÈÖ ×ÖÍØÝÉÀÓ ãÄÒ ÂÀÅÀßÀÒÌÏÄÁÈ, áÏËÏ ÛÄÌÃÄÂ ÅÀÉÍÔÄÂÒÄÁÈ
- ÓÀßÚÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÃÀÅÖÁÒÖÍÃÄÁÉÈ. ÊÄÒÞÏÃ, ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓÀ ÃÀ ÒÉÌÀÍÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÄÓ ÏÒÉ ÀÓ-
ÐÄØÔÉ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ:

1. ÈÖ f ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, áÏËÏ F ÀÒÉÓ ÌÉÓÉ
ÒÉÌÀÍÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, Ä.É. F (x) =

∫
[a,x] f (x ∈ [a, b]),

ÌÀÛÉÍ F ×ÖÍØÝÉÀÓ ÚÏÅÄË x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÀØÅÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ,
ÒÏÌÄËÉÝ f(x)-ÉÓ ÔÏËÉÀ.

2. ÈÖ f ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÀÃ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ,
ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

f(x) = f(a) +

∫
[a,x]

f ′.

ßÉÍÀÌÃÄÁÀÒÄ ÈÀÅÉ ÌÉÆÍÀÃ ÉÓÀáÀÅÓ, ÛÄÉÓßÀÅËÏÓ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄ-
ÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ.

§ 1. ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

ÃÀÅÉßÚÏÈ ÉÌÉÓ ÛÄÓßÀÅËÉÈ, ÀÒÉÓ ÈÖ ÀÒÀ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÀ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ
ÏÐÄÒÀÝÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÊÄÒÞÏÃ, ÀÌÏÝÀÍÀ ÌÃÂÏÌÀÒÄ-
ÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÛÉ: ÈÖ f ∈ L([a, b]) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄË ÉÍÔÄÂÒÀËÓ:

F (x) =

∫
[a,x]

fdm (x ∈ [a, b]),



ÌÀÛÉÍ ÉØÍÄÁÀ ÈÖ ÀÒÀ F ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ÃÀ ÄÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÈÖ ÀÒÀ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÔÏËÉ?

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÝÅËÉËÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÍÖËÆÏÌÉÀÍ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ
ÂÀÅËÄÍÀÓ ÀÒ ÀáÃÄÍÓ ÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÆÄ. ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ, ÌÀØÓÉÌÖÌÉ, ÒÉÓÉ
ÌÏËÏÃÉÍÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÅØÏÍÃÄÓ, ÀÒÉÓ F ′(x) = f(x) ÔÏËÏÁÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ. ËÄÁÄÂÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÈÄÏÒÄÌÀ
ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÙÍÉÛÍÖË ÔÏËÏÁÀÓ ÌÀÒÈËÀÝ
ÀØÅÓ ÀÃÂÉËÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L([a, b]) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆ-
ÙÅÒÄË ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÀØÅÓ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ f(x)-ÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.1.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ f

×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÓÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓ-
ÓÀÅÄ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÓ.

ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ:

• E ⊂ R ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ÃÀ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ |E|∗ ÃÀ |E| ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÈ;

• f ∈ L(R) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ -
∫
A
fdm ÀÙÍÉÛÍÖËÉ

ÉØÍÄÁÀ
∫
A
f ÜÀÍÀßÄÒÉÈ;

• ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ;

• ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÂ-
ÒÞÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ.

ßÒ×ÄÆÄ ÀÙÄÁÖËÉ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ I(x)-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ x-ÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ
ÚÅÄËÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÊËÀÓÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.1 ÛÄÃÄÂÉÓ ÓÀáÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÃÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.2. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(R) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË
x ∈ R ßÄÒÔÉËÛÉ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÆÙÅÀÒÉÈÉ ÔÏËÏÁÀ:

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I
f = f(x). (1)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.1.2. (1) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÆÙÅÀÒÉ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÉÂÄÁÀ:
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∣∣∣ 1|I|

∫
I

f − f(x)
∣∣∣ < ε,

ÚÏÅÄËÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ I ∈ I(x) ÃÀ |I| < δ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.1.3. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.2 ÌÏÊËÄÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ:
ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÉÍÔÄÂÒÀËØÅÄÛÀ ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.1.4. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.2-ÃÀÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.1-ÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÓÀÊ-
ÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ F ÀÒÉÓ f ∈ L([a, b]) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ [a, b]-ÓÈÅÉÓ,

F (x+ h)− F (x)

h
=

1

|I|

∫
I

f,

ÓÀÃÀÝ h ̸= 0, x+ h ∈ [a, b] ÃÀ I ÀÒÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÒÏÌËÉÓ ÁÏËÏÄÁÉÀ x ÃÀ
x+ h ßÄÒÔÉËÄÁÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.1.5. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.2 ÝáÀÃÉÀ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. f -ÉÓ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |f(y)−f(x)| < ε,
ÒÏÝÀ |y − x| < δ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∋ x ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ
ÓÉÂÒÞÄ ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÂÅÄØÍÄÁÀ:

(f(x)− ε)|I| ≤
∫
I

f ≤ (f(x) + ε)|I|.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ x ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÌÓãÄËÏÁÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ L(R) ÓÉÅÒÝÄÛÉ Öß-
ÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÏÁÉÓ ×ÀØÔÓ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÖÒ ÓÀÛÖÀËÏÈÀ ÛÄÓÀáÄÁ Ä.ß. ÓÖÓÔÉ ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÓÀÊÌÀÏÃ
ÒÈÖË ÌÏÌÄÍÔÓ ÛÄÀÃÂÄÍÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ÀÙÍÉÛÍÖË ÓÖÓ-
ÔÉ ÔÉÐÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ ÀÌ ÄÔÀÐÆÄ ÜÀÅÈÅËÉÈ ÝÍÏÁÉËÀÃ, áÏËÏ ÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÓ
ÃÀÄÈÌÏÁÀ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÏÒÉ ÐÀÒÀÂÒÀ×É.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ λ > 0-ÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ:

Eλ =
{
x : lim

I∈I(x), I→x

∣∣∣ 1|I|
∫
I

f − f(x)
∣∣∣ > 2λ

}
ÀÒÉÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ. ÀØ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ν ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÂÀÉÂÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂ-
ÍÀÉÒÀÃ:

lim
I∈I(x), I→x

ν(I) = lim
δ→0

(sup{ν(I) : I ∈ I(x), |I| < δ}).

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ
ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ (1) ÔÏËÏÁÀ, ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ E1/k (k ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, Eλ (λ > 0) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ.
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ÅÈØÅÀÈ, λ > 0. ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ
ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ g ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ∫

R
|f − g| < ε. (2)

ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÄÈ, ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÖÒ ÓÀÛÖÀËÏÈÀ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ, Ä.É. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ,

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

g = g(x). (3)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÀÉÌÄ x ßÄÒÔÉËÉ. ÂÀÒÃÀÅØÌÍÀÈ 1
|I|
∫
I
f − f(x) ÂÀÌÏÓÀ-

áÖËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

1

|I|

∫
I

f − f(x) =
1

|I|

∫
I

(f − g) +
1

|I|

∫
I

g − g(x) + (g(x)− f(x)).

ÀØÄÃÀÍ, (3)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ

lim
I∈I(x), I→x

∣∣∣ 1|I|
∫
I

f − f(x)
∣∣∣ ≤ lim

I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

|f − g| + |g(x)− f(x)| ≤

≤ sup
I∈I(x)

1

|I|

∫
I

|f − g| + |g(x)− f(x)|. (4)

(4)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

Eλ ⊂
{
x : sup

I∈I(x)

1

|I|

∫
I

|f − g| > λ
}
∪ {x : |g(x)− f(x)| > λ} = A ∪B.

ÀÌ ÈÀÅÉÓ ÌÄÓÀÌÄ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ Ä.ß. ÓÖÓÔÉ ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ
ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓÀÈÅÉÓ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.3.1), ÒÏÌËÉÓ ÞÀËÉÈÀÝ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ h ∈ L(R) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ,∣∣∣{x : sup

I∈I(x)

1

|I|

∫
I

|h| > λ
}∣∣∣

∗
≤ 5

λ

∫
R
|h|. (5)

ÈÖ (5)-Ó ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ |f − g| ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

|A|∗ ≤ 5

λ

∫
R
|f − g|.

B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀ ÊÉ, |f − g| ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀßÄÒÉËÉ ÜÄÁÉÛÄÅÉÓ ÖÔÏË-
ÏÁÉÈ, ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÛÄ×ÀÓÃÄÁÀ:

|B| ≤ 1

λ

∫
R
|f − g|.

ÀáËÀ, ÈÖ ÌáÄÃÅÄËÏÁÀÛÉ ÌÉÅÉÙÄÁÈ (2)-Ó, ÃÀÅßÄÒÈ, ÒÏÌ

|Eλ|∗ ≤ 6ε

λ
.
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ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ Eλ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

§ 2. ÅÉÔÀËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÃÀ×ÀÒÅÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ã. ÅÉÔÀËÉÓ. ÌÀ-
ÈÉ ÌÉÆÀÍÉÀ, ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÊËÀÓÉÃÀÍ ÂÀÌÏÚÏÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÒÀÝ ÛÄÉÞ-
ËÄÁÀ ÃÉÃ ÍÀßÉËÓ ÀÉÈÅÉÓÄÁÓ ÓÀßÚÉÓÉ ÊËÀÓÉÃÀÍ (Ä.É. ÄØÍÄÁÀ ÃÉÃÉ ÆÏÌÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ). ÀÌ ÔÉÐÉÓ ÛÄÃÄÂÄÁÓ ÞÀËÆÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÃÀÔÅÉÒÈÅÀ ÀØÅÈ
ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÓáÅÀ ÆÙÅÀÒÉÈÉ ÐÒÏÝÄÓÉÓ ÛÄÓßÀÅËÉÓÀÓ. ÜÅÄ-
ÍÉ ÖÀáËÏÄÓÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÌÀÈÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÖÓÔÉ ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.1. ÅÈØÅÀÈ, ßÒ×ÉÅÉ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ×ÀÒÖËÉÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÉÂÒÞÄÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ Π ÊËÀÓÉÈ. ÌÀÛÉÍ Π-
ÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ
ÛÄÃÂÄÍÉËÉ, ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∑

I∈Π′

|I| ≥ 1

5
|E|∗.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÀÞÉÄÁÄËÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉÓ ÛÄÒÜÄÅÀ áÃÄÁÀ Ä.ß. „áÀÒÁÉ“ ÀË-
ÂÏÒÉÈÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ. ÀÙÅßÄÒÏÈ ÄÓ ÀËÂÏÒÉÈÌÉ:

Π ÏãÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÄÁÉÓ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÂÀ-
ÌÏ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÅÉÒÜÉÏÈ „ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀÆÄ ÃÉÃÉ“ ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ, ÒÀÝ ÂÖ-
ËÉÓáÌÏÁÓ ÉÓÄÈÉ I1 ∈ Π ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÀÒÜÄÅÀÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ
ÐÉÒÏÁÀ

|I1| >
1

2
sup{|I| : I ∈ Π}.

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ I1, . . . , Ik ∈ Π ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÖÊÅÄ
ÀÒÜÄÖËÉÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ I ∈ Π ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ Πk ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÀÒ ÊÅÄÈÓ ÀÒÝÄÒÈÓ I1, . . . , Ik ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÈÖ Πk ÊËÀÓÉ ÝÀÒÉÄËÉÀ,
ÌÀÛÉÍ ÀÂÄÁÀ ÃÀÓÒÖËÄÁÖËÀÃ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ. ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ, Ik+1-
ÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀÆÄ ÃÉÃÉ Πk ÊËÀÓÉÓ ßÄÅÒÄÁÓ ÛÏÒÉÓ, Ä.É.
ÅÉÒÜÄÅÈ Ik+1 ∈ Πk ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

|Ik+1| >
1

2
sup{|I| : I ∈ Πk}.

ÀÙßÄÒÉËÉ ÓØÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, Π ÊËÀÓÉÃÀÍ ÂÀÌÏÅÚÏ×È ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖË ÀÍ ÈÅËÀÃ Π′ = {Ik} ØÅÄÊËÀÓÓ. ÃÀÅÀÃÂÉ-
ÍÏÈ, ÒÏÌ Π′ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÓÀàÉÒÏ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ,
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ÒÏÝÀ Π′ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÀ. ÓÀÓÒÖËÉ ÊËÀÓÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÀÍÀË-
ÏÂÉÖÒÉ ÃÀ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÌÀÒÔÉÅÉÀ.

ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÏÒÉ ØÅÄÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÉÌÉÓÃÀ ÌÉáÄÃÅÉÈ
∑∞
k=1 |Ik| = ∞, ÈÖ∑∞

k=1 |Ik| <∞.
ÐÉÒÅÄË ØÅÄÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ.
ÌÄÏÒÄ ØÅÄÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|Ik| → 0 (k → ∞).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈ Π ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ
ÊÅÄÈÓ ÄÒÈÓ ÌÀÉÍÝ Ik ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ ÛÏÒÉÓ, Ä.É. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈ Π-ÓÈÅÉÓ,

I ∩
∞∪
k=1

Ik ̸= ∅. (1)

ÌÀÒÈËÀÝ, ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÀÂÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ
ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ: |Ik| > |I|/2. ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ |Ik| → 0 ÐÉÒÏÁÀÓ.

Θ1 ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ I ∈ Π ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÊÅÄÈÓ I1-Ó,
áÏËÏ k ≥ 2-ÓÈÅÉÓ Θk ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ I ∈ Π ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÊÅÄÈÓ Ik-Ó ÃÀ ÀÒ ÊÅÄÈÓ ÀÒÝ ÄÒÈÓ I1, . . . , Ik−1 ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÀÂÄÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ k-ÓÈÅÉÓ (ÍÀá. 12.1),

I ∈ Θk ⇒ (I ∩ Ik ̸= ∅, |I| < 2|Ik|) ⇒ I ⊂ 5Ik. (2)

ÍÀá. 12.1.

ÀØ 5Ik ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ Ik-Ó 5-ãÄÒ ÂÀàÉÌÅÉÈ ÌÉÙÄÁÖË ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ, Ä.É. 5Ik =

H(Ik), ÓÀÃÀÝ H ÀÒÉÓ äÏÌÏÈÄÔÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÝÄÍÔÒÉ ÄÌÈáÅÄÅÀ Ik-Ó ÝÄÍÔÒÓ
ÃÀ ÒÏÌËÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÀÒÉÓ 5-ÉÓ ÔÏËÉ.

(1)-ÉÓ ÃÀ (2)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅßÄÒÈ,

E ⊂
∪
I∈Π

I =

∞∪
k=1

∪
I∈Θk

I ⊂
∞∪
k=1

5Ik. (3)

(3)-ÃÀÍ ÊÉ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ
∞∑
k=1

|Ik| =
1

5

∞∑
k=1

|5Ik| ≥
1

5

∣∣∣∣ ∞∪
k=1

5Ik

∣∣∣∣ ≥ 1

5
|E|∗.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.2.1. Π′ ØÅÄÊËÀÓÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÏÁÉÓ ÌÏÈáÏÅÍÀ ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ 12.1.1-ÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀÛÉ (ÃÀ ÚÅÄËÀ ÛÄÌÃÂÏÌ ÌÓÂÀÅÓÉ ÔÉÐÉÓ ÃÄÁÖ-
ËÄÁÀÛÉ) ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÂÀÃÌÏÝÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓÀÈÅÉÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÊËÀÓÉ ÈÀÅÉÓÈÀÅÀÃÀÀ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ.
Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ (Éá. 1 ÃÀ 2 ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÁÏËÏÓ), ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ
ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖË ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ
ÆÏÌÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÊËÀÓÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.2.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.1 ÀÒ ÒÜÄÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ, ÈÖ E ÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÓ ÃÀÌ×ÀÒÀÅ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ ÀÒ ÌÏÅÈáÏÅÈ ÓÉÂÒÞÄÄÁÉÓ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀÓ. ÀÌÀÛÉ ÀÃÅÉËÀÃ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÈÖ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ E = R
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ ÌÉÓÉ Π = {[−k, k] : k ∈ N} ÃÀ×ÀÒÅÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ.

ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ Π ÊËÀÓÉ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ×ÀÒÀÅÓ E ⊂ R
ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0

ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ I ∈ Π ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: x ∈ I ÃÀ
|I| < ε.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÅÉÓ ÂÀÌÏÌáÀÔÅÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ ÔÏË-
×ÀÓÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉÓ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ Π ÊËÀÓÉÓ
ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ (Ik) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: x ∈ Ik ÃÀ |Ik| → 0 (k → ∞).

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.2. ÅÈØÅÀÈ, ßÒ×ÉÅÉ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÃÀ-
×ÀÒÖËÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ Π ÊËÀÓÉÈ. ÌÀÛÉÍ Π-ÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ, ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ×ÀÒÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, Ä.É.∣∣∣∣E \

∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣
∗
= 0.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.2.3. ÅÈØÅÀÈ, Π′ ÀÒÉÓ ÂÀÌÏÚÏ×ÉËÉ ØÅÄÊËÀÓÉ ÈÄÏÒÄÌÀ
12.2.2-ÃÀÍ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|E|∗ ≤
∣∣∣∣E ∩

∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣
∗
+

∣∣∣∣E \
∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣
∗
≤
∑
I∈Π′

|I|.

ÀÌÒÉÂÀÃ,
∑
I∈Π′ |I| ≥ |E|∗, ÒÀÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.1-ÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀÛÉ

ÌÏÝÄÌÖËÆÄ ÞËÉÄÒ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ.

ËÄÌÀ 12.2.1. ÅÈØÅÀÈ, ßÒ×ÉÅÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÅÉÔÀËÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÖËÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ Π ÊËÀÓÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ
A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ Π ÊËÀÓÉÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÓÀÓÒÖËÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÉÓÄÈÉ,
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ÒÏÌ:
I ∩A = ∅ ÚÏÅÄËÉ I ∈ Π′-ÓÀÈÅÉÓ,∣∣∣∣(E \A) \

∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣
∗
≤
(
1− 1

20

)
|E \A|∗.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ |E\A|∗ > 0.
ÃÀÅ×ÀÒÏÈ E \A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÙÉÀ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ G ÓÉÌÒÀÅËÉÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ
ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÐÉÒÏÁÀ:

|G| ≤ (1 + 1/20) |E \A|∗. (4)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ Π̂ ÊËÀÓÉ:

Π̂ = {I ∈ Π : I ⊂ G, I ∩A = ∅}.

Π̂ ÊËÀÓÉ ÃÀ×ÀÒÀÅÓ E \A ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÄÓ ÀÃÅÉËÀÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÓÀÌÉ ×ÀØÔÉÃÀÍ: G ÙÉÀÀ, A ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÃÀ Π ÀÒÉÓ E \A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ

ÀÆÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÅÀ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, E \A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ Π̂ ÊËÀÓÉÓÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉ-
ÚÄÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.1. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÄÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÌÏÂÅÝÄÌÓ,
ÅÉÐÏÅÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ, ÓÀÓÒÖ-
ËÉ Π′ ⊂ Π̂ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ∑

I∈Π′

|I| ≥ |E \A|∗
10

.

ÛÄÃÄÂÀÃ, (4)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,∣∣∣∣(E \A) \
∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣G \
∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣ = |G| −
∑
I∈Π′

|I| ≤
(
1− 1

20

)
|E \A|∗.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ Π′ ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ, Π′ ⊂ Π̂ ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÌÏ, ÀÒ ÊÅÄÈÄÍ
A ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ,
ÒÏÌ ÃÀÌ×ÀÒÀÅÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ.

ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ.

ÓÀÞÉÄÁÄË ØÅÄÊËÀÓÓ ÂÀÌÏÅÚÏ×È Ä.ß. „ÀÌÏßÖÒÅÉÓ“ ÌÄÈÏÃÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ,
ÒÏÌÄËÉÝ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ËÄÌÀ 12.2.1-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÓ.

ËÄÌÀ 12.2.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÉÐÏÅÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏ-
ÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÓÀÓÒÖËÉ Π′

1 ⊂ Π ØÅÄÊËÀÓÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∣∣∣∣E \
∪
I∈Π′

1

I

∣∣∣∣
∗
≤
(
1− 1

20

)
|E|∗. (5)
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ÃÀÅÖÛÅÀÈ, Π-Ó ÓÀÓÒÖËÉ ØÅÄÊËÀÓÄÁÉ - Π′
1, . . . ,Π

′
k, ÖÊÅÄ ÀÂÄÁÖËÉÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

A1 =
∪
I∈Π′

1

I, . . . , Ak =
∪
I∈Π′

k

I, A(k) = A1 ∪ · · · ∪Ak.

ÝáÀÃÉÀ, A(k) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ. ÈÖ E \A(k) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÝÀÒÉÄËÉÀ, ÌÀÛÉÍ
ÀÂÄÁÀ ÃÀÓÒÖËÄÁÖËÀÃ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ. ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, E ÃÀ A(k)

ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ËÄÌÀ 12.2.1 ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÓÀÓÒÖËÉ Π′

k+1 ⊂ Π ØÅÄÊËÀÓÉ,
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ:

I ∩A(k) = ∅ ÚÏÅÄËÉ I ∈ Π′
k+1-ÓÀÈÅÉÓ, (6)∣∣∣∣∣(E \A(k)) \

∪
I∈Π′

k+1

I

∣∣∣∣
∗
≤
(
1− 1

20

)
|E \A(k)|∗. (7)

ÀÙßÄÒÉËÉ ÓØÄÌÉÈ, Π ÊËÀÓÉÃÀÍ ÂÀÌÏÅÚÏ×È ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉ Π′

k ØÅÄÊËÀÓÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖË ÀÍ
ÖÓÀÓÒÖËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ. Π′ ÉÚÏÓ Π′

k ÊËÀÓÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ. ÓÀÓÒÖËÉ
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, (6)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ Π′ ÃÀÀÊ-
ÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÌÏÈáÏÅÍÉË ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÀÂÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, (6)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ
Π′ ÛÄÃÂÄÁÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ. ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ
ÂÅÒÜÄÁÀ Π′ ÊËÀÓÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÃÀ×ÀÒÅÀ. ÄÓ ÃÀÓÊÅÍÀ
ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ:∣∣∣∣E \

∞∪
s=1

∪
I∈Π′

s

I

∣∣∣∣
∗
≤
∣∣∣∣E \

m∪
s=1

∪
I∈Π′

s

I

∣∣∣∣
∗
≤
(
1− 1

20

)m
|E|∗ (m ∈ N).

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÊÉ ÀÃÅÉËÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÉÍÃÖØÝÉÉÈ m-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ (5)-ÉÓ
ÃÀ (7)-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÀÌÉÈ, ÂÀÍÓÀáÉËÀÅ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄ-
ÁÖËÉÀ.

ÀáËÀ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÆÏÂÀÃ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÆÄ, Ä.É. ÒÏÝÀ E ÀÒÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Πk = {I ∈ Π : I ⊂ (k, k + 1)} (k ∈ Z).

ÝáÀÃÉÀ, ÚÏÅÄËÉ k ∈ Z-ÓÈÅÉÓ, Πk ØÌÍÉÓ E ∩ (k, k + 1) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÅÀÓ. ÛÄÌÃÄÂ, ÚÏÅÄËÉ k ∈ Z-ÓÈÅÉÓ ÖÊÅÄ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ Πk-ÃÀÍ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ
Π′
k ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ×ÀÒÀÅÓ E ∩ (k, k+1) ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀÃÅÉËÉ

ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ Π′ =
∪
k∈Z Π

′
k ØÅÄÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ ßÚÅÉË-

ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÃÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÃÀ×ÀÒÀÅÄÍ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. �
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.2.4. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÈÅÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉÚÏ
ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.1, ÈÖÌÝÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌÉÓÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃÀÝ - ÌÏ-
ÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÀÌÏÒÜÄÅÉÓ áÀÒÁÉ ÀËÂÏÒÉÈÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖË ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÊËÀÓÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.
ÌÉÈÉÈÄÁÀ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ k ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÉáÉËÄÈ ÉÌ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÄÁÉÓ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÈÀ ÆÏÌÄÁÉ ÌÄÔÉÀ 1/k-ÆÄ.

2. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖË ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÊËÀÓÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.

3. ÅÈØÅÀÈ, ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ E ⊂ R ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ×ÀÒÖËÉÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓ-
ÒÖËÉ Π ÊËÀÓÉÈ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ:

À) Π-ÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄ-
ÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

∑
I∈Π′ |I| ≥ |E|∗/3;

Á) Π-ÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄ-
ÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

∑
I∈Π′ |I| ≥ |E|∗/2.

4. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÊËÀÓÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

§ 3. ÓÖÓÔÉ ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ äÀÒÃÉ-ËÉÔËÅÖÃÉÓ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ
ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ

ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(R). ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f -ÈÀÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÄÓÉÈ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ
M(f) ×ÖÍØÝÉÀ:

M(f)(x) = sup
I∈I(x)

1

|I|

∫
I

|f | (x ∈ R).

M(f)-Ó ÖßÏÃÄÁÄÍ f -ÉÓ äÀÒÃÉ-ËÉÔËÅÖÃÉÓ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÓ. ÖáÄ-
ÛÀÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, M(f)(x) ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÈÖ ÒÀ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÉÙÏÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÏÃÖËÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÌÀ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÌÀ x

ßÄÒÔÉËÉÓ ÀÒÄÀËÛÉ.
ÀÓÀáÅÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ f ∈ L(R) ×ÖÍØÝÉÀÓ M(f) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ,

äÀÒÃÉ-ËÉÔËÅÖÃÉÓ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.
ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ M ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

0 ≤M(f)(x) ≤ ∞,

M(f + g)(x) ≤M(f)(x) +M(g)(x),

M(αf)(x) = |α|M(f)(x).

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÀÃÂÄÍÓ Ä.ß. ÓÖÓÔÉ ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ äÀÒÃÉ-ËÉÔË-
ÅÖÃÉÓ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈÀÝ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ
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ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ. ÀØÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ,
ÒÏÌ ÀÌ ÖÔÏËÏÁÀÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÄÁÉ ÀØÅÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÄÏÒÉÉÓ
ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÓÀÊÉÈáÄÁÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.3.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(R) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ M(f) ÀÒÉÓ
ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|{M(f) > λ}| ≤ 5

λ

∫
R
|f | (0 < λ <∞).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ λ ∈ (0,∞)-ÓÈÅÉÓ, {M(f) >

λ} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ ÙÉÀ, ÒÉÈÀÝ M(f)-ÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ.
ÅÈØÅÀÈ, x ∈ {M(f) > λ}. ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ I ∋ x ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, ÉÓÄÈÉ,

ÒÏÌ ∫
I

|f | > λ|I|.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ε =
∫
I
|f | − λ|I| ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄ-

ÔÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÉÐÏÅÏÈ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ ÈÅÉÓÄÁÉÈ:

|E| < δ ⇒
∫
E

|f | < ε.

ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ (x−δ/2, x+δ/2) ⊂ {M(f) > λ} ÜÀÒÈÅÀ. ÈÖ (x−δ/2, x+
δ/2) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ y ̸= x ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ

J = I + (y − x)

ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ y ∈ J . ÀÌÀÓÈÀÍ, ÈÖ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ,
ÒÏÌ J \ I ÃÀ I \ J ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ δ/2-ÆÄ ÌÝÉÒÄ ÓÉÂÒÞÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ,
ÂÅÄØÍÄÁÀ ÓÀ×ÖÞÅÄËÉ, ÃÀÅßÄÒÏÈ,∫

J

|f | =
∫
I

|f | −
∫
I\J

|f |+
∫
J\I

|f | ≥

≥
∫
I

|f | −
∫
(I\J)∪(J\I)

|f | >
∫
I

|f | − ε = λ|I| = λ|J |.

ÛÄÃÄÂÀÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ M(f)(y) > λ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÀÌÉÈ {M(f) > λ} ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÙÉÀÏÁÀ ÃÀ, ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, M(f) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÅÈØÅÀÈ, λ ∈ (0,∞). ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ x ∈ {M(f) > λ} ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ x-ÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ Ix ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

1

|Ix|

∫
Ix

|f | > λ.

ÛÄÃÄÂÀÃ, Ix ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

|Ix| <
1

λ

∫
Ix

|f | ≤ 1

λ

∫
R
|f |. (1)
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ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ Π = {Ix} ÊËÀÓÉ ×ÀÒÀÅÓ {M(f) > λ} ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÀÌÀÓ-
ÈÀÍ, (1)-ÉÓ ÞÀËÉÈ Π ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ ÀØÅÈ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÓÉÂÒÞÄÄÁÉ. ÄÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ, ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.1-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, Π-
ÃÀÍ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ
ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ∑

I∈Π′

|I| ≥ 1

5
|{M(f) > λ}|. (2)

I ∈ Π′ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÏÁÉÓÀ ÃÀ (1), (2) ÐÉ-
ÒÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

|{M(f) > λ}| ≤ 5
∑
I∈Π′

|I| < 5
∑
I∈Π′

1

λ

∫
I

|f | =

=
5

λ

∫
∪

I∈Π′
I

|f | ≤ 5

λ

∫
R
|f |.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.3.1. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ:

{M(f) = ∞} =

∞∩
k=1

{M(f) > k},

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.3.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(R)-ÓÈÅÉÓ,
M(f) ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÉÀ.

ÈÖ T ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÚÏÅÄË f ∈ L(R) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ ÆÏÌÀÃ T (f)

×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|{T (f) > λ}| ≤ c

λ

∫
R
|f | (0 < λ <∞),

ÓÀÃÀÝ c ÀÒÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ, ÌÀÛÉÍ
ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ T ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀØÅÓ ÓÖÓÔÉ (1, 1) ÔÉÐÉ.

ÈÖ T ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÚÏÅÄË f ∈ L(R) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ T (f) ∈ L(R)
×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:∫

R
|T (f)| ≤ c

∫
R
|f |,

ÓÀÃÀÝ c ÀÒÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ, ÌÀÛÉÍ
ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ T ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀØÅÓ ÞËÉÄÒÉ (1, 1) ÔÉÐÉ.

ÜÄÁÉÛÄÅÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀØÅÓ
ÞËÉÄÒÉ (1, 1) ÔÉÐÉ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÓ ÀØÅÓ ÓÖÓÔÉ (1, 1) ÔÉÐÉÝ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.3.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, äÀÒÃÉ-ËÉÔËÅÖÃÉÓ ÌÀØÓÉÌÀ-
ËÖÒ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀØÅÓ ÓÖÓÔÉ (1, 1) ÔÉÐÉ. ÀØÅÄ ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ ÌÀÓ
ÀÒÀ ÀØÅÓ ÞËÉÄÒÉ (1, 1) ÔÉÐÉ. Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, M(f) ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ,
ÛÄÉÞËÄÁÀ, ÓÀÄÒÈÏÃ ÀÒ ÉÚÏÓ ãÀÌÄÁÀÃÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ f =

χ(0,1) ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x > 1 ßÄÒÔÉËÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

M(f)(x) ≥ 1

|[0, x]|

∫
[0,x]

f =
1

x
.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ M(f) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÀãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.3.3. äÀÒÃÉ-ËÉÔËÅÖÃÉÓ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏ-
ÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ M(f)(x) ≥ |f(x)| ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÌÀØ-
ÓÉÌÀËÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ßÄÒÔÉËÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

M(f)(x) ≥ lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

|f |.

ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x-ÓÈÅÉÓ,

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

|f | = |f(x)|.

ÛÄÃÄÂÀÃ, M(f)(x) ≥ |f(x)| ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. M ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ ÓÖÓÔÉ (1, 1) ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÃÀÆÖÓÔÄÁÀ: |{M(f) > λ}| ≤ 3

λ

∫
R |f |.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ M(f) ∈ L(R) ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ f(x) = 0
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ.

§ 4. ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÛÄÍÉÛÅÍÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ

I. ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ËÏÊÀËÖÒÀÃ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. R-ÆÄ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ËÏÊÀËÖÒÀÃ ãÀÌÄÁÀÃÉ, ÈÖ f ãÀ-
ÌÄÁÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖË ÃÀ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÚÅÄËÀ ËÏÊÀ-
ËÖÒÀÃ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ Lloc(R) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ. ÝáÀÃÉÀ,
ÒÏÌ L(R) ⊂ Lloc(R). ÀÌÀÓÈÀÍ, ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÄÒÈÉÓ ÔÏËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ
ÂÅÀÒßÌÖÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÜÀÒÈÅÀ ÌÊÀÝÒÉÀ.

ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.2 ÅÒÝÄËÃÄÁÀ
Lloc(R) ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÆÄ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 12.4.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ Lloc(R) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÏÅÄË x ∈ R ßÄÒÔÉËÛÉ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I
f = f(x).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÈÄËÉ k ÒÉÝáÅÉ. ÝáÀÃÉÀ, fk =

fχ(k,k+1) ×ÖÍØÝÉÀ ÉØÍÄÁÀ R-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÃÀ ÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ R-ÓÈÅÉÓ,

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

fk = fk(x).

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ: À) ÈÖ x ∈ (k, k + 1) ßÄÒÔÉËÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ
ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÌÝÉÒÄÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÌ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ f ÃÀ fk ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ
ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉ ÀØÅÈ; Á) (k, k + 1) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x

ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, fk(x) = f(x). ÛÄÃÄÂÀÃ, (k, k + 1) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÏÅÄËÉ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

f = f(x).

ÀØÄÃÀÍ, k ∈ Z ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ-
ÏÁÓ ÃÀÓÊÅÍÀ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ßÒ×ÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ
ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

II. ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓÀ ÃÀ ÂÀÉÛÅÉÀÈÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ.
ÅÈØÅÀÈ, E ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ßÒ×ÄÆÄ. x ßÄÒÔÉËÓ ÄßÏÃÄÁÀ E

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉ, ÈÖ

lim
h→0

|(x− h, x+ h) ∩ E|
2h

= 1,

ÃÀ ÄßÏÃÄÁÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÉÛÅÉÀÈÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ, ÈÖ

lim
h→0

|(x− h, x+ h) ∩ E|
2h

= 0.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ x ÀÒÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉ E-ÓÈÅÉÓ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏ-
ËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ x ÀÒÉÓ ÂÀÉÛÅÉÀÈÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ E-Ó ÃÀÌÀÔÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ ÝÍÄÁÀ ßÀÀÂÀÅÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉÓ ÝÍÄÁÀÓ
ÃÀ ÂÀÌÏáÀÔÀÅÓ ÉÌ ÌÏÅËÄÍÀÓ, ÒÏÌ x ßÄÒÔÉËÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÓÒÖËÀÃÀÀ ÂÀÒÛÄ-
ÌÏÒÔÚÌÖËÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÈ, ÂÀÉÛÅÉÀÈÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ ÝÍÄÁÀ ÊÉ
ßÀÀÂÀÅÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄ ßÄÒÔÉËÉÓ ÝÍÄÁÀÓ ÃÀ ÂÀÌÏáÀÔÀÅÓ ÌÏÅËÄÍÀÓ, ÒÏÝÀ
x ßÄÒÔÉËÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÓÒÖËÀÃÀÀ ÂÀÒÛÄÌÏÒÔÚÌÖËÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄÈ
ÌÃÄÁÀÒÄ ßÄÒÔÉËÄÁÉÈ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 12.4.2. ÅÈØÅÀÈ, E ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ ßÒ×ÄÆÄ. ÌÀÛÉÍ ÈÉÈ-
ØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒ-
ÔÉËÉ, áÏËÏ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x /∈ E ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÂÀÉÛÅÉÀÈÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, χE ËÏÊÀËÖÒÀÃ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÀÌÉÔÏÌ, ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ 12.4.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

χE = χE(x).

ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ 1
|I|
∫
I
χE = |I∩E|

|I| ÔÏËÏÁÀÓ ÃÀ ÆÙÅÀÒÓ

ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÌáÏËÏÃ I = (x − h, x + h) ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ,
ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÛÉ. �

III. ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ ÝÍÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ R ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ, x ÀÒÉÓ E-Ó ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ, f ∈ L(E) ÃÀ f(x) ̸= ±∞. x

ßÄÒÔÉËÛÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏÌáÀÔÅÄËÉ ÔÏËÏÁÀ:

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

f = f(x),

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ:

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

[f(y)− f(x)]dm(y) = 0. (1)

ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÞËÉÄÒ ÐÉÒÏÁÀÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÓ
ÓÀáÉÈ:

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

|f(y)− f(x)|dm(y) = 0, (2)

ÌÀÛÉÍ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ x ÀÒÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ.
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ ÝÍÄÁÉÓ ÂÀ-

ÌÏÌáÀÔÅÄË ÐÉÒÏÁÄÁÓ (Ä.É. (1) ÃÀ (2) ÐÉÒÏÁÄÁÓ) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ ÒÏ-
ÂÏÒÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ x ßÄÒÔÉËÛÉ. (2) ÐÉÒÏÁÉÓ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀÛÉ, ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ×ÀØÔÏÒÉ Ö×ÒÏ ÂÀÌÏÊÅÄÈÉËÉÀ, ÒÀÝ ÀÉáÓÍÄÁÀ ÉÌÉÈ,
ÒÏÌ (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉ ÉÚÏÓ f(y) − f(x)

ÍÀÆÒÃÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÃÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÜÀØÒÏÁÉÓ (Ä.ß.
ÉÍÔÄÒ×ÄÒÄÍÝÉÉÓ) áÀÒãÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÒÏÝÀ (2) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÖÊÀÅÛÉÒ-
ÃÄÁÀ ÍÀÆÒÃÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÉ ÓÉÃÉÃÉÓ ÓÉÌÝÉÒÄÓ.

ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×ÉËÉÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÂÀÓÀÛÖÀËÄÁÉÓ ÌÈÄËÉ ÒÉÂÉ ÐÒÏÝÄÓÄÁÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ (ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÒÉÈÌÄÔÉÊÖËÉ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓ ÊÒÄÁÀ-
ÃÏÁÀ). ÒÀÝ ÀÉáÓÍÄÁÀ ÆÄÌÏÈ ÍÀáÓÄÍÄÁÉ ÓÀÛÖÀËÏÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÌÏÅËÄÍÉÈ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 12.4.3. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ Lloc(R) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÏÅÄËÉ x ∈ R ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ËÏÊÀËÖÒÀÃ
ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÄÁÆÄ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÀ áÃÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.4.1-ÓÈÅÉÓ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÓØÄÌÉÈ.

ÌÓãÄËÏÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÓÒÖËÀÃ ÉÌÄÏÒÄÁÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖË ÓØÄÌÀÓ.

ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ ÝáÀÃÉÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ãÀÌÄ-
ÁÀÃÉ g ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ. Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ (2) ÔÏËÏÁÀ
ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÊËÄÁËÉÅ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ λ > 0-ÓÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ:

Eλ =
{
x : lim

I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

|f − f(x)| > 2λ
}

ÀÒÉÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ.
ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ (2) ÔÏËÏÁÀ, ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ E1/k (k ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀ-
ÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÌÉÔÏÌ Eλ (λ > 0) ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÉÓ ÃÀÌ-
ÔÊÉÝÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÀàÉÒÏ ÃÀÓÊÅÍÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ.

ÅÈØÅÀÈ, λ > 0. ÈÄÏÒÄÌÀ 11.4.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ
ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ g ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ∫

R
|f − g| < ε. (3)

g-Ó ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x-ÓÈÅÉÓ,

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

|g − g(x)| = 0. (4)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÀÉÌÄ x ßÄÒÔÉËÉ. ÛÄÅÀ×ÀÓÏÈ 1
|I|
∫
I
|f − f(x)| ÂÀÌÏÓÀ-

áÖËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

1

|I|

∫
I

|f − f(x)| ≤ 1

|I|

∫
I

|f − g| +
1

|I|

∫
I

|g − g(x)| + |g(x)− f(x)|.

ÀØÄÃÀÍ, (4)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ

lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

|f − f(x)| ≤ lim
I∈I(x), I→x

1

|I|

∫
I

|f − g| + |g(x)− f(x)| ≤

≤M(f − g)(x) + |g(x)− f(x)|. (5)

(5)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

Eλ ⊂ {x :M(f − g)(x) > λ} ∪ {x : |g(x)− f(x)| > λ} = A ∪B.
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M ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ ÓÖÓÔÉ (1, 1) ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ:

|A| ≤ 5

λ

∫
R
|f − g|.

B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀ ÊÉ, ÜÄÁÉÛÄÅÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÈ, ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÛÄ×ÀÓÃÄÁÀ:

|B| ≤ 1

λ

∫
R
|f − g|.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (3)-Ó, ÃÀÅßÄÒÈ, ÒÏÌ

|Eλ|∗ ≤ 6ε

λ
.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ε > 0-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ Eλ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

IV. ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖËÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ. ÀÌ ÐÖÍØÔÛÉ
ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÝÍÄÁÉÓ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈ ÅÀÒÉÀÍÔÓ - ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖËÀÃ
ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ áÃÄÁÀ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ ÝÍÄÁÉÓ ÓÀ-
×ÖÞÅÄËÆÄ.

ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ E ⊂ R ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ, A ⊂ E ÃÀ
x ∈ A. f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ ÖßÚÅÄÔÉ x ßÄÒÔÉËÛÉ,
ÈÖ f -ÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ A-ÆÄ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ x-ÛÉ.

E ⊂ R ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖ-
ËÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÛÉ, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ A ⊂ R ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ:

• x ∈ A ÃÀ x ÀÒÉÓ A-Ó ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉ;
• f ÀÒÉÓ A ∩ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ ÖßÚÅÄÔÉ x-ÛÉ.

ÚÏÅÄËÉ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖËÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ßÄÒÔÉËÉÝ (ÀÌÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ
ÒÉÝáÅÉÈÉ ßÒ×Ä). ÃÉÒÉáËÄÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ, Ä.É. ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ÒÉÝáÅÈÀ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ ÊÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ
ÃÀÓÊÅÍÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ.

ËÖÆÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÀÃÂÄÍÓ ÂÀÒÊÅÄÖË ÓÉÀáËÏÅÄÓ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÃÀ
ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÀÌ ÓÉÀáËÏÅÉÓ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈÉ ÂÀÌÏáÀÔÖ-
ËÄÁÀÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.4.4. ÆÏÌÀÃ E ⊂ R ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖËÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ E ßÄÒÔÉËÛÉ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. N -ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ f ÀÒÀÀ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖËÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. ËÖÆÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá.
ÈÄÏÒÄÌÀ 7.9.2) ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÆÏÌÀÃÉ F ⊂ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÄ-
ÁÉÈ: |E \ F | < ε ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ F ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ.
ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉ
ÌÉÓÉÅÄ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉÀ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ f -ÉÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖËÀÃ ÖßÚÅÄÔÏ-
ÁÀÓ F -ÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, N ÜÀÒÈÖËÉÀ
E \ F ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ F -ÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÛÉ. ÒÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄÝ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ |N |∗ < ε ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ, ε > 0 ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ N ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ x ÀÒÉÓ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉ,
ÌÀÛÉÍ

lim
I∈I(x), I→x

|I ∩ E|
|I| = 1.

2. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÌ ßÄÒÔÉËÛÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÉÙÏÓ ÍÄÁÉÓÌÉ-
ÄÒÉ α ∈ (0, 1) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ, Ä.É. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ α ∈ (0, 1)-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ
ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ lim

h→0
|(−h, h) ∩ E|/2h = α.

3. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ßÄÒÔÉËÛÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÃÄÓ,
Ä.É. ÀÀÂÄÈ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÆÙÅÀÒÉ:
lim
h→0

|(−h, h) ∩ E|/2h.
4. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ∈ L(R) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ-

ÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ (Ä.É. ßÄÒÔÉËÉ, ÒÏÌÄËÛÉÝ 1
|I|

∫
I
f → f(x)) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ

ÉÚÏÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ.
5. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ∈ L([a, b]) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÚÏÅÄËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ

ÌÉÓÉ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖËÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ. ÀÀÂÄÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÉ ÀÒÀÀ.

6. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ R-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈ-
ÅÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖËÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ ÌÉÓÉ ËÄÁÄÂÉÓ
ßÄÒÔÉËÉ.

§ 5. ÓÀÊÉÈáÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒ-
ÀÝÉÀÈÀ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÌÄÏÒÄ ÀÓÐÄØÔÉ: ÀÒÉÓ ÈÖ ÀÒÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÏÐÄÒÀÝÉÀ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓÀÈÅÉÓ?
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ÊÄÒÞÏÃ, ÀÌÏÝÀÍÀ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÛÉ: ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍ-
ÔÆÄ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ f ′ ∈ L([a, b]). ÌÀÛÉÍ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÖ ÀÒÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ:

f(x) = f(a) +

∫
[a,x]

f ′ (x ∈ [a, b])? (1)

Ä.É. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÙÀÃÂÄÍÓ ÈÖ ÀÒÀ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉË ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÌÉÓÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ?

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÌ ÊÉÈáÅÀÆÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÐÀ-
ÓÖáÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉÚÏ §9.4-ÛÉ. ÓÒÖËÉ ÆÏÂÀÃÏÁÉÈ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀ ÌÏ-
ÉÈáÏÅÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÂÀÝÉËÄÁÉÈ ÒÈÖËÉ ÌÄÈÏÃÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÓ.

ÃÀÓÌÖËÉ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀ ÌàÉÃÒÏÃÀÀ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÛÄÌÃÄÂ ÀÌÏÝ-
ÀÍÀÓÈÀÍ: ÃÀÅÀáÀÓÉÀÈÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÌÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ f ×ÖÍØÝÉÄÁÉ: (i)
f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ; (ii) f ′ ∈ L([a, b]) ÃÀ (iii) f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (1) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ. ÀØ f ′ ÂÀÉÂÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ [a, b]

ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ f -ÉÓ ÀÒÀßÀÒÌÏ-
ÄÁÀÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÌÉÉÜÍÄÅÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÀÃ.

(i)-(iii) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ ÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÓÄÈ ÔÄÒÌÉÍÓ ÂÀÌÀÒÈËÄÁÀ
ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ: [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f
×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÔÏË×ÀÓÉÀ:

• f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ (i)-(iii) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ;
• f ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÒÀÉÌÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄ-
ËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ, Ä.É. ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ g ∈ L([a, b]) ×ÖÍØÝÉÀ,
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

f(x) = f(a) +

∫
[a,x]

g (x ∈ [a, b]).

ÝáÀÃÉÀ, ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÀÒÉÓ ÐÉÒÅÄËÉÓ ÛÄÃÄÂÉ. ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÉÌÐËÉ-
ÊÀÝÉÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÉ-
×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ [a, b]

ßÄÒÔÉËÛÉ f ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ f ′(x) = g(x). ÀØÄÃÀÍ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, f -Ó ÀØÅÓ (i)-(iii) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÉÓ ÓÀáÉÈ, ÌÀÛÉÍ ÄÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÀÖÝÉËÄÁËÀÃ f -ÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆ-
ÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÌÏáÃÄÁÀ.

ÀÌ ÈÀÅÉÓ ÛÄÌÃÂÏÌÉ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÄÁÉ ÃÀÄÈÌÏÁÀ ÆÄÌÏÈ ÃÀÓÌÖËÉ ÏÒÉ ÀÌÏ-
ÝÀÍÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀÓ. ÏÒÉÅÄ ÌÀÈÂÀÍÉ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÉËÉ ÉÚÏ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉÄÒ.

271



ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.5.1. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ
ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÉ. ÀÓÄÈÉ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÓÀÂÄÁÀÃ
ÓÀàÉÒÏÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f

×ÖÍØÝÉÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: f ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÏÅÄË x ∈ [0, 1) ßÄÒÔÉËÛÉ, f ÛÄÌÏÖÓÀÆ-
ÙÅÒÄËÉÀ, f ∈ L([0, 1]) ÃÀ∫

[1−ε,1]
f = o(ε) (ε→ 0). (2)

ÀÓÄÈÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ f ×ÖÍØÝÉÀ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÝÍÏÁÉËÀÃ. ÌÀÛÉÍ F ×ÖÍØÝÉÀ
ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ f -ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÝÅËÀÃÉ ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÒÉÈ:
F (x) =

∫
[0,x]

f (x ∈ [0, 1]).

[0, 1) ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ
x ∈ [0, 1) ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, F ′(x) = f(x). ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ x = 1 ßÄÒÔÉËÛÉ
ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÀÓ: (2) ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
F ′(1) ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, F ×ÖÍØÝÉÀÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉË-
ÛÉ ÀØÅÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉÝ ÃÀ
ãÀÌÄÁÀÃÉÝ.

ÀáËÀ ÀÅÀÂÏÈ ÆÄÌÏÈ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ f ×ÖÍØÝÉÀ. ÀÌÉÓÀÈÅÉÓ
[0, 1) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÃÀÅÚÏÈ

∆k =
[
1− 1

2k−1
, 1− 1

2k

)
(k ∈ N).

ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÀÃ.
ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ I ⊂ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ h ̸= 0

ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ, fI,h-ÉÈ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÉØÍÄÁÀ [0, 1]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÂÀÒÄÈ ÃÀ ÒÏÌËÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÉ Ox

ÙÄÒÞÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ØÌÍÉÓ ÔÏË×ÄÒÃÀ ÓÀÌÊÖÈáÄÃÓ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÔÏËÉ ×ÖÞÉÈ
ÃÀ ßÅÄÒÏÈÉ (c, h) ßÄÒÔÉËÛÉ, ÓÀÃÀÝ c ÀÒÉÓ I-Ó ÛÖÀßÄÒÔÉËÉ.

ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ∆k-Ó ÊÏÍÝÄÍÔÒÖËÉ Ik ⊂ ∆k ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ
ÉÌÃÄÍÀÃ ÌÝÉÒÄ, ÒÏÌ fIk,k ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:∫

[0,1]

fIk,k ≤ |∆k|
k

. (3)

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f : [0, 1] → R ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË ∆k ÖÁÀÍÆÄ fIk,k
×ÖÍØÝÉÉÓ ÔÏËÉÀ (ÍÀá. 12.2).

ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ (2)-ÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ. ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÝáÀÃÉÀ. ÂÀÍ-
ÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÉ. kε ÉÚÏÓ ÉÍÃÄØÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ
1

2kε
≤ ε < 1

2kε−1 . ÌÀÛÉÍ (3)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∫
[1−ε,1]

f ≤
∫[

1− 1

2kε−1 ,1
] f =

∞∑
k=kε

∫
∆k

fIk,k ≤
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ÍÀá. 12.2.

≤
∞∑

k=kε

|∆k|
k

≤ 1

kε

∞∑
k=kε

|∆k| =
1

kε

1

2kε−1
≤ 2ε

kε
.

ÒÉÈÀÝ ÝáÀÃÉÀ, (2) ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.5.2. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÓÒÖËÀÃ ÅÄÒ ßÚÅÄÔÓ ÐÉÒÅÄËÚÏ-
×ÉËÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀÓ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÒÀãÀÌÄÁÀÃÉ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÈ. ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÓÀÂÄÁÀÃ ÓÀàÉÒÏÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [0, 1] ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ÚÏÅÄË x ∈ [0, 1) ßÄÒÔÉËÛÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÀ,
ÒÏÌËÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ:

v.p.

∫
[0,1]

f = lim
ε→0

∫
[0,1−ε]

f,

ÀÒÉÓ ÐÉÒÏÁÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉ (Ä.É. ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÀÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄ-
ÁÀÃÉ), ÀÌÀÓÈÀÍ, 1-ÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÉÝÃÉÓ ÞËÉÄÒ ÏÓÝÉËÀÝÉÀÓ ÉÌ
ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÒÏÌ

v.p.

∫
[1−ε,1]

f = o(ε) (ε→ 0). (4)

ÀÓÄÈÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ f ×ÖÍØÝÉÀ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÝÍÏÁÉËÀÃ. ÌÀÛÉÍ F ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍ-
ÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

F (x) =

{∫
[0,x]

f, x ∈ [0, 1);

v.p.
∫
[0,1]

f, x = 1.

[0, 1) ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ
x ∈ [0, 1) ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, F ′(x) = f(x). ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ x = 1 ßÄÒÔÉËÛÉ
ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÀÓ: (4) ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
F ′(1) ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, F ×ÖÍØÝÉÀÓ ÚÏÅÄË ßÄÒ-
ÔÉËÛÉ ÀØÅÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ F ′-ÉÓ ÀÒÀãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, [0, 1)
ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ F ′ ÄÌÈáÅÄÅÀ f ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉ ÀÌ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÀÒÀÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ. ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ
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ÊÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ 9.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÉßÅÄÅÓ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ f /∈ L([0, 1)). ÛÄÃÄÂÀÃ,
F ′ /∈ L([0, 1]).

ÀáËÀ ÀÅÀÂÏÈ ÆÄÌÏÈ ÜÀÌÏÈÅËÉËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ f ×ÖÍØÝÉÀ. ÅÉÓÀÒ-
ÂÄÁËÏÈ ßÉÍÀ ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉÈ. ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ∆k ÃÀÅÚÏÈ ÄÒÈÉ
ÃÀ ÉÂÉÅÄ ÓÉÂÒÞÉÓ Ik,1, . . . , Ik,4k ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÀÃ ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ:

fk =

4k∑
m=1

(−1)mfIk,m,2k .

ÀÌÒÉÂÀÃ, fk ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÆÄ ÒÉÂ-ÒÉÂÏÁÉÈÀÀ ÂÀÍËÀÂÄÁÖËÉ ØÅÄÌÏÈ ÃÀ
ÆÄÌÏÈ ÌÉÌÀÒÈÖËÉ ÓÀÌÊÖÈáÀ ÖÁÍÄÁÉ Ik,m ×ÖÞÉÈ ÃÀ 2k-Ó ÔÏËÉ ÓÉÌÀÙËÉÈ
(ÍÀá. 12.3).

ÍÀá. 12.3.

ÝáÀÃÉÀ, fk ÖßÚÅÄÔÉÀ ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ∆k-Ó ÂÀÒÄÈ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÀÃÅÉËÉ
ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ: ∫

∆k

|fk| =
1

2
, (5)∫

∆k

fk = 0, (6)

ÚÏÅÄËÉ I ⊂ ∆k ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:∣∣∣∣ ∫
I

fk

∣∣∣∣ ≤ |∆k|
2k

. (7)

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f : [0, 1] → R ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈÏÄÖË ∆k

ÖÁÀÍÆÄ fk ×ÖÍØÝÉÉÓ ÔÏËÉÀ. ÝáÀÃÉÀ, f ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÏÅÄË x ∈ [0, 1) ßÄÒÔÉË-
ÛÉ. ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ v.p.

∫
[0,1]

f ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÐÉÒÏÁÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÀÃÅÉËÀÃ

ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ fk ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ (5) − (7) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ
(4)-ÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÉ. kε ÉÚÏÓ
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ÉÍÃÄØÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ 1 − ε ßÄÒÔÉËÉ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ ∆kε ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ.
(5)− (7) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ∣∣∣∣v.p. ∫

[1−ε,1]
f

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
[1−ε,1]∩∆kε

fkε +

∞∑
k=kε+1

∫
∆k

fk

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ ∫
[1−ε,1]∩∆kε

fkε

∣∣∣∣ ≤ |∆kε |
2kε

≤ ε

2kε
.

ÀÌÉÈ, (4) ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.5.3. ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÓÒÖËÉ ÂÀÃÀßÚÅÄ-
ÔÀ ÌÏÉÝÄÌÀ À. ÃÀÍÑÖÀÓ ÌÉÄÒ ÛÄÌÏÙÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉÈ (Éá. ÌÀÂ.
ßÉÂÍÄÁÉ: [28], [30], [1], [12]).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.5.4. 12.5.1 ÃÀ 12.5.2 ÛÄÍÉÛÅÍÄÁÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÉÂÏÓ ÓáÅÀ ÂÆÉÈÀÝ (Éá. ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÁÏËÏÓ).

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ:

f(0) = 0 ÃÀ f(x) = x
3
2 sin 1

x
, ÒÏÝÀ x ∈ (0, 1]. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ÚÏÅÄË

ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÃÀ
ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

2. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ:
f(0) = 0 ÃÀ f(x) = x2 cos π

x2 , ÒÏÝÀ x ∈ (0, 1]. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀÒÉÓ ÀÒÀãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

§ 6. ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ

ÀÌ ÈÀÅÉÓ ÃÀÒÜÄÍÉË ÍÀßÉËÛÉ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ [a, b] ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ
ÓÉÂÒÞÉÓ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.1. ÚÏÅÄËÉ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ,
ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÌÉÓÉ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ ÆÒÃÀÃÉ f : [a, b] → R ×ÖÍØÝÉÀ.
f -ÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀ ÝáÀÃÉÀ. ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ f -ÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ.
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ t ∈ R ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ {f < t} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉØÍÄÁÀ ÀÍ ÝÀÒÉÄËÉ, ÀÍÀÝ
ÄÒÈ-ÄÒÈÉ [a, c] ÃÀ [a, c) ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, {f < t}
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ c = sup{x ∈ [a, b] :

f(x) < t} ÒÉÝáÅÉ. ÌÀÛÉÍ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ,
ÒÏÌ {f < t} ÀÒÉÓ [a, c] ÀÍ [a, c) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÉÌÉÓÃÀ ÌÉáÄÃÅÉÈ,
f(c) < t ÈÖ f(c) ≥ t. ÀÌÉÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.
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f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ ÛÄÌ-
ÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ:

• ÚÏÅÄË x0 ∈ [a, b) ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ f -ÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÆÙÅÀÒÉ -
f(x0+0), ÒÏÌÄËÉÝ inf{f(x) : x0 < x ≤ b} ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ÔÏËÉÀ;

• ÚÏÅÄË x0 ∈ (a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ f -ÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÆÙÅÀÒÉ
- f(x0 − 0), ÒÏÌÄËÉÝ sup{f(x) : a ≤ x < x0} ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ
ÔÏËÉÀ;

• ÚÏÅÄËÉ x0 ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ: f(x0 −
0) ≤ f(x0) ≤ f(x0+0). ÀØ f(b+0) ÌÉÉÜÍÄÅÀ f(b)-Ó ÔÏËÀÃ, áÏËÏ
f(a− 0) ÊÉ f(a)-Ó ÔÏËÀÃ;

• f ×ÖÍØÝÉÀ ßÚÅÄÔÉËÉÀ x0 ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ
ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ f(x0 − 0) < f(x0 + 0).

ÈÖ x0 ÀÒÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÉ, ÌÀÛÉÍ x0-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ f -ÉÓ
ÍÀáÔÏÌÉÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ ÅÖßÏÃÏÈ I(x0) = (f(x0− 0), f(x0+0)) ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÀáÔÏÌÉÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ. ÌÀÒ-
ÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ÃÀ y ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ, ÓÀÃÀÝ x < y.
ÌÀÛÉÍ, f -ÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄ×À-
ÓÄÁÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ:

f(x− 0) < f(x+ 0) ≤ f
(x+ y

2

)
≤ f(y − 0) < f(y + 0).

ÒÀÝ ÉßÅÄÅÓ I(x) ÃÀ I(y) ÍÀáÔÏÌÉÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÏÁÀÓ.
ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ

ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ßÒ×ÉÓ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÉÍÔÄÒÅÀËÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ Λ ÊËÀÓÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.
ÌÀÒÈËÀÝ, ÚÏÅÄËÉ I ∈ Λ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÃÀÍ ÀÅÀÒÜÉÏÈ ÒÀÉÌÄ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ xI
ÒÉÝáÅÉ. ÌÀÛÉÍ, Λ-ÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÄÒÈÌÀ-
ÍÄÈÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ I ÃÀ J ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ xI ÃÀ xJ ßÄÒÔÉËÄÁÉ
ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, Λ ÊËÀÓÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ÉØ-
ÍÄÁÀ {xI : I ∈ Λ} ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ, ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÊÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ,
ÒÏÂÏÒÝ Q-Ó ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.6.1. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ (Éá. ÀÌÏÝÀÍÀ 1 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÁÏËÏÓ),
ÒÏÌÄËÉÝ ßÚÅÄÔÉËÉÀ ÚÏÅÄË x ∈ E ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÏÅÄË x /∈ E

ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÅÈØÅÀÈ, f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÛÄÅÈÀÍáÌ-
ÃÄÈ, ÒÏÌ f ′-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ f ′(x)-ÉÓ ÔÏËÉÀ f -ÉÓ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÃÀÒÜÄÍÉË ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ.
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ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.2. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÆÒÃÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ f ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, f ′ ∈ L([a, b]) ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:∫

[a,b]
f ′ ≤ f(b)− f(a).

ÅÈØÅÀÈ, f ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ x ∈ [a, b]. f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄ-
ÃÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ x ßÄÒÔÉËÛÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÉÀÍ D(f)(x) ÃÀ
D(f)(x) ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÈ ÃÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÉÀÍ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

D(f)(x) = lim
δ→0

[
sup

0<|h|<δ

f(x+ h)− f(x)

h

]
;

D(f)(x) = lim
δ→0

[
inf

0<|h|<δ

f(x+ h)− f(x)

h

]
.

ÝáÀÃÉÀ, D(f)(x) ≤ D(f)(x) ÃÀ D(f)(x) ≥ 0, ÒÏÝÀ f ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ. f ×ÖÍ-
ØÝÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ x ßÄÒÔÉËÛÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ D(f)(x) ÃÀ
D(f)(x) ÀÒÉÀÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÉÝáÅÄÁÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÀÂÒÄÈÅÄ,

ÒÏÌ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f(x+h)−f(x)
h ×ÀÒÃÏÁÉÓ

ÆÙÅÒÄÁÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ, Ä.É. ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ hn → 0 ÃÀ
h∗n → 0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ

D(f)(x) = lim
n→∞

f(x+ hn)− f(x)

hn
ÃÀ D(f)(x) = lim

n→∞

f(x+ h∗n)− f(x)

h∗n
.

ËÄÌÀ 12.6.1. ÅÈØÅÀÈ, f ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, 0 ≤ C <∞ ÃÀ
E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, D(f)(x) ≤ C. ÌÀÛÉÍ
f(E) ÀÍÀÓÀáÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|f(E)|∗ ≤ C|E|∗.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÅ-
×ÀÒÏÈ ÙÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ G ÓÉÌÒÀÅËÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ E-ÓÈÀÍ ÀáËÏÀ ÉÌ
ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÒÏÌ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|G| < |E|∗ + ε. (1)

Π ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ [α, β] ⊂ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÉÓ G

ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

f(β)− f(α)

β − α
< C + ε.

Λ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ [f(α), f(β)] ÓÀáÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÊËÀÓÉ, ÓÀÃÀÝ [α, β] ∈
Π. f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ,
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ÒÏÌ: 1) Λ ÊËÀÓÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉÀ; 2) ÚÏÅÄËÉ I ∈ Λ

ÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ [α, β] ∈ Π ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ
I = [f(α), f(β)], ÀÌÀÓÈÀÍ, [α, β] = f−1(I).

ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÓ ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ: ÈÖ I = [α, β] ∈ Π,
ÌÀÛÉÍ IΛ ÉÚÏÓ [f(α), f(β)] ÓÄÂÌÄÍÔÉ.

Π ÊËÀÓÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÞÀËÉÈ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|IΛ| < (C + ε)|I| (I ∈ Π). (2)

ÀÌ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀ ÌÏÉÝÄÌÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

|I| < (C + ε)|f−1(I)| (I ∈ Λ). (3)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀÀ ÉÓ ×ÀØÔÉ, ÒÏÌ Λ ÊËÀÓÉ ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÓ f(E) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÅÀÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉ. D(f)(x) < C + ε ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ Π

ÊËÀÓÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ (In) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÁÏËÏ
ÀÒÉÓ x ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ |In| → 0 (n→ ∞). ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, f(x) ∈ IΛn (n ∈ N)
ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ, (2)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ |IΛn | ≤ (C + ε)|In| (n ∈ N)
ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ E-ÓÀÈÅÉÓ, Λ ÊËÀÓÛÉ ÌÏÉÞÄÁÍÀ f(x)

ßÄÒÔÉËÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÃÀ ÌÉÓÊÄÍ ÌÏàÉÌÅÀÃÉ ÓÄÂÌÄÍÔÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, Ä.É. Λ

ÊËÀÓÉ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ×ÀÒÀÅÓ f(E) ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ
f -ÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ Λ ÊËÀÓÉÓ ßÄÅÒÄÁÉ ÜÀÒÈÖËÉ ÀÒÉÀÍ [f(a), f(b)]

ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ.
ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ 12.2.2 ÈÄÏÒÄÌÀ f(E) ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ Λ ÊËÀÓÉÓÀÈÅÉÓ.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÅÉÐÏÅÉÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÄÂÌÄÍÔÈÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË Λ′ ⊂
Λ ØÅÄÊËÀÓÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

|f(E)|∗ ≤
∑
I∈Λ′

|I|.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ f−1(I) (I ∈ Λ′) ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÝ ÉØÍÄÁÉÀÍ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀ-
ÍÀÖÊÅÄÈÉ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ (1) ÃÀ (3) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓÀ ÃÀ Π ÊËÀÓÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

|f(E)|∗ ≤
∑
I∈Λ′

|I| <
∑
I∈Λ′

(C + ε)|f−1(I)| =

= (C + ε)

∣∣∣∣ ∪
I∈Λ′

f−1(I)

∣∣∣∣ ≤ (C + ε)|G| < (C + ε)(|E|∗ + ε).

ÈÖ ÌÉÙÄÁÖË ÛÄ×ÀÓÄÁÀÛÉ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÀÓ,
ÌÀÛÉÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ |f(E)|∗ ≤ C|E|∗. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ËÄÌÀ 12.6.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, 0 < C <∞ ÃÀ
E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, D(f)(x) ≥ C. ÌÀÛÉÍ
f(E) ÀÍÀÓÀáÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|f(E)|∗ ≥ C|E|∗.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, N ÀÒÉÓ E-Ó ÚÅÄËÀ ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÒÏÌÄËÛÉÝ f ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÉÝÃÉÓ ßÚÅÄÔÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, N

ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ. ÝáÀÃÉÀ, ÀÓÄÈÉÅÄ ÉØÍÄÁÀ f(N) ÀÍÀÓÀáÉÝ. ÛÄÌÃÄÂ, ÉÌÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÌÏÊËÄÁÀ ÂÀÅËÄÍÀÓ
ÀÒ ÀáÃÄÍÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÆÄ ÃÀ f ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉÀ,
ÃÀÅßÄÒÈ ÔÏËÏÁÄÁÓ:

|E|∗ = |E \N |∗, |f(E)|∗ = |f(E) \ f(N)|∗ = |f(E \N)|∗.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÖ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÄÁÈ E \ N ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÉÓ
ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓÀÝ.

ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÌÓãÄËÏÁÀ ÜÀÅÀÔÀÒÏÈ ÉÌ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε ∈ (0, C) ÒÉÝáÅÉ. f(E) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÅ×À-
ÒÏÈ ÙÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ G ÓÉÌÒÀÅËÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ f(E)-ÓÈÀÍ ÀáËÏÀ ÉÌ
ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÒÏÌ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|G| < |f(E)|∗ + ε. (4)

Π ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ [α, β] ⊂ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×É-
ËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ:

[f(α), f(β)] ⊂ G,
f(β)− f(α)

β − α
> C − ε.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀÀ ÉÓ ×ÀØÔÉ, ÒÏÌ Π ÊËÀÓÉ ßÀÒ-
ÌÏÀÃÂÄÍÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÅÀÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉ. D(f)(x) > C − ε ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ
In = [αn, βn] ⊂ [a, b] (n ∈ N) ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÁÏËÏ ÀÒÉÓ
x ßÄÒÔÉËÉ, |In| → 0 (n→ ∞) ÃÀ

f(βn)− f(αn)

βn − αn
> C − ε (n ∈ N).

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ x ßÄÒÔÉËÛÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÉÀÒÓÄ-
ÁÄÁÓ ÉÓÄÈÉ n0 ÍÏÌÄÒÉ, ÒÏÌËÉÃÀÍÀÝ ÃÀßÚÄÁÖËÉ [f(αn), f(βn)] ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ
ÛÄÅËÄÍ G ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, In0

, In0+1, . . . ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ ÛÄÅËÄÍ Π ÊËÀÓ-
ÛÉ. ÉÓÉÍÉ ÉÌÀÅÃÒÏÖËÀÃ ØÌÍÉÀÍ ÌÏÝÄÌÖËÉ x ßÄÒÔÉËÉÓ ÛÄÌÝÅÄË ÃÀ ÌÉÓÊÄÍ
ÌÏàÉÌÅÀÃ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ, ÒÏÌ Π ÊËÀÓÉ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ
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×ÀÒÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ Π ÊËÀÓÉÓ ßÄÅÒÄÁÉ ÜÀÒÈÖËÉ
ÀÒÉÀÍ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ.

Λ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ [f(α), f(β)] ÓÀáÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÊËÀÓÉ, ÓÀÃÀÝ [α, β] ∈ Π.
ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÓ ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ: ÈÖ I = [α, β] ∈ Π, ÌÀÛÉÍ
IΛ ÉÚÏÓ [f(α), f(β)] ÓÄÂÌÄÍÔÉ. Π ÊËÀÓÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÞÀËÉÈ ÓÒÖËÃÄÁÀ
ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|I| < |IΛ|
C − ε

(I ∈ Π). (5)

ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ 12.2.2 ÈÄÏÒÄÌÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ Π ÊËÀÓÉÓÀÈÅÉÓ. ÛÄÃÄ-
ÂÀÃ, ÅÉÐÏÅÉÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÄÂÌÄÍÔÈÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË Π′ ⊂ Π

ØÅÄÊËÀÓÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

|E|∗ ≤
∑
I∈Π′

|I|.

f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
IΛ (I ∈ Π′) ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÝ ÉØÍÄÁÉÀÍ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ,
(4) ÃÀ (5) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓÀ ÃÀ Π ÊËÀÓÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

|E|∗ ≤
∑
I∈Π′

|I| <
∑
I∈Π′

|IΛ|
C − ε

=

=
1

C − ε

∣∣∣∣ ∪
I∈Π′

IΛ
∣∣∣∣ ≤ |G|

C − ε
<

|f(E)|∗ + ε

C − ε
.

ÈÖ ÌÉÙÄÁÖË ÛÄ×ÀÓÄÁÀÛÉ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ε ∈ (0, C) ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ-
ÏÁÀÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ |f(E)|∗ ≥ C|E|∗. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.6.2. ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖË ËÄÌÄÁÓ ÀØÅÈ ÍÀÈÄËÉ ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ

ÛÉÍÀÀÒÓÉ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, f(x+h)−f(x)h ×ÀÒÃÏÁÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ
[x, x+h] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÂÀàÉÌÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓÀÓ. 12.6.1
ÃÀ 12.6.2 ËÄÌÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÈÖ ÂÀàÉÌÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÆÄÌÏÃÀÍ ÀÍ ØÅÄ-
ÌÏÃÀÍ ×ÀÓÃÄÁÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉÓ ËÏÊÀËÖÒ ÀÒÄÀËÛÉ, ÌÀÛÉÍ

ÉÂÉÅÄ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÅÒÝÄËÃÄÁÀ ÂÀàÉÌÅÉÓ ÂËÏÁÀËÖÒ |f(E)|∗
|E|∗ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÆÄÝ.

ËÄÌÀ 12.6.3. ÅÈØÅÀÈ, f ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ {x ∈ [a, b] :

D(f)(x) = ∞} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ g ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

En(g) = {x ∈ [a, b] : D(g)(x) ≥ n} (n ∈ N);

E∞(g) = {x ∈ [a, b] : D(g)(x) = ∞}.
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ãÄÒ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ f ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ n ∈ N ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ËÄÌÀ 12.6.2-ÉÓÀ ÃÀ f(En(f)) ⊂ [f(a), f(b)]

ÜÀÒÈÅÉÓ ÞÀËÉÈ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|En(f)|∗ ≤ f(b)− f(a)

n
.

ÛÄÃÄÂÀÃ, |En(f)|∗ → 0 (n→ ∞). ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ E∞(f) ⊂
En(f) (n ∈ N) ÜÀÒÈÅÄÁÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ |E∞(f)|∗ = 0 ÔÏËÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÞÀ-
ËÉÈÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ E∞(f) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ.

ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÆÏÂÀÃ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÆÄ. ÅÈØÅÀÈ, f ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
g ÉÚÏÓ g(x) = f(x)+x ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÝáÀÃÉÀ, g ÌÊÀÝÒÀÃ
ÆÒÃÀÃÉÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ E∞(g) = E∞(f) ÔÏËÏÁÀ.
ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÏÒÉ ÐÉÒÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÖÊÅÄ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ E∞(f) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ.

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. E ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÒÏÌÄËÛÉÝ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ. ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ E ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

E ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ:

E1 = {x ∈ [a, b] : D(f)(x) < D(f)(x)};

E2 = {x ∈ [a, b] : D(f)(x) = D(f)(x) = ∞}.
ËÄÌÀ 12.6.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ E2 ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÒÜÄÁÀ
E1 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ E1 ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ
ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ:

Ep,q = {x ∈ [a, b] : D(f)(x) < p < q < D(f)(x)},

ÓÀÃÀÝ p ÃÀ q ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ ÃÀ 0 < p < q. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÓÀÊÉÈáÉ
ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ Ep,q ÓÀáÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ.

ÅÈØÅÀÈ, p, q ∈ Q ÃÀ 0 < p < q. ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ËÄÌÀ 12.6.1-Ó
E = Ep,q ÃÀ C = p ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|f(Ep,q)|∗ ≤ p|Ep,q|∗.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ËÄÌÀ 12.6.2-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ E = Ep,q ÃÀ C = q ÐÀÒÀÌÄÔÒÄ-
ÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|f(Ep,q)|∗ ≥ q|Ep,q|∗.

ÛÄÃÄÂÀÃ, p|Ep,q|∗ ≥ q|Ep,q|∗. ÒÀÝ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌáÏËÏÃ |Ep,q|∗ = 0

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÃÀÅÀÃÂÉÍÄÈ, ÒÏÌ Ep,q ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÌÉÈ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
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ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÌÓãÄËÏÁÉÓ ÛÄÌÃÂÏÌ ÄÔÀÐÆÄ ÃÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ f ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÆÏÌÀÃÏÁÀ.

ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ f ×ÖÍØÝÉÀ [a, b+ 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÉÓÄ, ÒÏÌ (b, b+ 1] ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ f(b) ÒÉÝáÅÉÓ ÔÏËÉ ÉÚÏÓ. ÀáËÀ f
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ [a, b+ 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ∆n ÉÚÏÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ:

∆n(x) =
f(x+ 1/n)− f(x)

1/n
(x ∈ [a, b]).

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ f(·+ 1/n) ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÆÒÃÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ f ÃÀ f(·+ 1/n) ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ.
ÒÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃÀÝ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ ∆n ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÀáËÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ
[a, b) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÛÉ, ÒÏÌÄËÛÉÝ f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ,
(∆n(x)) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÉØÍÄÁÀ f ′(x) ÒÉÝáÅÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉ-
ÀÈÀ (∆n) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉ
ÉØÍÄÁÀ f ′ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓÀ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ
7.7.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ f ′-ÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ.

f ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÀÆÒÉ ÀØÅÓ
∫
[a,b]

f ′ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ. ÌÏ-

ÅÀáÃÉÍÏÈ ÀÌ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ×ÀÔÖÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ (Éá. ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÍÉÛÅÍÀ
8.5.1) ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

[a,b]

f ′ ≤ sup
n∈N

∫
[a,b]

∆n. (6)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n. f ÃÀ f(·+ 1/n) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÀÒÉÀÍ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌ-
ÃÉÍÀÒÄ, ∫

[a,b]

∆n = n

∫
[a,b]

f(·+ 1/n) − n

∫
[a,b]

f.

f ÃÀ f(· + 1/n) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÃÀ ÌÀÈÉ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄË ÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÉÂÏÈ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ x = t − 1/n

ÝÅËÀÃÉÓ ÛÄÝÅËÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,∫
[a,b]

∆n = n

∫
[a+1/n,b+1/n]

f − n

∫
[a,b]

f =

= n

∫
[b,b+1/n]

f − n

∫
[a,a+1/n]

f.
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ÀáËÀ ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ f(x) = f(b), ÒÏÝÀ x ∈ [b, b + 1/n] ÃÀ
f(x) ≥ f(a), ÒÏÝÀ x ∈ [a, a+ 1/n], ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:∫

[a,b]

∆n ≤ f(b)− f(a). (7)

(6)-ÉÓ ÃÀ (7)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,∫
[a,b]

f ′ ≤ f(b)− f(a).

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.6.3. ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÆÒÃÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÌÊÀÝÒÉ ÖÔÏËÏÁÀ:∫

[a,b]

f ′ < f(b)− f(a)

ÌÀÒÈËÀÝ, ÊÀÍÔÏÒÉÓ θ ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË ÃÀÌÀ-
ÔÄÁÉÈ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ ÚÏÅÄË ÀÓÄÈ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ θ-Ó ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÉÂÉ-
ÅÖÒÀÃ ÖÃÒÉÓ ÍÖËÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, θ′ ×ÖÍØÝÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.
ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ,

∫
[0,1]

θ′ = 0. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ ÊÉ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ θ(1)−θ(0) = 1−0 = 1.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.6.4. ÆÒÃÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÉÓ ÓÀáÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓÈÅÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÔÏËÏÁÀ∫

[a,b]

f ′ = f(b)− f(a). (8)

ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ ÃÀÅÖÛÅÄÁÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÓ (Ä.É. ÆÒÃÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ-
×ÉËÄÁÓ (8) ÔÏËÏÁÀÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÓÀáÉÈ), ÌÀÛÉÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.2-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ x ∈ (a, b),
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

∫
[a,x]

f ′ < f(x)− f(a). ÊÅËÀÅ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.2-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓ-

ßÉÍÄÁÉÈ, [x, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:
∫
[x,b]

f ′ ≤ f(b)−
f(x). ÛÄÃÄÂÀÃ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ∫

[a,b]

f ′ =

∫
[a,x]

f ′ +

∫
[x,b]

f ′ <

< [f(x)− f(a)] + [f(b)− f(x)] = f(b)− f(a).

ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ (8)-Ó.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.6.5. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ (Éá. ÀÌÏÝÀÍÀ 3 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÁÏËÏÓ),
ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÝÄÒÈ ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.6.6. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ 12.6.1 ÃÀ 12.6.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÄÁÉ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÊËÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓÀÝ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.6.7. ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌÄË-
ÈÀÝ ÀÒÝÄÒÈ ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÒÀ ÀØÅÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ,
ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÀÓÄÈÉ ÔÉÐÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÉÚÏÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÉÓ
ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ xn ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ
ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ ÅÈØÅÀÈ, ÚÏÅÄË xn ßÄÒÔÉËÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ hn ÃÀ-
ÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉ, ÀÌÀÓÈÀÍ,

∑
n hn <∞. f ÉÚÏÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀ-

ÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

f(x) =
∑
xn≤x

hn (x ∈ [a, b]).

ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ: 1) f ×ÖÍØÝÉÀ ßÚÅÄÔÉËÉÀ ÚÏÅÄË xn ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ
ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÅÄËÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍ ßÄÒÔÉËÛÉ; 2) f ×ÖÍØÝÉÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ
ÚÏÅÄË xn ßÄÒÔÉËÛÉ.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÚÅÄÔÉËÉÀ
ÚÏÅÄË ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÅÄËÀ ÓáÅÀ ßÄÒÔÉËÛÉ.

3. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ [a, b] ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ
(Gn) ÀÒÉÓ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: E ⊂ Gn,
|Gn| < 1/2n. f ÉÚÏÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

f(x) =

∞∑
n=1

|[a, x] ∩Gn| (x ∈ [a, b]).

ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÀ ÆÒÃÀÃÉÀ ÃÀ ÀÒÀÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ, ÊÄÒÞÏÃ, f ′(x) = ∞, ÒÏÝÀ x ∈ E.

4. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÈÖ ÀÒÀ ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÒÏÌÄË-
ÆÄÝ f ÀÒÉÓ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ?

5. ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÀØÅÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ØÅÄÃÀ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ÆÒÃÀÃÉÀ.

6. ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ C ≥ 0 ÌÖÃÌÉÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |f(x)− f(y)|
≤ C|x− y| (x, y ∈ [a, b]).

§ 7. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ f ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ P = (x0, x1, . . . , xn) ÀÒÉÓ
[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÒÀÉÌÄ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. ÌÀÛÉÍ

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|

ãÀÌÓ ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ P

ÃÀÍÀßÉËÄÁÀÓ ÃÀ ÉÓ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ Vf (P ) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.
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f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÈÖ ÌÉÓÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÄÁÉ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, Ä.É.

sup
P
Vf (P ) <∞, (1)

ÓÀÃÀÝ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÀÉÙÄÁÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ.

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÅÄËÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓ ÊËÀÓÓ BV ([a, b]) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ.

(1) ÓÖÐÒÄÌÖÌÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÒÖË ÅÀÒÉÀÝÉÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ ÃÀ Vf ([a, b])

ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ. ÝáÀÃÉÀ, 0 ≤ Vf ([a, b]) ≤ ∞.
ÅÈØÅÀÈ, [c, d] ÀÒÉÓ [a, b]-Ó ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉ. f -Ó ÖßÏÃÄÁÄÍ

[c, d] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÈÖ f |[c,d] ∈
BV ([c, d]). [c, d]-ÆÄ f -ÉÓ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÄßÏÃÄÁÀ Vf |[c,d]([c, d]) ÒÉÝáÅÓ ÃÀ
ÉÓ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ Vf ([c, d]) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ÈÖ P = (x0, x1, . . . , xn) ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ [c, d] ⊂
[a, b] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÌÀÛÉÍÀÝ Vf (P )-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

∑n
k=1 |f(xk)−

f(xk−1)| ãÀÌÉ. ÝáÀÃÉÀ, Vf ([c, d]) ÀÒÉÓ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÔÉÐÉÓ ãÀÌÄÁÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ.
ÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖË ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÍÖËÉÓ ÔÏ-

ËÀÃ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ:

• ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ;
• ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ Ä.ß. ËÉ×ÛÉÝÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ: ÌÏÉÞÄÁ-
ÍÄÁÀ C ≥ 0 ÌÖÃÌÉÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |f(x) − f(y)| ≤ C|x −
y| (x, y ∈ [a, b]), ÌÀÛÉÍ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ;

• ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉ-
ÉÓÀÀ;

• ÅÈØÅÀÈ, f ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ [c, d] ⊂ [a, b]. ÌÀÛÉÍ Vf ([c, d]) ≤
Vf ([a, b]). ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀ [a, b]
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÉØÍÄÁÀ [c, d]
ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄÝ;

• ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ.

ÐÉÒÅÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉØÄÃÀÍ, ÒÏÌ ÆÒÃÀÃÉ f ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ Vf (P ) ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÉ f(b)−f(a) ÒÉÝáÅÉÓ ÔÏËÉÀ,
áÏËÏ ÊËÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÄÁÉ f(a) − f(b)

ÒÉÝáÅÓ ÖÔÏËÃÄÁÉÀÍ.
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ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ:

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤
n∑
k=1

C|xk − xk−1| = C|b− a|,

ÓÀÃÀÝ (x0, x1, . . . , xn) ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ.
ÅÈØÅÀÈ, f ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ |f ′(x)| ≤ C (x ∈ [a, b]). ËÀÂÒÀÍÑÉÓ

×ÏÒÌÖËÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x, y ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ |f(x)−f(y)| = |f ′(ξ)||x−y| ≤ C|x−y|, Ä.É. f ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ËÉ×ÛÉÝÉÓ
ÐÉÒÏÁÀÓ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÌÏ, ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÀÒÉÓ ÌÄÏÒÉÓ ÛÄÃÄÂÉ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÌÄÏÈáÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [c, d] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
P = (x0, x1, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. P ÛÄÅÀÅÓÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P ∗ ÃÀÍÀßÉ-
ËÄÁÀÌÃÄ a ÃÀ b ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|f(c)− f(a)|+ Vf (P ) + |f(b)− f(d)| = Vf (P
∗).

ÛÄÃÄÂÀÃ,

Vf (P ) ≤ Vf (P
∗) ≤ Vf ([a, b]).

ÝáÀÃÉÀ, ÀÌÉÈ ÌÄÏÈáÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÌÄáÖÈÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÆÄ. ÅÈØÅÀÈ, f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ

×ÖÍØÝÉÀÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ (a, b) ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ P = (a, x, b)

ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|f(x)| ≤ |f(a)|+ |f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(x)| =

= |f(a)|+ Vf (P ) ≤ |f(a)|+ Vf ([a, b]).

ÒÉÈÀÝ f -ÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.7.1. ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÅÀÒÉ-
ÀÝÉÉÈ. ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÓÀÂÄÁÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ 12.5.1 ÛÄÍÉÛÅÍÀÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ
ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀ.

I ⊂ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ h ̸= 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ fI,h-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛ-
ÍÏÈ [0, 1]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ I ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÉÓ ÂÀÒÄÈ ÃÀ ÒÏÌËÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÉ Ox ÙÄÒÞÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ØÌÍÉÓ ÔÏË×ÄÒÃÀ
ÓÀÌÊÖÈáÄÃÓ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÔÏËÉ ×ÖÞÉÈ ÃÀ ßÅÄÒÏÈÉ (c, h) ßÄÒÔÉËÛÉ, ÓÀÃÀÝ
c ÀÒÉÓ I-Ó ÛÖÀßÄÒÔÉËÉ.

ÅÈØÅÀÈ, 0 = x0 < x1 < · · · < 1 ÃÀ xk → 1 (k → ∞). ∆k-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ
[xk, xk+1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ. (hk)

∞
k=0 ÉÚÏÓ ÃÀÃÄÁÉÈ ÒÉÝáÅÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ,

ÒÏÌ hk → 0 (k → ∞) ÃÀ
∑∞
k=0 hk = ∞.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f : [0, 1] → R ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË ∆k ÖÁÀÍÆÄ
f∆k,hk

×ÖÍØÝÉÉÓ ÔÏËÉÀ ÃÀ f(1) = 0 (ÍÀá. 12.4).
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ÍÀá. 12.4.

x ∈ [0, 1) ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ f -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÀÒÉÓ f∆k,hk
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÖßÚÅÄ-

ÔÏÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉ, áÏËÏ x = 1 ßÄÒÔÉËÛÉ f -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
hk → 0 ÐÉÒÏÁÉÃÀÍ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ. ÚÏÅÄËÉ k-
ÓÀÈÅÉÓ yk ÉÚÏÓ ∆k = [xk, xk+1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÛÖÀßÄÒÔÉËÉ. ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|f(yk)− f(xk)|+ |f(xk+1)− f(yk)| = 2hk.

ÚÏÅÄËÉ n ≥ 2-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ Pn = (x0, y0, x1, . . . , xn,
yn, xn+1, 1) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. ÌÀÛÉÍ

Vf (Pn) =

n∑
k=0

(|f(yk)− f(xk)|+ |f(xk+1)− f(yk)|) =
n∑
k=0

2hk.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ,
∑∞
k=0 hk ÌßÊÒÉÅÉÓ ÂÀÍÛËÀÃÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅßÄÒÈ:

Vf ([a, b]) ≥ sup
n≥2

Vf (Pn) = ∞.

ÛÄÃÄÂÀÃ, f ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.1. ÅÈØÅÀÈ, f ÃÀ g ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ ÌÀÈÉ ãÀÌÉ, ÓáÅÀÏÁÀ ÃÀ ÍÀÌÒÀÅ-
ËÉ. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ε > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |g(x)| ≥ ε ÚÏÅÄËÉ
x ∈ [a, b]-ÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ f/g ×ÀÒÃÏÁÀÝ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, P = (x0, x1, . . . , xn) ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÒÀÉÌÄ
ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

VP (f ± g) =

n∑
k=1

|(f ± g)(xk)− (f ± g)(xk−1)| ≤

≤
n∑
k=1

|f(xk)−f(xk−1)|+
n∑
k=1

|g(xk)−g(xk−1)| ≤ Vf ([a, b])+Vg([a, b]); (2)

VP (fg) =

n∑
k=1

|f(xk)g(xk)− f(xk−1)g(xk−1)| ≤
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≤
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| |g(xk)|+
n∑
k=1

|g(xk)− g(xk−1)| |f(xk−1)| ≤

≤ Vf ([a, b]) sup
x∈[a,b]

|g(x)| + Vg([a, b]) sup
x∈[a,b]

|f(x)|. (3)

(2)-ÃÀÍ ÖÛÖÀËÏÃ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ f + g ∈ BV ([a, b]). (3)-ÃÀÍ ÊÉ ÉÌÉÓ ÂÀÈ-
ÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ,
ÅÙÄÁÖËÏÁÈ fg ∈ BV ([a, b]) ÌÉÊÖÈÅÍÄÁÀÓ.

ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÁÏËÏ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ. ÅÈØÅÀÈ, |g(x)|
≥ ε > 0 ÚÏÅÄËÉ x ∈ [a, b]-ÓÈÅÉÓ. ÌÀÛÉÍ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ P =

(x0, x1, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

V1/g(P ) =

n∑
k=1

∣∣∣∣ 1

g(xk)
− 1

g(xk−1)

∣∣∣∣ = n∑
k=1

∣∣∣∣g(xk)− g(xk−1)

g(xk)g(xk−1)

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

ε2

n∑
k=1

|g(xk)− g(xk−1)| ≤
1

ε2
Vg([a, b]).

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, 1/g ∈ BV ([a, b]). ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÖÊÅÄ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖË ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÓ BV ([a, b]) ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ,
ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ f/g ∈ BV ([a, b]). ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ a < c < b. ÌÀÛÉÍ

Vf ([a, b]) = Vf ([a, c]) + Vf ([c, b]).

Ä.É. ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ, ÂÀÍáÉËÖËÉ ÒÏÂÏÒÝ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÒÉÓ
ÀÃÉÝÉÖÒÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, P ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÒÀÉÌÄ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. Q-
ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ P -Ó ÔÏËÉÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ
P ÛÄÉÝÀÅÓ c ßÄÒÔÉËÓ ÃÀ ÌÉÉÙÄÁÀ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ c ßÄÒÔÉËÉÓ ÃÀ-
ÌÀÔÄÁÉÈ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ P ÀÒ ÛÄÉÝÀÅÓ c ßÄÒÔÉËÓ. Q1 ÉÚÏÓ Q ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ
ÊÅÀËÉ [a, c] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, Ä.É. [a, c]-Ó ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÉØÌÍÄÁÀ
[a, c]-ÛÉ ÌÏáÅÄÃÒÉËÉ Q ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÂÀÍ, áÏËÏ Q2 ÉÚÏÓ
ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ Q ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÊÅÀËÉ [c, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀáÀËÉ ßÄÒÔÉËÉÓ ÃÀÌÀÔÄ-
ÁÉÈ ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÉ ÀÒ ÉÊËÄÁÓ. ÀÌ ×ÀØÔÉÓÀ ÃÀ Vf (Q) = Vf (Q1)+Vf (Q2)

ÝáÀÃÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

Vf (P ) ≤ Vf (Q) = Vf (Q1) + Vf (Q2) ≤ Vf ([a, c]) + Vf ([c, b]).

ÛÄÃÄÂÀÃ, P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

Vf ([a, b]) ≤ Vf ([a, c]) + Vf ([c, b]). (4)

288



ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ (4)-ÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, P1 ÃÀ P2 ÀÒÉÀÍ
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ [a, c] ÃÀ [c, b] ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÀÒÜÄÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ P1 ÃÀ P2 ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÄÒÈÏÁËÉÅÀÃ
ÂÀÍáÉËÅÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÙÄÁÖËÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ,
ÒÏÌ Vf (P1) + Vf (P2) = Vf (P ). ÛÄÃÄÂÀÃ, ÃÀÅßÄÒÈ,

Vf (P1) + Vf (P2) = Vf (P ) ≤ Vf ([a, b]).

P1 ÃÀ P2 ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄ-
ÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÓÖÐÒÄÌÖÌÄÁÆÄ. ÒÀÝ ÌÏÂÅÝÄÌÓ
(4)-ÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË ÖÔÏËÏÁÀÓ:

Vf ([a, c]) + Vf ([c, b]) ≤ Vf ([a, b]).

ÀÌÉÈ, ÝáÀÃÉÀ, ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀ-
ÒÉÀÝÉÉÓÀÀ, ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.2-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.3. ÈÖ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉÚÏÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀ-
ÏÃÄÍÏÁÉÓ ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÄÁÀÃ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÈÉÈÏÄÖËÆÄ f ×ÖÍØÝÉÀ ÌÏ-
ÍÏÔÏÍÖÒÉÀ, ÌÀÛÉÍ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ.

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ Tf -ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÌÉÓÉ
ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÝÅËÀÃÉ ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÒÉÈ, Ä.É.

Tf (x) = Vf ([a, x]) (x ∈ [a, b])

ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ Tf ×ÖÍØÝÉÀ ÆÒÃÀÃÉÀ.
ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ, ÆÒÃÀ-
ÃÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.4. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÏÒÉ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ:

f = Tf − (Tf − f).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÀØÅÓ Tf − f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀ. ÀÌ-
ÒÉÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x, y ∈ [a, b], x < y, ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ,
ÒÏÌ

Tf (x)− f(x) ≤ Tf (y)− f(y).

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, Tf (y)− Tf (x) = Vf ([x, y]). ÛÄÃÄÂÀÃ, ÃÀÓÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÀÓÄ ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ:

f(y)− f(x) ≤ Vf ([x, y]).
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ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÊÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ [x, y] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÖÌÀÒÔÉÅÄÓÉ
P = (x, y) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

|f(y)− f(x)| = Vf (P ) ≤ Vf ([x, y]).

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀ ÀÒÉÀÍ, ÀÌÉÔÏÌ, ÈÄÏÒÄÌÀ
12.7.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÀÓÄÈÉÅÄ ÉØÍÄÁÀ ÌÀÈÉ ÓáÅÀÏÁÀÝ. ÀØÄÃÀÍ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.4-
ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÛÄÌÃÄÂ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀÓ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉÚÏ Ê. ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÌÉÄÒ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.5. ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ
ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÏÒÉ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ
ÓÀáÉÈ.

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ ÏÒÉ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ f -ÉÓ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÃÀÛËÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

12.7.5 ÃÀ 12.6.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÃÄÁÖ-
ËÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ
ÛÄÓÀáÄÁ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.6. ÚÏÅÄËÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÈÉÈ-
ØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÀÂÄÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ËÉ×-
ÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÓ.

2. ÅÈØÅÀÈ, f ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ: f(0) = 0 ÃÀ f(x) =
x cos 1

x
, ÒÏÝÀ 0 < x ≤ 1. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ÖßÚÅÄÔÉÀ ÃÀ ÀÒÀÀ ÛÄÌÏÓÀÆ-

ÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ.
3. ÅÈØÅÀÈ, α > 0, β > 0 ÃÀ f ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ:
f(0) = 0 ÃÀ f(x) = xα cos 1

xβ , ÒÏÝÀ 0 < x ≤ 1. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ α > β.

4. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÈÖ ÀÒÀ [c, d] ⊂ [a, b] ØÅÄ-
ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÒÏÌÄËÆÄÝ ÀÌ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ?

5. ÅÈØÅÀÈ, f ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ
x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÉ, ÒÏÌËÉÓ ÛÄÌÝÅÄË ÚÏÅÄË [c, d] ⊂ [a, b] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
f ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ.

6. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ |f |. ÀÀÂÄÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ
ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÝÃÀÒÏÁÀÓ.

7. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ |f | ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ,
ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ f ×ÖÍØÝÉÀÝ.
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§ 8. ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ. ËÄÁÄÂÉÓ
ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ

f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-
ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε, ÒÏÝÀ
n∑
k=1

(bk − ak) < δ,

ÓÀÃÀÝ {(a1, b1), . . . , (an, bn)} ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÊËÀÓÉ.

ÚÅÄËÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ AC([a, b]) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ
ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ:

• ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ;
• ËÉ×ÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ;
• ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ f ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ;

• ÅÈØÅÀÈ, f ÃÀ g ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ
ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÌÀÈÉ ãÀÌÉ, ÓáÅÀÏÁÀ ÃÀ ÍÀÌÒÀÅËÉ.
ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÈÖ g ÀÒÓÀÃ ÀÒ áÃÄÁÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ, ÌÀÛÉÍ
ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ f/g ×ÀÒÃÏÁÀÝ.

ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÄÒÈÉ (a1, b1) ÉÍÔÄÒÅÀ-
ËÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÊËÀÓÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÐÉÒÅÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ. ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ
ÌÏßÌÃÄÁÀ, áÏËÏ ÌÄÓÀÌÄ ÊÉ ÀÒÉÓ ÌÄÏÒÉÓ ÖÛÖÀËÏ ÛÄÃÄÂÉ. ÌÄÏÈáÄ ßÉÍÀ-
ÃÀÃÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ áÃÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 2.7.1-ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ
ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.1. ÚÏÅÄËÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. δ ÉÚÏÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÖ-
ÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÛÄÄÓÀÌÄÁÀ ε = 1 ÒÉÝáÅÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ I ⊂ [a, b] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÓÉÂÒÞÄ δ-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉÀ, ÌÀÛÉÍ
Vf (I) ≤ 1. ÌÀÒÈËÀÝ, I-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÄÁÉÓ ãÀÌÉ I-Ó ÓÉÂÒÞÉÓ ÔÏËÉÀ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, δ-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉÀ.
ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÄÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, δ ÒÉÝáÅÉÓ ÛÄÒÜÄÅÉÓ ÞÀËÉÈ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ Vf (P ) < 1 ÛÄ-
×ÀÓÄÁÀ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ, P -Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ Vf (I) ≤ 1 ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ.
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ÀáËÀ, ÈÖ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÓ ÃÀÅÚÏ×È δ-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÓÉÂÒÞÉÓ I1, . . . , In
ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÄÁÀÃ, ÌÀÛÉÍ ÂÀÊÄÈÄÁÖËÉ ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÞÀËÉÈ, ÈÉÈÏÄÖËÉ Ik ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ Vf (Ik) ≤ 1. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÀÃÉÝÉ-
ÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.2) ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

Vf ([a, b]) = Vf (I1) + · · ·+ Vf (In) ≤ n.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.8.1. ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÒ ÀÒÉÀÍ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ. ÀÓÄÈ
ÌÀÂÀËÉÈÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÚÏÅÄËÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ
n-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÂÄÁÉÓ n ÄÔÀÐÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓ
ÛÄÌÃÄÂ ÃÀÒÜÄÍÉËÉ 2n ÝÀËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÊËÀÓÉ:

{∆(i1, . . . , in) : i1, . . . , in = 0, 2}.

ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÀÌ ÊËÀÓÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÄÒÈÉÍÃÄØÓÉÀÍÉ ÍÖÌÄÒÀÝÉÀ:

[a1, b1], . . . , [a2n , b2n ].

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ [ak, bk] ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ

2n∑
k=1

(bk − ak) =
2n

3n
. (1)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, [ak, bk] ÓÄÂÌÄÍÔÈÀ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÚÏÅÄË ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÉÍÔÄÒÅÀË-
ÆÄ ÊÀÍÔÏÒÉÓ θ ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

2n∑
k=1

|θ(bk)− θ(ak)| =
2n∑
k=1

(θ(bk)− θ(ak)) = θ(1)− θ(0) = 1. (2)

ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ (1) ÃÀ (2) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÉßÅÄÅÓ
ÉÌÀÓ, ÒÏÌ ε = 1 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÈ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÖËÉ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÊÀÍÔÏÒÉÓ θ

×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ.

12.8.1 ÃÀ 12.7.6 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍ ÃÄ-
ÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.2. ÚÏÅÄËÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.3. ÚÏÅÄËÉ f ∈ L([a, b]) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆ-
ÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L([a, b]) ÃÀ

F (x) =

∫
[a,x]

f (x ∈ [a, b]).

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ, ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ
8.8.8) ÉÀÒÓÄÁÄÁÓ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∫

E

|f | < ε, (3)

ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÆÏÌÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ |E| < δ

ÖÔÏËÏÁÀÓ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ØÅÄÉÍÔÄÒÅÀËÄ-

ÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ {(a1, b1), . . . , (an, bn)} ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ∑n
k=1(bk − ak) < δ ÐÉÒÏÁÀÓ. ÌÀÛÉÍ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÝÍÏÁÉËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓÀ

ÃÀ (3)-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ, ÒÏÌ

n∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| =
n∑
k=1

∣∣∣∣ ∫
(ak,bk)

f

∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=1

∫
(ak,bk)

|f | =
∫
∪n

k=1(ak,bk)

|f | < ε.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.4. ÈÖ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ, ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄË-
ÂÀÍ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀØÅÈ, ÌÀÛÉÍ ÉÓÉÍÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÀÂÀÍ
ÌÖÃÌÉÅÉÈ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÉÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ c ∈ (a, b] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ,
f(c) = f(a). ÒÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. E ÉÚÏÓ (a, c) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÚÅÄËÀ
ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.
ÝáÀÃÉÀ, E ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ (a, c) ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ. Π ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ
[α, β] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ:

[α, β] ⊂ (a, c), (4)

|f(β)− f(α)|
β − α

< ε. (5)
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ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ Π ÊËÀÓÉ ØÌÍÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÃÀ×ÀÒÅÀÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉ. f ′(x) = 0

ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ η > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

|f(x+ h)− f(x)|
h

< ε,

ÚÏÅÄËÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ 0 < h < η. ÛÄÃÄÂÀÃ, x-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÌÝÉÒÄ
ÌÀÒãÅÄÍÀ [x, x+ h] ÌÉÃÀÌÏ ÛÄÃÉÓ Π ÊËÀÓÛÉ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÌÏ, Π ØÌÍÉÓ E
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÅÀÓ.

ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ 12.2.2 ÈÄÏÒÄÌÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ Π ÊËÀÓÉÓÀÈÅÉÓ. ÛÄÃÄ-
ÂÀÃ, ÅÉÐÏÅÉÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÓÄÂÌÄÍÔÈÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË Π′ ⊂ Π

ØÅÄÊËÀÓÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ∣∣∣∣E \
∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣ = 0.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, (4)-ÉÓ ÃÀ ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ E ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ
(a, c) ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ:∑

I∈Π′

|I| = c− a.

ÛÄÌÃÄÂ, Π′-ÃÀÍ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ÓÀÓÒÖËÉ ØÅÄÊËÀÓÉ Π′′, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ: ∑

I∈Π′′

|I| > c− a− δ. (6)

ÓÀÃÀÝ δ ∈ (0, c − a) ÀÒÉÓ ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÛÄÄÓÀÌÄÁÀ ε ÒÉÝáÅÓ.

ÒÀÉÌÄ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÆÒÃÉÓ ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ
∆(f, I) ÜÀÍÀßÄÒÉ, Ä.É. ∆(f, I) = f(β)− f(α), ÓÀÃÀÝ α ÀÒÉÓ I-Ó ÌÀÒÝáÄÍÀ,
áÏËÏ β ÊÉ - I-Ó ÌÀÒãÅÄÍÀ ÁÏËÏ.

Π′′ ÊËÀÓÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓÀ ÃÀ (5) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,∑
I∈Π′′

|∆(f, I)| <
∑
I∈Π′′

ε|I| ≤ ε(c− a). (7)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ Π′′ ÊËÀÓÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÉÓÉÍÉ
ÅÄÒ ÀÌÏßÖÒÀÅÄÍ ÙÉÀ (a, c) ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ
Λ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ Π′′ ÊËÀÓÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÓ ÛÄÀÅÓÄÁÄÍ (a, c)

ÉÍÔÄÒÅÀËÀÌÃÄ. ÝáÀÃÉÀ, Λ ÊËÀÓÉÝ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÃÀ ÛÄÃÂÄÁÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ßÄÅÒÄÁÉÓÀÂÀÍ. ÀÌÀÓÈÀÍ, (6)-ÉÓ ÞÀËÉÈ,

∑
I∈Λ |I| < δ. Λ ÊËÀÓÉÓ

ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓÀ ÃÀ δ ÒÉÝáÅÉÓ ÛÄÒÜÄÅÉÓ ÂÀÌÏ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∑
I∈Λ

|∆(f, I)| < ε. (8)
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Π′′ ÃÀ Λ ÊËÀÓÄÁÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÄÒÈÏÁËÉÏÁÀÛÉ ØÌÍÉÀÍ (a, c) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ
ÃÀÍÀßÉËÄÁÀÓ, ÒÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

f(c)− f(a) =
∑
I∈Π′′

∆(f, I) +
∑
I∈Λ

∆(f, I).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ (7)-ÉÓ ÃÀ (8)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ

|f(c)− f(a)| < ε(c− a+ 1).

ÄÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÊÉ, ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÂÅÀÞËÄÅÓ f(c) = f(a)

ÔÏËÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÀáÀÓÉÀÈÄÁÓ ÉÌ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÉÀÍ
ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.5. ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍ-
ÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÀ ÀÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.3-ÉÓ ÛÄÃÄÂÉ. ÃÀÅÀÌÔÊÉ-
ÝÏÈ ÓÀÊÌÀÒÉÓÏÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÀÃÉÀ ÃÀ f ′ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f ′-ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉ g, Ä.É.

g(x) =

∫
[a,x]

f ′ (x ∈ [a, b]).

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.3-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ g ×ÖÍØÝÉÀ ÀÁÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ. ÀÌÀÓÈÀÍ,
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ g ×ÖÍØÝÉÉÓ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ f ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ
ÀØÅÈ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.4-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ f ÃÀ g ÌÖÃ-
ÌÉÅÉÈ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÉÀÍ: f = C+g. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ g(x) = 0 ÐÉÒÏÁÀÓ,
ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ C ÌÖÃÌÉÅÉÓ f(a) ÒÉÝáÅÈÀÍ ÔÏËÏÁÀÓ. ÓÀÁÏËÏÏÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,
ÒÏÌ

f(x) = f(a) +

∫
[a,x]

f ′ (x ∈ [a, b]).

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

∞∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε, ÒÏÝÀ
∞∑

k=1

(bk − ak) < δ,
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ÓÀÃÀÝ {(ak, bk)} ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊ-
ÅÄÈÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉ.

2. ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0,
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε, ÒÏÝÀ
n∑

k=1

(bk − ak) < δ,

ÓÀÃÀÝ {(a1, b1), . . . , (an, bn)} ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÊËÀÓÉ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊ-
ÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ËÉ×ÛÉÝÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ.

3. ÅÈØÅÀÈ, f(x) =
√
x (x ∈ [0, 1]). ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ

×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ËÉ×ÛÉÝÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ.
4. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ f ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ

ÖßÚÅÄÔÉÀ |f |.
5. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ |f | ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ,

ÌÀÛÉÍ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ f ×ÖÍØÝÉÀÝ.

§ 9. ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÙÃÂÄÍÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ßÀÒÌÏ-
ÀÃÂÄÍÓ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË ÏÐÄÒÀÝÉÀÓ, ãÀÌÄÁÀÃÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌØÏÍÄ
×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉÓ ×ÀÒÂËÄÁÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.9.1. ÅÈØÅÀÈ, f ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ
f ′ ∈ L([a, b]). ÌÀÛÉÍ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ:

f(x) = f(a) +

∫
[a,x]

f ′ (x ∈ [a, b]).

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.9.1 ÌÉÉÙÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÉÃÀÍ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.5) ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀ-
×ÖÞÅÄËÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.9.2. ÅÈØÅÀÈ, f ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ
f ′ ∈ L([a, b]). ÌÀÛÉÍ f ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ.

ËÄÌÀ 12.9.1. ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ [a, b] ÃÀ 0 < C < ∞. ÈÖ ÚÏÅÄË x ∈ E
ßÄÒÔÉËÛÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ |f ′(x)| < C, ÌÀÛÉÍ f(E)
ÀÍÀÓÀáÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|f(E)|∗ ≤ C|E|∗.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, α > 0. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Eα = {x ∈ E : |f(y)− f(x)| < C|y − x|, ÒÏÝÀ |y − x| < α}.
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ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ

|f(Eα)|∗ ≤ C|Eα|∗. (1)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ ÃÀ Eα ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÅ×ÀÒÏÈ ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÖÓÀÓÒÖËÏ (Ik) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
ÐÉÒÏÁÄÁÓ: ∑

k

|Ik| < |Eα|∗ + ε; (2)

|Ik| < α ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ. (3)

ÀÓÄÈÉ (Ik) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÛÄÉÒÜÄÅÀ: ãÄÒ Eα ÃÀÅ×ÀÒÏÈ Jm
ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÈ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ

∑
m |Jm| < |Eα|∗ + ε ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ,

ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, ÈÉÈÏÄÖËÉ Jm ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÃÀÅÚÏÈ α-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÓÉÂÒÞÉÓ ØÅÄÌÏ-
ÍÀÊÅÄÈÄÁÀÃ.

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ Eα ÓÉÌÒÀÅËÉÓ Eα∩Ik ÐÏÒÝÉÀ. (3)-ÉÓ
ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ x, y ∈ Eα ∩ Ik ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

|f(y)− f(x)| < C|y − x| ≤ C|Ik|.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ f(Eα∩Ik) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÏÅÀÈÀÅ-
ÓÏÈ C|Ik| ÓÉÂÒÞÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ,

|f(Eα ∩ Ik)|∗ ≤ C|Ik|.

ÀØÄÃÀÍ, (2)-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

|f(Eα)|∗ ≤
∑
k

|f(Eα ∩ Ik)|∗ ≤
∑
k

C|Ik| ≤ C(|Eα|∗ + ε).

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ ε > 0-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ (1)

ÖÔÏËÏÁÀÓ.
ÀáËÀ (1)-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÅÀÜÅÄÍÏÈ |f(E)|∗ ≤ C|E|∗ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ E1/n (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ ÆÒÃÀÃ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ

ÃÀ E =
∪∞
n=1E1/n. ÛÄÃÄÂÀÃ, f(E1/n) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÝ ÛÄØÌÍÉÀÍ ÆÒÃÀÃ ÌÉÌ-

ÃÄÅÒÏÁÀÓ ÃÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ f(E) =
∪∞
n=1 f(E1/n) ÔÏËÏÁÀ. ÀÙÍÉÛ-

ÍÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀÓ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 5.8.1), ÃÀÅßÄÒÈ,

|E|∗ = lim
n→∞

|E1/n|∗ ÃÀ |f(E)|∗ = lim
n→∞

|f(E1/n)|∗. (4)

(1)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

|f(E1/n)|∗ ≤ C|E1/n|∗ (n ∈ N). (5)

(4) ÃÀ (5) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄË ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. �
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.9.1. ËÄÌÀ 12.9.1 ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÒÜÄÁÀ, ÈÖ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ |f ′(x)| < C ÖÔÏËÏÁÉÓ ÍÀÝ-

ÅËÀÃ, ÌÏÅÉÈáÏÅÈ ÛÄÌÃÄÂ Ö×ÒÏ ÓÖÓÔ ÐÉÒÏÁÀÓ: lim
h→0

|f(x+h)−f(x)|
|h| < C.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ áÃÄÁÀ ÓÀÅÓÄÁÉÈ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ.

ËÄÌÀ 12.9.2. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ f ′ ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÓÒÖËÀÃ ÉÌÄÏÒÄÁÓ 9.4.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓÈÅÉÓ ÂÀÌÏ-
ÚÄÍÄÁÖË ÌÓãÄËÏÁÄÁÓ.

ÈÀÅÉÃÀÍÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, f ×ÖÍØÝÉÀ
ÖßÚÅÄÔÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ f ×ÖÍØÝÉÀ [a, b+1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÉÓÄ,
ÒÏÌ (b, b + 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ x ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ ÂÀÌÏÉÈÅËÄ-
ÁÏÃÄÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

f(x) = f(b) + f ′(b)(x− b).

ÀáËÀ f ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÏÂÏÒÝ [a, b + 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ
(ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÖßÚÅÄÔÉ) ×ÖÍØÝÉÀ.

ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÉ ∆k ×ÖÍØÝÉÀ:

∆k(x) =
f(x+ 1/k)− f(x)

1/k
(x ∈ [a, b]).

ÚÏÅÄË x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ f ′(x) = lim
k→∞

∆k(x). ÀÌÒÉ-

ÂÀÃ, f ′ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔ ∆k ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÆÙÅÀÒÉ.
ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ f ′-ÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. �

ËÄÌÀ 12.9.3. ÅÈØÅÀÈ, f ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÆÏÌÀÃÉ E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|f(E)|∗ ≤
∫
E
|f ′|.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε ÒÉÝáÅÉ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ
n-ÓÈÅÉÓ En-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ {x ∈ E : (n − 1)ε ≤ |f ′(x)| < nε} ÓÉÌÒÀÅËÄ.
ÝáÀÃÉÀ, En ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ ÌÀÈÉ ÂÀÄÒÈÉÀ-
ÍÄÁÀ E-Ó ÔÏËÉÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ, f ′-ÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ (Éá. ËÄÌÀ 12.9.2) En
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÆÏÌÀÃÉÀ. En ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÌÀ
12.9.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

|f(E)|∗ ≤
∞∑
n=1

|f(En)|∗ ≤
∞∑
n=1

nε|En| =
∞∑
n=1

(n− 1)ε|En| +

∞∑
n=1

ε|En| ≤

≤
∞∑
n=1

∫
En

|f ′| + ε|E| =
∫
E

|f ′| + ε|E|.
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ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÃÀ-
ÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄË ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.9.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ c, d ∈ [a, b], c < d, ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×À-
ÓÄÁÀ:

|f(d)− f(c)| ≤
∫
(c,d)

|f ′|. (6)

ÌÀÒÈËÀÝ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
f(c) ÃÀ f(d) ÁÏËÏÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÜÀÒÈÖËÉÀ f([c, d]) ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÌÀ 12.9.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

|f(d)− f(c)| ≤ |f([c, d])| ≤
∫
[c,d]

|f ′| =
∫
(c,d)

|f ′|.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε ÒÉÝáÅÉ. ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ |f ′| ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ, ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∫

E

|f ′| < ε, ÒÏÝÀ |E| < δ. (7)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ØÅÄÉÍÔÄÒÅÀËÄ-
ÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ {(a1, b1), . . . , (an, bn)} ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ
n∑
k=1

(bk − ak) < δ. ÌÀÛÉÍ (6) ÃÀ (7) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| ≤
n∑
k=1

∫
(ak,bk)

|f ′| =
∫
∪n

k=1(ak,bk)

|f ′| < ε.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.9.2. 12.1.1 ÃÀ 12.9.1 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÐÀÓÖáÓ ÉÞËÄÅÉÀÍ ÀÌ ÈÀÅÉÓ
ÃÀÓÀßÚÉÓÛÉ ÃÀÓÌÖË ÓÀÊÉÈáÆÄ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄ-
ÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.1-ÉÓ ÞÀ-
ËÉÈ, ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÀÉÍÔÄÂÒÄÁÈ ÃÀ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÅÀßÀÒÌÏÄÁÈ, ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÃÀÅÖÁÒÖÍÃÄÁÉÈ; áÏËÏ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.9.1-ÉÓ
ÈÀÍÀáÌÀÃ - ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÂÀÅÀßÀÒÌÏÄÁÈ ÃÀ ÛÄÌÃÄÂ ÅÀÉÍÔÄÂÒÄÁÈ, ÊÅËÀÅ
ÓÀßÚÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.9.3. ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀ-
ÝÉÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÌÏÅËÄÍÀ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÍÀÈËÀÃ ÉÊÅÄÈÄÁÀ,
ÈÖ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀÓ ÃÀ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ.
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C(1)([a, b])-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÖßÚÅÄÔÀÃ ßÀÒÌÏÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÉ. ÛÄÅ-
ÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ C(1)([a, b]) ÊËÀÓÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÄÁÉÝ
ÌÖÃÌÉÅÉÈ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÉÀÍ, ÂÀÉÂÉÅÄÁÖËÉÀ.

ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ ÂÀÅÉÂÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ C(1)([a, b]) ÊËÀÓÉÓ ÀÓÀáÅÀ
C([a, b]) ÊËÀÓÛÉ, ÒÏÌÄËÉÝ f ∈ C(1)([a, b]) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ ÌÉÓ ßÀÒ-
ÌÏÄÁÖË f ′ ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ ÊÉ ÂÀÅÉÂÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ C([a, b])

ÊËÀÓÉÃÀÍ C(1)([a, b]) ÊËÀÓÛÉ ÌÏØÌÄÃÉ ÀÓÀáÅÀ, ÒÏÌÄËÉÝ f ∈ C([a, b])

×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ ÌÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄË F ÉÍÔÄÂÒÀËÓ. ÌÀÛÉÍ
ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓÀ ÃÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈ-
ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉ ÂÀÌÏÉáÀÔÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÈ.

• ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ ÀÒÉÓ C(1)([a, b]) ÃÀ C([a, b]) ÊËÀÓÄÁÓ
ÛÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÉ ÁÉÄØÝÉÖÒÉ ÀÓÀáÅÀ, ÒÏÌËÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË ÀÓÀá-
ÅÀÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ.

ØÅÄÌÏÈ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÅÈØÅÀÈ, f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ßÉÍÀ ÐÀ-
ÒÀÂÒÀ×ÄÁÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ, ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ f ′-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ f ′(x)-ÉÓ ÔÏËÉÀ f -ÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÃÀ ÍÖËÉÓ
ÔÏËÉÀ ÃÀÒÜÄÍÉË ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ.

ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ AC([a, b])
ÊËÀÓÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÖÃÌÉÅÉÈ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÉÀÍ, ÂÀ-
ÉÂÉÅÄÁÖËÉÀ.

ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá. 12.8.2 ÃÀ
12.8.3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ), ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÉÂÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ
AC([a, b]) ÊËÀÓÉÃÀÍ L([a, b]) ÊËÀÓÛÉ ÌÏØÌÄÃÉ ÀÓÀáÅÀ, ÒÏÌÄËÉÝ AC([a, b])

ÊËÀÓÉÓ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ ÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖË f ′ ×ÖÍØÝÉÀÓ; áÏËÏ ÉÍ-
ÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ ÊÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÉÂÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ L([a, b]) ÃÀ AC([a, b])
ÊËÀÓÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÉ ÀÓÀáÅÀ, ÒÏÌÄËÉÝ f ∈ L([a, b]) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ
ÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄË F ÉÍÔÄÂÒÀËÓ.

ÌÀÛÉÍ 12.8.3, 12.8.4 ÃÀ 12.1.1 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÂÀßÀÒÌÏ-
ÄÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄÁÀ-
ÃÏÁÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅáÀÔÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÈ.

• ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ ÀÒÉÓ AC([a, b]) ÃÀ L([a, b]) ÊËÀÓÄÁÓ
ÛÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÉ ÁÉÄØÝÉÖÒÉ ÀÓÀáÅÀ, ÒÏÌËÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË ÀÓÀá-
ÅÀÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, f ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ E = {x : f ′(x) = 0}. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ
f(E) ÀÒÉÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ.
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ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ

ÀÌ ÈÀÅÛÉ ÂÒÞÄËÃÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÈÀ ÛÄÓßÀÅËÀ. ÊÄÒÞÏÃ, ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ ÀÌ ÔÉ-
ÐÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÄÁÉ, ÒÏÝÀ ÀÐÒÉÏÒÖËÀÃ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ, ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÌÀÈÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÉÓ ÂÀÌÏÈ-
ÅËÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÃÀ ÀÂÒÄÈÅÄ, ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀÈÀ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÔÉÐÄÁÉÓ
ÛÄÓÀÓßÀÅËÀÃ.

§ 1. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.1. ÈÖ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ
x ßÄÒÔÉËÛÉ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÝÅËÀÃÉ ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÒÉÈ -
Tf ÀÂÒÄÈÅÄ ÖßÚÅÄÔÉÀ x ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ x ∈ [a, b). ÅÀÜÅÄÍÏÈ Tf -ÉÓ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÀ x-ÛÉ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε ÒÉÝáÅÉ. ÅÉÐÏÅÏÈ [x, b]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ P = (x, t1, . . . , tn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

Vf ([x, b]) ≤ Vf (P ) + ε. (1)

ÛÄÌÃÄÂ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ x ßÄÒÔÉËÛÉ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÉÐÏÅÏÈ y ∈
(x, t1) ßÄÒÔÉËÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

|f(y)− f(x)| < ε. (2)

[y, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ (y, t1, . . . , tn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Q-ÈÉ. ÌÀÛÉÍ (1) ÃÀ
(2) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

Vf ([x, b]) ≤ Vf (P ) + ε ≤ |f(y)− f(x)|+ Vf (Q) + ε <

< Vf (Q) + 2ε ≤ Vf ([y, b]) + 2ε.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, Vf ([x, y]) ≤ 2ε. ÛÄÃÄÂÀÃ, Tf (y)−Tf (x) ≤ 2ε. ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄ-
ÁÉÃÀÍ, ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓÀ ÃÀ Tf -ÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ
Tf -ÉÓ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ x ßÄÒÔÉËÛÉ.



ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÁÀ Tf -ÉÓ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ x ∈ (a, b]

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.1-ÃÀÍ ÛÄÃÄÂÉÓ ÓÀáÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.2. ÈÖ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ,
ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÝÅËÀÃÉ ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÒÉÈ - Tf ÀÂÒÄÈÅÄ
ÖßÚÅÄÔÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.2-ÃÀÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.4-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ
ÛÄÌÃÄÂ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.3. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏ-
ÉÃÂÉÍÄÁÀ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ
ÓÀáÉÈ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.1.1. 13.1.1-13.1.3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÄÁÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÉÌ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ, ÒÏÝÀ, ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ, ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ (ÌÀÒ-
ÝáÍÉÃÀÍ) ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.2-
ÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÅÀÒÉÀÍÔÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.4. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ
ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÝÅËÀÃÉ ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÒÉÈ - Tf ÀÂÒÄÈÅÄ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. δ ÉÚÏÓ ÃÀÃÄ-
ÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ε/2-Ó.

ÅÈØÅÀÈ, {(a1, b1), . . . , (an, bn)} ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ØÅÄÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

∑n
k=1(bk − ak) < δ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ
n∑
k=1

|Tf (bk)− Tf (ak)| < ε,

ÒÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ.
ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÏÈ [ak, bk] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÉÓÄÈÉ Pk = (xk,0, . . . ,

xk,mk
) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌ

Vf ([ak, bk]) < Vf (Pk) +
ε

2n
.

ÌÀÛÉÍ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:
n∑
k=1

|Tf (bk)− Tf (ak)| =
n∑
k=1

Vf ([ak, bk]) <
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<
ε

2
+

n∑
k=1

Vf (Pk) =
ε

2
+

n∑
k=1

mk∑
i=1

|f(xk,i)− f(xk,i−1)|. (3)

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ (xk,i−1, xk,i) (k ∈ 1, n, i ∈ 1,mk)

ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ãÀÌÉ ÉÂÉÅÄÀ, ÒÀÝ (ak, bk) ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ
ãÀÌÉ, δ ÒÉÝáÅÉÓ ÛÄÒÜÄÅÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

n∑
k=1

mk∑
i=1

|f(xk,i)− f(xk,i−1)| <
ε

2
. (4)

(3)-ÃÀÍ ÃÀ (4)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÓÀàÉÒÏ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
�

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.4-ÃÀÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.4-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ
ÛÄÌÃÄÂ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.5. ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ
ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓáÅÀ-
ÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ.

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P = (x0, x1, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÀÙ-
ÅÍÉÛÍÏÈ λ(P )-ÈÉ, Ä.É. λ(P ) = max

1≤k≤n
|xk − xk−1|.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.6. ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ

Vf ([a, b]) = lim
λ(P )→0

Vf (P ).

Ä.É. ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÀÒÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ, ÒÏÝÀ ÃÀÍÀ-
ßÉËÄÁÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÌÉÄÒÉ α < Vf ([a, b]) ÒÉÝáÅÉ ÃÀ ÅÀÜÅÄ-
ÍÏÈ, ÒÏÌ Vf (P ) > α, ÒÏÝÀ λ(P ) ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÌÝÉÒÄÀ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ.

Q = (a, t1, . . . , tm, b) ÉÚÏÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ
Vf (Q) > α.

δ > 0 ÒÉÝáÅÉ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄÈÍÀÉÒÀÃ, ÒÏÌ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ ÛÄÌÃÄÂ
ÏÒ ÐÉÒÏÁÀÓ:

δ < min{t1 − a, t2 − t1, . . . , b− tm}; (5)

|f(x)− f(y)| < Vf (Q)− α

2m
, ÒÏÝÀ |x− y| < δ. (6)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (6)-ÉÓ ÌÉÙßÄÅÉÓÀÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÈ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ P = (x0, x1, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉ-
ËÄÁÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ λ(P ) < δ. P +Q ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ,
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ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÍÉËÉÀ P ÃÀ Q ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÄÒÈÏÁËÉÏÁÀÛÉ
ÂÀÍáÉËÅÉÈ. (5) ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ t1, . . . , tm ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÂÀÍÀßÉËÃÄÁÉÀÍ m

ÝÀË [xk−1, xk] ÓÀáÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ. ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ Vf (P ) ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ
ãÀÌÉÃÀÍ Vf (P +Q) ÅÀÒÉÀÝÉÖË ãÀÌÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ m ÝÀËÉ

|f(xk)− f(xk−1)|

ÓÀáÉÓ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉ ÛÄÉÝÅËÄÁÀ

|f(ti)− f(xk−1)|+ |f(xk)− f(ti)|

ÓÀáÉÓ ãÀÌÉÈ. ÛÄÃÄÂÀÃ, (6) ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÈÉÈÏÄÖËÉ ÀÓÄÈÉ ÜÀÍÀÝÅËÄ-

ÁÉÓÀÓ ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÉ ÉÆÒÃÄÁÀ Vf (Q)−α
m -ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÓÉÃÉÃÉÈ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ

ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

Vf (P ) > Vf (P +Q)−m
Vf (Q)− α

m
≥ Vf (Q)− (Vf (Q)− α) = α.

ÀÌÒÉÂÀÃ, Vf (P ) > α, ÒÏÝÀ λ(P ) < δ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒáÄÅÀ E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÄßÏÃÄÁÀ

ωf (E) =Mf (E)−mf (E)

ÓÉÃÉÃÄÓ, ÓÀÃÀÝ Mf (E) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ f -ÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, áÏËÏ
mf (E) ÊÉ - f -ÉÓ ÉÍ×ÉÌÖÌÓ ÀÌÀÅÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÝáÀÃÉÀ, ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉÀ
ÃÀ E ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÓÄÂÌÄÍÔÓ, ÌÀÛÉÍ, ÓÖÐÒÄÌÖÌÉÓÀ ÃÀ ÉÍ×ÉÌÖÌÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ,
ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÌÀØÓÉÌÖÌÉ ÃÀ ÌÉÍÉÌÖÌÉ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ.

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P = (x0, x1, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÆÏÂãÄÒ, Ö×ÒÏ
ÌÏÓÀáÄÒáÄÁÄËÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ Vf (P ) ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÒáÄÅÀÈÀ
ãÀÌÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀ:

Ωf (P ) =

n∑
k=1

ωf ([xk−1, xk]).

ÝáÀÃÉÀ, Vf (P ) ≤ Ωf (P ). ÀÒÓÄÁÉÈÉÀ ÉÓ ÂÀÒÄÌÏÄÁÀ, ÒÏÌ Ωf (P ) ãÀÌÉ, ÈÀ-
ÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÆÄÌÏÃÀÍ ×ÀÓÃÄÁÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÉÈ. ÌÀÒÈËÀÝ,
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ
k ∈ 1, n-ÓÀÈÅÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÓÄ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ [xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ τk ÃÀ tk
ßÄÒÔÉËÄÁÉ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÐÉÒÏÁÀ

ωf ([xk−1, xk]) < |f(tk)− f(τk)|+
ε

n
.

P ∗-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÍÉËÉÀ P

ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÅÓÄÁÉÈ τk ÃÀ tk (k ∈ 1, n) ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ
ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ Ωf (P ) ≤ Vf (P

∗) + ε. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÛÄÓÒÖËÄ-
ÁÖËÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

Vf (P ) ≤ Ωf (P ) ≤ Vf (P
∗) + ε. (7)
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(7) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓÀ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.4-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÛÄÌÃÄÂ
ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.7. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ, Vf ([a, b]) = sup
P

Ωf (P );

áÏËÏ ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉÀ, ÌÀÛÉÍ Vf ([a, b]) = lim
λ(P )→0

Ωf (P ).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.1.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.6 ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.7-ÉÓ ÌÄÏÒÄ ÍÀßÉËÉ ÀÒ
ÀÒÉÀÍ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÀÌÀÛÉ ÂÅÀÒßÌÖÍÄÁÓ [−1, 1]

ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ: f(0) = 1 ÃÀ
f(x) = 0, ÒÏÝÀ x ̸= 0.

§ 2. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ ÁÀÍÀáÉÓ ÉÍÃÉÊÀÔÒÉÓÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ

ÅÈØÅÀÈ, f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÚÏÅÄË y ∈ R ÒÉÝáÅÓ ÛÄÅÖÓÀÁÀÌÏÈ Nf (y)

ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÌÏÓÀáÀÅÓ f(x) = y ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÒÀÏÃÄ-
ÍÏÁÀÓ. ÈÖ ÀÙÍÉÛÍÖË ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ ÖÀÌÒÀÅÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÀØÅÓ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÉÜÍÄÅÀ,
ÒÏÌ Nf (y) = ∞. ÀÓÄÈÉ ßÄÓÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË Nf ×ÖÍØÝÉÀÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÁÀÍÀáÉÓ ÉÍÃÉÊÀÔÒÉÓÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ (ÍÀá. 13.1).

ÍÀá. 13.1.

ÒÏÂÏÒÝ ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉÃÀÍ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÁÀÍÀáÉÓ ÉÍÃÉ-
ÊÀÔÒÉÓÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏÃ ÀÙÉßÄÒÄÁÀ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÅÀÒÉÀÝÉ-
ÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.2.1. ÚÏÅÄËÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÁÀÍÀáÉÓ Nf ÉÍ-
ÃÉÊÀÔÒÉÓÉ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ

Vf ([a, b]) =

∫
R
Nf .
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ÅÈØÅÀÈ, Π ÀÒÉÓ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ØÅÄ-
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÊËÀÓÉ. ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ Nf,Π-ÉÈ
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË y ∈ R ÒÉÝáÅÓ ÛÄÖÓÀÁÀÌÄÁÓ ÒÀÏÃ-
ÄÍÏÁÀÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ E ∈ Π ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ, ÒÏÌÄËÛÉÝ f(x) = y ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ
ÀØÅÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ. ÈÖ Π-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ [a, b]-Ó ÚÅÄËÀ ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ
{x} ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÓ, ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ Nf,Π ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ ÁÀÍÀáÉÓ Nf
ÉÍÃÉÊÀÔÒÉÓÓ.

ÒÏÝÀ Π ÊËÀÓÉ ÄÒÈÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÁÀ, Nf,{E}-ÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ
ÓÉÌÀÒÔÉÅÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÅßÄÒÏÈ Nf,E .

ÒÏÝÀ Π ÀÒÉÓ ÌÝÉÒÄ ÓÉÂÒÞÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ØÌÍÉÓ
[a, b]-Ó ÃÀÚÏ×ÀÓ, ÌÀÛÉÍ Nf,Π ×ÖÍØÝÉÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓÀÀ ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ,
ÀáËÏÓ ÃÂÀÓ Nf ÁÀÍÀáÉÓ ÉÍÃÉÊÀÔÒÉÓÈÀÍ. ÒÏÂÏÒÝ ØÅÄÌÏÈ ÅÍÀáÀÅÈ, ÀÓÄ-
ÈÉ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÀÒÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÀÒÂÖÌÄÍÔÉ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.2.1-ÉÓ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ.

ËÄÌÀ 13.2.1. ÅÈØÅÀÈ, f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ I ⊂ [a, b] ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ
ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, ÌÀÛÉÍ Nf,I ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ∫

R
Nf,I = ωf (I).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ËÄÌÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ßÉÍÀÃÀÃÄ-
ÁÉÃÀÍ:

1) Nf,I ÄÌÈáÅÄÅÀ f(I) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄË ×ÖÍØÝÉÀÓ;

2) f(I) ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ mf (I) ÃÀ Mf (I) ÁÏËÏÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ
ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ.

1) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ Nf,I ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÃÀÍ, áÏËÏ 2) ÀÒÉÓ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉ.
ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
ËÄÌÀ 13.2.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, P = (x0, x1 . . . , xn)

ÀÒÉÓ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, áÏËÏ Π ÀÒÉÓ [x0, x1], (x1, x2], . . . ,
(xn−1, xn] ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ. ÌÀÛÉÍ Nf,Π ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ∫

R
Nf,Π = Ωf (P ).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ËÄÌÀ
13.2.1-ÃÀÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉ ×ÀØÔÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ:

1) Nf,Π = Nf,[x0,x1] +Nf,(x1,x2] + · · ·+Nf,(xn−1,xn];

2) ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ (ÉÍ×ÉÌÖÌÉ) ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄÀ [c, d] ÃÀ
(c, d] ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÆÄ. �
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ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ Πn ÉÚÏÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ 2n ÝÀË ÔÏËÉ ÓÉÂÒÞÉÓ
ÍÀßÉËÀÃ ÃÀÚÏ×ÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÊËÀÓÉ:

Πn = {In,1, . . . , In,2n},

ÓÀÃÀÝ In,1 =
[
a, a+ b−a

2n

]
ÃÀ In,k =

(
a+ (k − 1) b−a2n , a+ k b−a2n

]
, k ∈ 2, 2n.

ËÄÌÀ 13.2.3. ÅÈØÅÀÈ, f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ y ∈ R
ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ,

Nf,Π1
(y) ≤ Nf,Π2

(y) ≤ . . . ÃÀ Nf (y) = lim
n→∞

Nf,Πn
(y).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ∈ N. ÈÖ f(x) = y ÂÀÍÔÏËÄ-
ÁÀÓ ÀØÅÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ I ∈ Πn ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ, ÌÀÛÉÍ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÄØÍÄÁÀ I-Ó ÏÒ
ÍÀßÉËÀÃ ÃÀÚÏ×ÉÈ ÌÉÙÄÁÖË ÄÒÈ-ÄÒÈ ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ ÌÀÉÍÝ. ÛÄÃÄÂÀÃ, Πn+1-
ÛÉ ÉÌ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌËÄÁÛÉÝ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ f(x) = y ÂÀÍÔÏËÄÁÀ,
ÀÒÀÍÀÊËÄÁÉÀ Nf,Πn

(y) ÒÉÝáÅÆÄ. ÀÌÒÉÂÀÃ, Nf,Πn
(y) ≤ Nf,Πn+1

(y). ÀÌÉÈ
(Nf,Πn(y)) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.

ÅÈØÅÀÈ, m ≤ Nf (y) ÒÀÉÌÄ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉ-
ÐÏÅÏÈ f(x) = y ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ m ÝÀËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ: x1, . . . , xm. ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ,
ÒÏÌ x1 < x2 < · · · < xm. n ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÌÃÄÍÀÃ ÃÉÃÉ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ
ÐÉÒÏÁÀ

b− a

2n
< min

1≤k≤m
(xk − xk−1).

ÀÌ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ x1, . . . , xm ×ÄÓÅÄÁÉ ÂÀÃÀÍÀßÉËÃÄÁÉÀÍ Πn ÊËÀÓÉÓ m

ÝÀË ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË ÌÏÍÀÊÅÄÈÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:
Nf,Πn(y) ≥ m.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ m ≤ Nf (y) ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ n, ÒÏÌ
Nf,Πn(y) ≥ m, ÓÀÉÃÀÍÀÝ (Nf,Πk

(y)) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉ-
ÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ Nf (y) = limk→∞Nf,Πk

(y) ÔÏËÏÁÀÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
�

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.2.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. Nf ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÀÒÉÓ 13.2.2 ÃÀ
13.2.3 ËÄÌÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉ. ÛÄÌÃÄÂ, ËÄÌÀ 13.2.3-ÃÀÍ ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞ-
ÅÄËÆÄ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ, ÒÏÌ∫

R
Nf = lim

n→∞

∫
R
Nf,Πn

.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ËÄÌÀ 13.2.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,∫
R
Nf = lim

n→∞
Ωf (Pn),

ÓÀÃÀÝ Pn ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÀÓ äÚÏ×Ó 2n ÝÀË
ÔÏËÉ ÓÉÂÒÞÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÀÃ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.7-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,
ÅÀÓÊÅÍÉÈ

∫
RNf = Vf ([a, b]) ÔÏËÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

307



ÈÄÏÒÄÌÀ 13.2.1-ÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÛÄÃÄÂÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.2.2. ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀ-
ÝÉÉÓ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÌÉÓÉ ÁÀÍÀáÉÓ Nf ÉÍÃÉÊÀÔÒÉÓÉ
ãÀÌÄÁÀÃÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.2.3. ÈÖ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ,
ÌÀÛÉÍ ÚÅÄËÀ ÉÌ y ∈ R ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ f(x) = y
ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ ÀØÅÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ, ÀÒÉÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ.

§ 3. ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ (N)
ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Í. ËÖÆÉÍÓ: ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉ-
ÀÓ ÀØÅÓ (N) ÈÅÉÓÄÁÀ, ÈÖ f -ÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓÀÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ E

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ f(E) ÀÍÀÓÀáÉ ÀÂÒÄÈÅÄ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.1. ÚÏÅÄË ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ (N)
ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÅÉÃÒÄ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ ÂÀÃÀÅÉÃÏÃÄÈ, ÏÒÉ ÓÀÚÖÒÀÃÙÄÁÏ ÒÀÌ
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ:

• ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍ-
ÔÖÒ ×ÏÒÌÀÓ, ÈÖ ÌÀÓÛÉ, ÍÀÆÒÃÄÁÉÓ

∑n
k=1 |f(bk)−f(ak)| ãÀÌÉÓ

ÍÀÝÅËÀÃ, ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÒáÄÅÀÈÀ
∑n

k=1 ωf ([ak, bk]) ãÀÌÓ. ÀÌÉÓ
ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÒáÄÅÀÈÀ ãÀÌÉ ÔÏËÉÀ
ÛÄÌÝÉÒÄÁÖË ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÆÄ ÀÙÄÁÖËÉ ÍÀÆÒÃÄÁÉÓ ãÀÌÉÓ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ,

n∑
k=1

ωf ([ak, bk]) =

n∑
k=1

|f(βk)− f(αk)|,

ÓÀÃÀÝ αk ÃÀ βk ÀÒÉÀÍ [ak, bk] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁ-
ÛÉÝ f ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÀÙßÄÅÓ ÌÉÍÉÌÖÌÓÀ ÃÀ ÌÀØÓÉÌÖÌÓ;

• ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÅÀÒÉÀÍÔÛÉ,
ÛÄÉÞËÄÁÀ, ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ (ak, bk) ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ
ÓÀÓÒÖËÉ ÊËÀÓÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ
ÊËÀÓÉ. ÄÓ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÌÏßÌÃÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ E ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ |f(E)| = 0. ÓÀÓÒÖËÉ
ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÂÀÅËÄÍÀÓ ÀÒ ÀáÃÄÍÄÍ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÀÆÄ, ÀÌÉÔÏÌ
ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ E ⊂ (a, b).
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ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. δ > 0 ÉÚÏÓ ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌËÉÓ-
ÈÅÉÓÀÝ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÐÉÒÏÁÀ:∑

k

ωf ([ak, bk]) < ε, (1)

ÚÏÅÄËÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ {(ak, bk)} ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄ-
ÈÉ ØÅÄÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

∑
k(bk−ak)

< δ.
E-Ó ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÉÓÀ ÃÀ E ⊂ (a, b) ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÌÏ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÙÉÀ G

ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: E ⊂ G ⊂ (a, b) ÃÀ |G| < δ. {(ak, bk)} ÉÚÏÓ G-Ó
ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ. (ak, bk) ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ ÃÀ

∑
k(bk − ak) = |G| < δ.

ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

f(E) ⊂ f(G) =
∪
k

f((ak, bk)) ⊂
∪
k

f([ak, bk]).

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

|f(E)|∗ ≤
∑
k

|f([ak, bk])|∗.

f -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, f([ak, bk]) = [mf ([ak, bk]),Mf ([ak, bk])], ÓÀÉÃÀÍÀÝ
ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ:

|f([ak, bk])| =Mf ([ak, bk])−mf ([ak, bk]) = ωf ([ak, bk]).

ÀÌÒÉÂÀÃ,

|f(E)|∗ ≤
∑
k

ωf ([ak, bk]).

ÀØÄÃÀÍ (1)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ |f(E)|∗ < ε. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ ÂÀÅÉÈ-
ÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÀÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ f(E) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ, áÏËÏ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÀÓ ÀØÅÓ (N)

ÈÅÉÓÄÁÀÝ. ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÀÌÉ
ÐÉÒÏÁÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÝÀÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌ f ÉÚÏÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ
ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, ÌÀÓ äØÏÍÃÄÓ (N) ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.2 ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÀÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÀÃ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉÚÏ Ó.
ÁÀÍÀáÉÓÀ ÃÀ Ì. ÆÀÒÄÝÊÉÓ ÌÉÄÒ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.2 ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÉÌÀÅÄ ÓØÄÌÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÖÊÅÄ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÈ
12.9 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ.

ËÄÌÀ 13.3.1. ÈÖ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ,
ÌÀÛÉÍ f ′ ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ f ×ÖÍØÝÉÀ [a, b + 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÉÓÄ, ÒÏÌ
(b, b+ 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ f(b) ÒÉÝáÅÉÓ ÔÏËÉ
ÉÚÏÓ. ÀáËÀ f ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ [a, b+1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ
ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ∆n ÉÚÏÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ:

∆n(x) =
f(x+ 1/n)− f(x)

1/n
(x ∈ [a, b]).

ÝÅËÀÃÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀáÃÄÍÓ ÀÒÂÖÌÄÍÔÉÓ ÞÅÒÀÓ, ÉÍÀÒÜÖÍÄÁÓ ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ f(· + 1/n) ÉØÍÄÁÀ [a, b]-ÆÄ
ÌÏÝÄÌÖËÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ ∆n ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ.
ÀáËÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ [a, b) ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÛÉ, ÒÏÌÄËÛÉÝ
f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ, (∆n(x)) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÉØÍÄÁÀ f ′(x) ÒÉÝ-
áÅÉ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (∆n) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÈÉÈ-
ØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ′ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÓÉÓÒÖËÉÓÀ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.7.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ f ′-ÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ.
ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.3.1. ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ËÄÌÀ 13.3.1-ÆÄ ÞËÉÄÒÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÌ-
ÔÊÉÝÄÁÀ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÆÏÌÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ
E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ f ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÆÏÌÀÃÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ f ′, ÒÏÂÏÒÝ
E-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

ËÄÌÀ 13.3.2. ÅÈØÅÀÈ, f ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÀÀ. ÈÖ f ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÆÏÌÀÃÉ E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÛÉ, ÌÀÛÉÍ

|f(E)|∗ ≤
∫
E
|f ′|.

ÜÅÄÍ ÀÒ ÌÏÂÅÚÀÅÓ ËÄÌÀ 13.3.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÉÓ ÆÖÓÔÀÃ
ÉÌÄÏÒÄÁÓ 12.9.3 ËÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÓ, ÉÌ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ 12.9.2 ËÄÌÉÓ
ÍÀÝÅËÀÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ËÄÌÀ 13.3.1.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,
ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÀØÅÓ ÌáÏËÏÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÏÁÉÓ ÍÀßÉËÉ.
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ÅÈØÅÀÈ, f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀØÅÓ
(N) ÈÅÉÓÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ c, d ∈ [a, b], c < d,

ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|f(d)− f(c)| ≤
∫
(c,d)

|f ′|. (2)

E-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ [c, d] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ
f ÀÒÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ, áÏËÏ H ÉÚÏÓ [c, d] \ E ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÀÓ, ÒÉÓ
ÂÀÌÏÝ H ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉØÍÄÁÀ. ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, (N) ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|f(H)| = 0. (3)

f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, f(c) ÃÀ f(d) ÁÏËÏÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÓÄÂÌÄÍÔÉ
ÜÀÒÈÖËÉÀ f([c, d]) ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÌÀ 13.3.2-ÉÓ ÃÀ (3)-ÉÓ ÞÀËÉÈ
ÃÀÅßÄÒÈ,

|f(d)− f(c)| ≤ |f([c, d])| ≤ |f(E)|∗ + |f(H)|∗ ≤

≤
∫
E

|f ′| ≤
∫
[c,d]

|f ′| =
∫
(c,d)

|f ′|.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε ÒÉÝáÅÉ. ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ |f ′| ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ, ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∫

A

|f ′| < ε, ÒÏÝÀ |A| < δ. (4)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ØÅÄÉÍÔÄÒÅÀËÄ-
ÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ {(a1, b1), . . . , (an, bn)} ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ
n∑
k=1

(bk − ak) < δ. ÌÀÛÉÍ (2) ÃÀ (4) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ,

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| ≤
n∑
k=1

∫
(ak,bk)

|f ′| =
∫
∪n

k=1(ak,bk)

|f ′| < ε.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, (N) ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ áÄÒáÃÄ-
ÁÀ ÉÌ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÉÍÀÒÜÖÍÄÁÄÍ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.3. ÅÈØÅÀÈ, f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ f(E) ÀÍÀÓÀáÉ ÉÚÏÓ ÆÏÌÀÃÉ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ
ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, f ×ÖÍØÝÉÀÓ äØÏÍÃÄÓ (N) ÈÅÉÓÄÁÀ.
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ËÄÌÀ 13.3.3. ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ
E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓ f(E) ÀÍÀÓÀáÉ ÀÂÒÄÈÅÄ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, y ÀÒÉÓ f(E) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÙÅÀÒÉÈÉ ßÄÒÔÉËÉ.
ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ f(E) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ (yn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ y ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍÀÀ ÊÒÄÁÀÃÉ. ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ xn ÉÚÏÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ßÄÒÔÉËÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ yn = f(xn). ÌÀÛÉÍ (xn) ÉØÍÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ
ÜÀÊÄÔÉËÉ (Ä.É. ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ) E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ,
ÉÀÒÓÄÁÄÁÓ ÌÉÓÉ (xnk

) ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉ ÉØÍÄÁÀ ÒÀÉÌÄ x ∈ E

ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, f -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ynk

= f(xnk
) → f(x) (k → ∞). ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, (ynk

) ÒÏÂÏÒÝ
(yn)-ÉÓ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÊÒÄÁÀÃÉÀ y ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ. ÄÓ ÊÉ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ
ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ y = f(x). ÀÌÒÉÂÀÃ, ÅÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ y ∈ E. ÀÌÉÈ ËÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.3.2. ËÄÌÀ 13.3.3 ÊÏÍÊÒÄÔÖË ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ ÂÀÌÏáÀÔÀÅÓ ÌÄÔÒÉ-
ÊÖË ÓÉÅÒÝÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃÉ ÖßÚÅÄÔÉ ÀÓÀáÅÉÓ ÆÏÂÀÃ ÈÅÉÓÄÁÀÓ: ÊÏÌÐÀØ-
ÔÖÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÀÍÀÓÀáÉ ÀÂÒÄÈÅÄ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÌ ÃÄ-
ÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ËÄÌÀ 13.3.3-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ.

ËÄÌÀ 13.3.3-ÃÀÍ ÖÛÖÀËÏÃ ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ËÄÌÀ 13.3.4. ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ Fσ ÔÉÐÉÓ
E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓ f(E) ÀÍÀÓÀáÉ ÀÂÒÄÈÅÄ Fσ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

ËÄÌÀ 13.3.5. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ
ÓÀáÉÈ: E = A ∪ B, ÓÀÃÀÝ A ÀÒÉÓ Fσ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, áÏËÏ B
ÀÒÉÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÛÉÂÍÉÃÀÍ ÌÉÅÀÀáËÏÅÏÈ
ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2), ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, ÚÏÅÄ-
ËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÉÀÒÓÄÁÄÁÓ ÜÀÊÄÔÉËÉ Fn ⊂ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |Fn| >
|E|−1/n. A-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ Fn (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ, áÏËÏ
B ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ E \ A ÓáÅÀÏÁÉÓ ÔÏËÀÃ. Fn ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÄÒÜÄÅÉÓ ÂÀÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ A ÃÀ B ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÌÏÈáÏÅÍÉË
ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.3-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÒÏÌÄË-
ÓÀÝ ÀØÅÓ (N) ÈÅÉÓÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄ.
ËÄÌÀ 13.3.5-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, E ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÓÀáÉÈ: E = A ∪ B, ÓÀÃÀÝ
A ÀÒÉÓ Fσ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, áÏËÏ B ÀÒÉÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ËÄÌÀ
13.3.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ, f(A) ÉØÍÄÁÀ Fσ ÔÉÐÉÓ, áÏËÏ (N) ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ,
f(B) ÉØÍÄÁÀ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÛÄÃÄÂÀÃ, f(E) = f(A)∪f(B) ÔÏËÏÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ f(E)-Ó ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ.

312



ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÉÓ ÍÀßÉËÆÄ. ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ (N)-
ÈÅÉÓÄÁÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÒÏÌËÉÓ ÀÍÀÓÀáÉ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉÀ. ÃÀÛÅÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ
E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓ f(E) ÀÍÀÓÀáÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ÍÖËÆÄ ÌÄÔÉÀ. ÈÖ
f(E) ÀÒÀÀ ÆÏÌÀÃÉ, ÌÀÛÉÍ ÓßÏÒÄÃ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÉØÍÄÁÀ ÃÀÒÙÅÄ-
ÖËÉ ÀÍÀÓÀáÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ. ÈÖ f(E) ÆÏÌÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ
ÉÌÉÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÝÀÅÓ ÀÒÀÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÓ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 6.4.2) ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f(E)-Ó ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ M

ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ f−1(M) ⊂ E ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÌÏ, H = f−1(M) ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÉØÍÄÁÀ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ. H-ÉÓ ÀÍÀÓÀáÉ ÊÉ ÀÒÉÓ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ M ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÀÌÒÉÂÀÃ,
H ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀÉÒÙÅÀ ÀÍÀÓÀáÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ. ÀÌÉÈ ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

13.3.1 ÃÀ 13.3.3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.4. ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÆÏÌÀÃ
ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÊÅËÀÅ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÀÓÀáÀÅÓ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÞËÄÅÀ ÌÀÒÔÉÅ ßÄÓÓ ÀÍÀÓÀáÉ f(E) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÏÌÉÓ
ÂÀÌÏÓÀÈÅËÄËÀÃ, ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÀ
ÀÒÉÓ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.5. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ f(E)
ÀÍÀÓÀáÉ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ

|f(E)| =
∫
E
f ′. (5)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ [α, β] ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÌÀÛÉÍ f(E) =

[f(α), f(β)] ÃÀ |f(E)| = f(β) − f(α) =
∫
[α,β]

f ′. (5) ÔÏËÏÁÀ ÀÍÀËÏÂÉÖ-

ÒÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ E = (α, β) ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ. ÀØÄÃÀÍ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÉÉÙÄÁÀ (5)-ÉÓ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ ÙÉÀ E ⊂ (a, b) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÛÄÌÃÄÂ, ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÈ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ (5) ÓÒÖËÃÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÜÀÊÄÔÉËÉ E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓÀÝ. ÓÀÁÏËÏÏÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ,
ÒÏÌ E ⊂ (a, b). ÀÅÉÙÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε ÒÉÝáÅÉ ÃÀ f(E) ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÏÈ ÜÀÊÄÔÉËÉ Mε ÃÀ ÙÉÀ Mε ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ:

Mε ⊂ f(E) ⊂Mε,

|f(E)| − ε < |Mε| ≤ |f(E)| ≤ |Mε| < |f(E)|+ ε.
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ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Eε = f−1(Mε) ÃÀ Eε = f−1(Mε). Eε ÓÉÌÒÀÅËÄ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ,
áÏËÏ Eε ÊÉ, ÀÒÉÓ ÙÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ,

|Mε| =
∫
Eε

f ′, |Mε| =
∫
Eε

f ′.

f ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ∫
Eε

f ′ ≤
∫
E

f ′ ≤
∫
Eε

f ′.

ÛÄÃÄÂÀÃ,

|Mε| ≤
∫
E

f ′ ≤ |Mε|.

ÓÀÁÏËÏÏÃ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ:

|f(E)| − ε ≤
∫
E

f ′ ≤ |f(E)|+ ε.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÀÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ (5)

ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.3.3. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ ÌÝÉÒÄÃÉ ÝÅËÉËÄÁÄÁÉÈ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ 13.3.5-ÛÉ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÌÏÈáÏÅÍÀ ÛÄÅÀÓÖÓÔÏÈ ÃÀ ÛÄÅÝÅÀËÏÈ
ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÌÏÈáÏÅÍÉÈ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÂÀÍ, ÂÀÒÃÀ ßÄÒÔÉËÈÀ ÀÒÀÖÌÄ-
ÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ f ′ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f
ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ.

2. ÅÈØÅÀÈ, f ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f -Ó ÀØÅÓ
(N)-ÈÅÉÓÄÁÀ.

3. ÅÈØÅÀÈ, f ÆÒÃÀÃÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ E = {x : f ′(x) = ∞}. ÀÜÅÄÍÄÈ,
ÒÏÌ f ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ f(E)
ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ.

§ 4. ßÒ×ÄÅÀÃÉ ßÉÒÄÁÉ

ßÉÒÉ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ (ÌÏÊËÄÃ, ßÉÒÉ) ÄßÏÃÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÖßÚÅÄÔ γ :

[a, b] → Rn ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÀÓ, ÓÀÃÀÝ [a, b] ÀÒÉÓ ßÒ×ÉÓ ÒÀÉÌÄ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄ-
ÁÄËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉ. γ([a, b]) = {γ(t) : t ∈ [a, b]} ÓÉÌÒÀÅËÄÓ γ ßÉÒÉÓ ÊÅÀËÓ
ÖßÏÃÄÁÄÍ. ÆÏÂãÄÒ, ÒÏÝÀ ÄÓ ÂÀÖÒÊÅÄÅËÏÁÀÓ ÀÒ ÉßÅÄÅÓ, ßÉÒÓ ÌÉÓÓÀÅÄ
ÊÅÀËÈÀÍ ÀÉÂÉÅÄÁÄÍ.

ÅÈØÅÀÈ, γ ÒÀÉÌÄ ßÉÒÉÀ. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P = (t0, . . . , tm) ÃÀÍÀßÉ-
ËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ γP -ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÔÄáÉËÉ, ÒÏÌËÉÓ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÌÏÌÃÄÅÍÏ
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ßÅÄÒÏÄÁÉÀ γ(t0), . . . , γ(tm) ßÄÒÔÉËÄÁÉ. γP ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ, ÒÏ-
ÂÏÒÝ γ ßÉÒÛÉ ÜÀáÀÆÖËÉ ÔÄáÉËÉ (ÍÀá. 13.2).

ÍÀá. 13.2.

γP ÔÄáÉËÉÓ ÓÉÂÒÞÄÃ, ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ, ÌÉÉÜÍÄÅÀ ÌÉÓÉ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ãÀÌÉ:

lγP ≡
m∑
k=1

∥γ(tk)− γ(tk−1)∥. (1)

ÀØ ∥ · ∥ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÄÅÊËÉÃÖÒ ÍÏÒÌÀÓ Rn-ÛÉ, Ä.É. ∥x∥ = (
∑n
k=1 x

2
k)

1/2.
ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ, ÊÄÒÞÏÃ, ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ßÉÒÉÓÀÈÅÉÓ

ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÀÓÛÉ ÜÀáÀÆÖËÉ ÔÄáÉËÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ÆÙÅÀÒÉ, ÒÏÝÀ P ÃÀÍÀßÉ-
ËÄÁÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ γ ßÉÒÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ lim
λ(P )→0

lγP ÆÙÅÀ-

ÒÉ ÃÀ ÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ γ-ÛÉ ÜÀáÀÆÖËÉ ÔÄáÉËÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÈÀ ÓÖÐÒÄ-
ÌÖÌÉÓ ÔÏËÉÀ, Ä.É.

lim
λ(P )→0

lγP = sup
P
lγP .

ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÈÅÉÓ ÜÅÄÍ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ÓÉÃÉÃÄÄÁÉÓ
ÊÀÅÛÉÒÓ ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÖË ÈÅÉÓÄÁÄÁÈÀÍ.

f : [a, b] → Rn ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÉ - Vf (P ), ÓÒÖËÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÀ - Vf ([a, b]) ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÉÀÍ
ÓÊÀËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ, ÏÙÏÍÃ ÚÅÄËÂÀÍ, ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÄÁ-
ÛÉ, |f(xk) − f(xk−1)| ÌÏÃÖËÉ ÖÍÃÀ ÛÄÉÝÅÀËÏÓ ||f(xk) − f(xk−1)|| ÍÏÒ-
ÌÉÈ. ÌÀÛÉÍ, (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ γP ÔÄáÉËÉÓ
ÓÉÂÒÞÄ ÖÃÒÉÓ Vγ(P ) ÅÀÒÉÀÝÉÖË ãÀÌÓ, áÏËÏ sup

P
lγP ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÊÉ ÀÒÉÓ

γ ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÒÖËÉ Vγ([a, b]) ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÔÏËÉ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÄÏÒÄÌÀ
13.4.1 ÀÌÔÊÉÝÄÁÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

lim
λ(P )→0

Vγ(P ) = Vγ([a, b]),
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Ä.É. ÉÌÀÓ, ÒÏÌ ÖßÚÅÄÔÉ ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÖËÉ ãÀÌÄÁÉ ÌÉÉÓ-
ßÒÀ×ÅÉÀÍ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÒÏÝÀ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ
ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ. ÀÓÄÈÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÖÊÅÄ ÃÀÅÀÃÂÉÍÄÈ ÓÊÀËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ
(Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.6). ÅÄØÔÏÒÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÈÅÉÓ ÊÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÓÀÅÓÄÁÉÈ
ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ, ÏÙÏÍÃ ÉÌ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉ ÌÏÃÖËÉÓ
ÍÀÝÅËÀÃ ÖÍÃÀ ÌÏÅÀÈÀÅÓÏÈ ÍÏÒÌÉÓ ÍÉÛÍÉÓ ØÅÄÛ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.1 ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ, ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÄ.
ÓÀáÄËÃÏÁÒ, γ ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÄ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ lγ-ÈÉ ÃÀ ÄßÏÃÄÁÀ lim

λ(P )→0
lγP

ÆÙÅÀÒÓ.
ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÄ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ,

ÒÏÝÀ γ ÌÖÃÌÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
γ ßÉÒÓ ÄßÏÃÄÁÀ ßÒ×ÄÅÀÃÉ, ÈÖ ÌÉÓÉ ÓÉÂÒÞÄ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÉÝáÅÉÀ.
f ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ f1, . . . , fn-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÌÉÓÉ ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ

×ÖÍØÝÉÄÁÉ, Ä.É. fk(t) ÔÏËÉÀ f(t) ÅÄØÔÏÒÉÓ k-ÖÒÉ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÉÓ.
ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÃÂÄÍÓ ßÉÒÉÓ ßÒ×ÄÅÀÃÏÁÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÓ,

ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ê. ÑÏÒÃÀÍÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.2. γ ßÉÒÉ ÀÒÉÓ ßÒ×ÄÅÀÃÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ,
ÒÏÝÀ ÌÉÓÉ ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ γ1, . . . , γn ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn
ÅÄØÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ,

max
1≤k≤n

|xk| ≤ ||x|| ≤
n∑
i=1

|xi|.

ÛÄÃÄÂÀÃ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ P = (t0, . . . , tm) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

m∑
k=1

|γi(tk)− γi(tk−1)| ≤
m∑
k=1

∥γ(tk)− γ(tk−1)∥ (i ∈ 1, n);

m∑
k=1

∥γ(tk)− γ(tk−1)∥ ≤
m∑
k=1

n∑
i=1

|γi(tk)− γi(tk−1)|.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ

Vγi([a, b]) ≤ lγ (i ∈ 1, n);

lγ ≤
n∑
i=1

Vγi([a, b]).

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÂÅÀÒßÌÖÍÄÁÄÍ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÛÉ. �
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.4.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.2-Ó ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÅÝÄÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍ-
ÔÖÒÉ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀ: ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌÀÛÉÍ
ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÌÉÓÉ ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.4.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÃÀÃÂÉÍÃÀ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÊÀÅÛÉÒÉ ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÄÓÀ ÃÀ ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÒÖË ÅÀÒÉÀÝÉÄÁÓ
ÛÏÒÉÓ:

max
1≤i≤n

Vγi([a, b]) ≤ lγ ≤
n∑
i=1

Vγi([a, b]).

ÅÈØÅÀÈ, γ ÒÀÉÌÄ ßÉÒÉÀ ÃÀ [c, d] ⊂ [a, b]. lγ([c, d]) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ
ßÉÒÉÓ ÉÌ ÒÊÀËÉÓ ÓÉÂÒÞÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ t ∈ [c, d] ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ, Ä.É. lγ([c, d]) = lγ|[c,d] . ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÄ ÀÒÉÓ
ÒÊÀËÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ, Ä.É. ÈÖ γ ÒÀÉÌÄ ßÉÒÉÀ ÃÀ a < c < b, ÌÀÛÉÍ

lγ([a, b]) = lγ([a, c]) + lγ([c, b]). (2)

ÌÀÒÈËÀÝ, (2) ÍÉÛÍÀÅÓ γ ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀÓ, ÀÍÖ
ÔÏË×ÀÓÉÀ ÔÏËÏÁÉÓ:

Vγ([a, b]) = Vγ([a, c]) + Vγ([c, b]).

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÀ ÊÉ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÆÖÓÔÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.7.2-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.3. ÈÖ γ ßÉÒÉ ÖßÚÅÄÔÀÃ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉÀ (Ä.É.
γ1, . . . , γn ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÖßÚÅÄÔÀÃ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉ ÀÒÉ-
ÀÍ), ÌÀÛÉÍ γ ßÒ×ÄÅÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÓÉÂÒÞÄ ÂÀÌÏÉÈÅËÄÁÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ:

lγ =

∫
[a,b]

√
(γ′1)

2 + · · ·+ (γ′n)
2.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÜÀÅÀÔÀÒÏÈ ÔÉÐÖÒÉ n = 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÈÅÉÓ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. δ > 0 ÒÉÝáÅÉ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄ,

ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ:

|γ′1(t)− γ′1(τ)| < ε ÃÀ |γ′2(t)− γ′2(τ)| < ε, ÒÏÝÀ |t− τ | < δ; (3)∣∣∣∣ m∑
k=1

√
γ′1(ξk)

2 + γ′2(ξk)
2 (tk − tk−1)−

∫
[a,b]

√
(γ′1)

2 + (γ′2)
2

∣∣∣∣ < ε, (4)

ÓÀÃÀÝ P = (t0, . . . , tm) ÀÒÉÓ [a, b]-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉ-
ÓÀÝ λ(P ) < δ, áÏËÏ ξ1, . . . , ξm ÀÒÉÀÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ßÄÒÔÉËÄÁÉ, ÀÒÜÄÖËÍÉ,
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, [t0, t1], . . . , [tm−1, tm] ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÃÀÍ.
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ÅÈØÅÀÈ, P = (t0, . . . , tm) ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ λ(P ) < δ. ÛÄÅÀ×ÀÓÏÈ γP ÔÄáÉËÉÓ ÓÉÂÒÞÉÓ ÂÀÃÀáÒÀ ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÀÂÀÍ. ËÀÂÒÀÍÑÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

lγP =

m∑
k=1

√
(γ1(tk)− γ1(tk−1))2 + (γ2(tk)− γ2(tk−1))2 =

=

m∑
k=1

√
γ′1(ξk)

2 + γ′2(ηk)
2 (tk − tk−1),

ÓÀÃÀÝ ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ξk ÃÀ ηk ÀÒÉÀÍ [tk−1, tk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÒÏÌÄËÉÙÀÝ
ßÄÒÔÉËÄÁÉ. ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ãÀÌÉ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒÀÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ãÀÌÉ, ξk
ÃÀ ηk ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÛÄÓÀÞËÏ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÈÖÌÝÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌÉ-
ÓÉ ÂÀÃÀáÒÉÓ Ä×ÄØÔÖÒÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ξk ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ãÀÌÉÃÀÍ:∣∣∣∣ m∑
k=1

√
γ′1(ξk)

2 + γ′2(ηk)
2 (tk− tk−1)−

m∑
k=1

√
γ′1(ξk)

2 + γ′2(ξk)
2 (tk− tk−1)

∣∣∣∣ ≤
≤

m∑
k=1

∣∣∣√γ′1(ξk)2 + γ′2(ηk)
2 −

√
γ′1(ξk)

2 + γ′2(ξk)
2
∣∣∣ (tk − tk−1) ≤

≤
m∑
k=1

|γ′2(ηk)− γ′2(ξk)| (tk − tk−1) <

m∑
k=1

ε(tk − tk−1) = ε(b− a). (5)

(5) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÌÉÙÄÁÉÓÀÓ ÜÅÄÍ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÈ (3) ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÃÀ ÊÉÃÄÅ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÌÀÒÔÉÅÉ ÖÔÏËÏÁÀ: | ∥x∥ − ∥y∥ | ≤ ∥x − y∥ (x, y ∈ Rn). ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ,
ÒÏÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÖÔÏËÏÁÀ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉÀ x = (γ′1(ξk), γ

′
2(ηk)) ÃÀ y =

(γ′1(ξk), γ
′
2(ξk)) ßÚÅÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

(4)-ÃÀÍ ÃÀ (5)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,∣∣∣∣ lγP −
∫
[a,b]

√
(γ′1)

2 + (γ′2)
2

∣∣∣∣ < ε(b− a+ 1).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. �

ÅÈØÅÀÈ, γ ßÒ×ÄÅÀÃÉ ßÉÒÉÀ. ÌÀÛÉÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.2-ÉÓÀ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÈÀ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ γi ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ
×ÖÍØÝÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ γ′i ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ.
ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÌÏ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ßÒ×ÄÅÀÃÉ ßÉÒÉÓÀÈÅÉÓ ÀÆÒÉ ÀØÅÓ∫

[a,b]

√
(γ′1)

2 + · · ·+ (γ′n)
2

ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ. ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÞËÄÅÀ ÉÌ ßÒ×ÄÅÀÃÉ ßÉÒÄ-
ÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀÓ, ÒÏÌÄËÈÀ ÓÉÂÒÞÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.4. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ßÒ×ÄÅÀÃÉ γ ßÉÒÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ÖÔÏËÏÁÀ: ∫

[a,b]

√
(γ′1)

2 + · · ·+ (γ′n)
2 ≤ lγ . (6)

ÀÌÀÓÈÀÍ, ÄÓ ÖÔÏËÏÁÀ ÂÀÃÀÉØÝÄÅÀ ÔÏËÏÁÀÃ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ,
ÒÏÝÀ γ1, . . . , γn ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ Öß-
ÚÅÄÔÉ.

γ ßÉÒÉÓÀÈÅÉÓ sγ-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

sγ(a) = 0 ÃÀ sγ(t) = lγ([a, t]), ÒÏÝÀ t ∈ (a, b].

ÀÌÒÉÂÀÃ, sγ ×ÖÍØÝÉÀ ÆÏÌÀÅÓ ßÉÒÉÓ ÉÌ ÒÊÀËÉÓ ÓÉÂÒÞÄÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏØ-
ÌÍÉËÉÀ [a, t] ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.4-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ sγ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ, ÒÏÌ-
ËÄÁÉÝ ÌÏÉÝÄÌÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.5. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ßÒ×ÄÅÀÃÉ γ ßÉÒÉÓÀÈÅÉÓ sγ ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ
ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË t ∈ [a, b]
ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

s′γ(t) =
√
γ′1(t)

2 + · · ·+ γ′n(t)
2. (7)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ(Éá. (2) ÔÏËÏÁÀ)
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, sγ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ
ÉÓ ×ÀØÔÉ, ÒÏÌ ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÒÖË ÅÀÒÉ-
ÀÝÉÀÓ. ÀÌ ÉÍÔÄÒÐÒÄÔÀÝÉÉÈ, sγ ÀÒÉÓ γ ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ
ÝÅËÀÃÉ ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÒÉÈ: sγ(t) = Vγ([a, t]). ÀÌ ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, sγ-Ó ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÀ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÆÖÓÔÀÃ ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ
13.1.1).

ÀáËÀ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ (7)-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ. E ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ t ∈ (a, b)

ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÈÉÈÏÄÖËÉ sγ , γ1, . . . , γn ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÀÃÉÀ. ÝáÀÃÉÀ, E ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ [c, d] ⊂ [a, b] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ, ÐÀÒÀ-
ÌÄÔÒÉÓ t ∈ [c, d] ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÒÊÀËÉÓ ÓÉÂÒÞÄ ÌÄÔÉÀ ÀÍ ÔÏËÉÀ
γ(c) ÃÀ γ(d) ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÀÄÒÈÄÁÄËÉ ØÏÒÃÉÓ ÓÉÂÒÞÄÆÄ, Ä.É. lγ([c, d]) ≥
∥γ(d)−γ(c)∥. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÚÏÅÄËÉ t ∈ E ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ
ÃÀ h ∈ (0, b− t) ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

sγ(t+ h)− sγ(t) = lγ([t, t+ h]) ≥

≥ ∥γ(t+ h)− γ(t)∥ =
√

(γ1(t+ h)− γ1(t))2 + · · ·+ (γn(t+ h)− γn(t))2.
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ÈÖ ÌÉÙÄÁÖË ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄÓ ÂÀÅÚÏ×È h-ÆÄ ÃÀ h-Ó ÌÉÅÀÓßÒÀ-
×ÄÁÈ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ, ÃÀÅÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÓÒÖËÃÄÁÀ
ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

s′γ(t) ≥
√
γ′1(t)

2 + · · ·+ γ′n(t)
2.

H ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ t ∈ E ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ s′γ(t) >√
γ′1(t)

2 + · · ·+ γ′n(t)
2. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ |H| = 0, ÒÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-

ÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ.
ÚÏÅÄËÉ m ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ Hm ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÚÅÄËÀ t ∈ E ßÄÒÔÉËÉÓÀÂÀÍ: ÈÖ t ∈ [α, β] ÃÀ
0 < β − α < 1

m , ÌÀÛÉÍ

sγ(β)− sγ(α)

β − α
>

√√√√(γ1(β)− γ1(α)

β − α

)2

+ · · ·+

(
γn(β)− γn(α)

β − α

)2

+
1

m
.

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÖÔÏËÏÁÀ, ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÈ, ÀÓÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÉßÄÒÏÓ:

lγ([α, β]) > ∥γ(β)− γ(α)∥+ β − α

m
.

x ßÄÒÔÉËÛÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, f ′(x) ÖÃÒÉÓ
f(β)−f(α)

β−α ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÓ, ÒÏÝÀ α→ x, β → x ÃÀ x ∈ [α, β]. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ

ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ H ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ Hm (m ∈
N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÓ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ m ÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ Hm ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉ-
ÀÍÏÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ε ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉÀ. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P = (t0, . . . , tr) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ
ÉÓÄÈÍÀÉÒÀÃ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ: λ(P ) < 1/m ÃÀ lγ < lγP + ε.

Ω ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ k ∈ 1, r ÉÍÃÄØÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ [tk−1, tk]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÛÄÉÝÀÅÓ Hm ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÒÈÓ ÌÀÉÍÝ ßÄÒÔÉËÓ. ÝáÀÃÉÀ, [tk−1, tk]

(k ∈ Ω) ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ ÃÀ×ÀÒÀÅÄÍ Hm ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÀÌÀÓÈÀÍ, Hm ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓÀ ÃÀ λ(P ) < 1/m ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÂÅÄØÍÄÁÀ,

lγ([tk−1, tk]) > ∥γ(tk)− γ(tk−1)∥+
tk − tk−1

m
.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÃÀÅßÄÒÈ,

lγ =

r∑
k=1

lγ([tk−1, tk]) =
∑
k∈Ω

lγ([tk−1, tk]) +
∑
k/∈Ω

lγ([tk−1, tk]) ≥

≥
∑
k∈Ω

(
∥γ(tk)− γ(tk−1)∥+

tk − tk−1

m

)
+
∑
k/∈Ω

∥γ(tk)− γ(tk−1)∥ =
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=

r∑
k=1

∥γ(tk)− γ(tk−1)∥+
∑
k∈Ω

tk − tk−1

m
≥ lγP +

|Hm|∗
m

.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ lγ < lγP + ε, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|Hm|∗ ≤ mε.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÃÀÅÀÓÊÍÉÈ Hm ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.4-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÖÊÅÄ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÝÍÏÁÉË ÃÄÁÖËÄÁÄÁ-
ÆÄ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ 12.6.2 ÃÀ 12.8.5 (Éá.
ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.6.4) ÃÀ ÆÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.5.

ÀØÅÄ ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.4-ÉÓ ÄÒÈÉ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ,
ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÂÀ-
ÌÏÈÅËÀÓÈÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.6. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L([a, b]) ÃÀ F (x) =
∫
[a,x] f (x ∈ [a, b]).

ÌÀÛÉÍ

VF ([a, b]) =

∫
[a,b]

|f |.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ F ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ
F ′(x) = f(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÈÄÏÒÄÌÀ
13.4.4-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ γ = F ßÉÒÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ,
ÒÏÌ

VF ([a, b]) = lF =

∫
[a,b]

|F ′| =
∫
[a,b]

|f |.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ßÒ×ÄÅÀÃÉ γ ßÉÒÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÄÓÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
γ : [0, lγ ] → Rn ÅÄØÔÏÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ: τ ∈ [0, lγ ] ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ γ(τ) ÔÏËÉÀ
ÉÓÄÈÉ γ(t) ßÄÒÔÉËÉÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ lγ([a, t]) = τ . ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ γ(τ)-Ó
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ ÊÏÒÄØÔÖËÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ lγ([a, t1]) = lγ([a, t2]) = τ , ÌÀÛÉÍ
ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ γ ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ [t1, t2] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÀÌÒÉÂÀÃ,
ÈÖ ßÉÒÆÄ, ÌÉÓÉ ÓÀÈÀÅÉÃÀÍ ÃÀßÚÄÁÖËÉ, ÂÀÅÉÅËÉÈ τ ÒÉÝáÅÉÓ ÔÏË ÌÀÍÞÉËÓ,
ÌÀÛÉÍ ÌÉÅÀËÈ ßÄÒÔÉËÛÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÉÉÜÍÄÅÀ γ(τ)-Ó ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÃ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.7. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ßÒ×ÄÅÀÃÉ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÓÉÂÒÞÉÓ γ ßÉ-
ÒÉÓÀÈÅÉÓ γ ßÉÒÓ ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• γ-ÉÓ ÊÅÀËÉ ÃÀ ÓÉÂÒÞÄ ÄÌÈáÅÄÅÀ γ-Ó ÊÅÀËÓÀ ÃÀ ÓÉÂÒÞÄÓ, Ä.É.
γ([0, lγ ]) = γ([a, b]) ÃÀ lγ = lγ;

• lγ([0, τ ]) = τ ÚÏÅÄËÉ τ ∈ [0, lγ ]-ÓÀÈÅÉÓ;

321



• γ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ËÉ×ÛÉÝÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

∥γ(τ2)− γ(τ1)∥ ≤ |τ2 − τ1| (τ1, τ2 ∈ [0, lγ ]).

ÛÄÃÄÂÀÃ, γ1, . . . , γn ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÀÁÓÏ-
ËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ;

• ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ τ ∈ [0, lγ ] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ,√
γ′1(τ)

2 + · · ·+ γ′n(τ)
2 = 1.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. γ([0, lγ ]) = γ([a, b]) ÔÏËÏÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
γ ßÉÒÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÃÀÍ. lγ = lγ ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÊÉ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÏÈ γ ÃÀ γ ßÉÒÄÁÛÉ ÜÀáÀÆÖË ÔÄáÉËÈÀ ÊËÀÓÄÁÉÓ ÉÂÉÅÄÏÁÀ.

ÅÈØÅÀÈ, τ ∈ [0, lγ ] ÃÀ t ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ lγ([a, t]) = τ

ÔÏËÏÁÀÓ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ

γ|[0,τ ] = γ|[a,t].

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÐÉÒÅÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

lγ([0, τ ]) = lγ|[0,τ]
= l

γ|[a,t]
= lγ|[a,t]

= lγ([a, t]) = τ.

ÀÌÉÈ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
ÅÈØÅÀÈ, 0 ≤ τ1 < τ2 ≤ lγ . ÌÀÛÉÍ, ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,

ÂÅÄØÍÄÁÀ,

∥γ(τ2)− γ(τ1)∥ ≤ lγ([τ1, τ2]) = lγ([0, τ2])− lγ([0, τ1]) = τ2 − τ1.

ÒÉÈÀÝ ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
ÌÄÏÈáÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÀÒÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓÀ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.4.5-ÉÓ

ÛÄÃÄÂÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÖ ßÉÒÓ ÂÀÅÀÉÂÉÅÄÁÈ ÌÉÓ ÊÅÀËÈÀÍ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ γ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
ÒÏÂÏÒÝ Γ = γ([a, b]) ßÉÒÉÓ ÀáÀËÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÆÀÝÉÀ. γ-Ó ÖßÏÃÄÁÄÍ Γ =

γ([a, b]) ßÉÒÉÓ ÁÖÍÄÁÒÉÅ (ÀÍ ÊÉÃÄÅ, ÒÊÀËÉÓ ÓÉÂÒÞÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ) ÐÀÒÀ-
ÌÄÔÒÉÆÀÝÉÀÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ßÉÒÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÙßÄÒÉËÉ ÉÚÏÓ ÝÖÃÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ,
ÊÄÒÞÏÃ, ÀÒÀÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ γ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÆÀÝÉÉÈ, ÌÀÂÒÀÌ, ÈÄÏÒÄÌÀ
13.4.7-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌÉÓÉ ÀáËÄÁÖÒÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÆÀÝÉÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ
ÖÊÅÄ ÀØÅÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÈÖ τ ÐÀÒÀÌÄÔÒÓ ÌÉÅÉÜÍÄÅÈ ÃÒÏÃ, áÏËÏ γ(τ)-Ó ÊÉ - ßÄÒÔÉËÉÓ
ÌÏÞÒÀÏÁÉÓ ÀÙÌßÄÒ ×ÖÍØÝÉÀÃ, ÌÀÛÉÍ, ÀÓÄÈÉ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÉÍÔÄÒÐÒÄÔÀÝÉÉÓ ×ÀÒ-
ÂËÄÁÛÉ, ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÆÀÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ Γ =

γ([a, b]) ßÉÒÆÄ ÉÓÄÈÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÄÁÖËÉ ÌÏÞÒÀÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ÐÉÒÏ-
ÁÄÁÛÉÝ ÂÀÍÅËÉËÉ ÌÀÍÞÉËÉÓ ÓÉÃÉÃÄ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÌÏÞÒÀÏÁÉÓ ÃÀßÚÄÁÉÃÀÍ ÂÀÓÖË
ÃÒÏÓ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.4.3. ßÒ×ÄÅÀÃÉ ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÀÌÏÝÀÍÀ
(ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀ) ÉÚÏ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ
ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÉÍÃÉÊÀÔÏÒÉ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÉÓ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÉÓÀ.
ÊÄÒÞÏÃ, ÝÍÏÁÉËÉ ÉÚÏ, ÒÏÌ

lγ =

∫
[a,b]

√
(γ′1)

2 + · · ·+ (γ′n)
2.

×ÏÒÌÖËÀ ÞÀËÀÓ ÊÀÒÂÀÅÃÀ ÖßÚÅÄÔÀÃ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉ ßÉÒÄÁÉÓ ÊËÀÓÉÓ
ÂÀÒÄÈ. ÀÌÉÓ ÃÀÌÀÃÀÓÔÖÒÄÁÄË ÌÀÂÀËÉÈÀÃ ÂÀÌÏÃÂÄÁÀ γ(t) = (t, f(t)) (t ∈
[0, 1]) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÁÒÔÚÄËÉ ßÉÒÉ, ÓÀÃÀÝ f ÀÒÉÓ ÅÏËÔÄÒÀÓ
ÔÉÐÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÂÄÁÖËÉ 9.4 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ. ÌÀÛÉÍ

√
1 + (f ′)2 ÉØÍÄÁÀ ÛÄÌÏ-

ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ.
ÀÌÒÉÂÀÃ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÅÄÒ áÄÒáÃÄÁÀ ÈÅÉÈ ÉÓÄÈÉ ßÒ×Ä-
ÅÀÃÉ ßÉÒÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÀØÅÈ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÀÃÉ ÓÀÊÏÏÒÃÉÍÀÔÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ (ÂÄÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÔÄÒÌÉÍÄÁÉÈ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ,
ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÀØÅÈ ÌáÄÁÉ). ÀÌÉÓ ÓÀÐÉÒÉÓÐÉÒÏÃ, ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ 13.4.4
ÃÀ 13.4.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ, 12.9.1 ÃÀ 12.7.6 ÈÄÏÒÄÌÄÁÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÄÍ,
ÒÏÌ ÉÂÉÅÄ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÉÞËÄÅÀ ÓÀÓÖÒÅÄË ÛÄÃÄÂÓ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, γ ÀÒÉÓ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ßÉÒÉ, Ä.É. γ(t) = (t, θ(t)) (t ∈ [0, 1]), ÓÀÃÀÝ
θ ÀÒÉÓ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ. ÂÀÌÏÈÅÀËÄÈ γ ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÄ.

2. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ T ′

f (x) = |f(x)|.

§ 5. ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ t ßÄÒÔÉËÉÓÀ ÃÀ l ÃÀ r ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÈÅÉÓ Jt,l,r-ÉÈ
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ (ÍÀá. 13.3):

Jt,l,r(x) =


0, ÈÖ a ≤ x < t,

l, ÈÖ x = t,

l + r, ÈÖ t < x ≤ b.

ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÖÓÀÓ-
ÒÖËÏ (tn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ßÄÅÒÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ.
ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÚÏÅÄË tn-ÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉÀ ln ÃÀ rn ÒÉÝáÅÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÐÉÒÏÁÀÓ: ∑

n

|ln|+
∑
n

|rn| <∞. (1)
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ÍÀá. 13.3.

ÌÏÅÉÈáÏÅÏÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ln = 0, ÈÖ tn = a ÃÀ rn = 0, ÈÖ tn = b. ÀÓÄÈ
ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

J(t,l,r) =
∑
n

Jtn,ln,rn .

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀ-
ÃÏÁÀ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×ÉËÉÀ (1) ÐÉÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃ-
ÄÁÀ t, l ÃÀ r ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ. ÀÃÅÉËÉ
ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÏÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÈ:

J(t,l,r)(x) =
∑
tn≤x

ln +
∑
tn<x

rn (x ∈ [a, b]). (2)

(2) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

• ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ x ∈ (a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÀÒÝáÄÍÀ ÆÙÅÀÒÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÌÏÉÈÅËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

J(t,l,r)(x− 0) =
∑
tn<x

ln +
∑
tn<x

rn; (3)

• ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ x ∈ [a, b) ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÀÒãÅÄÍÀ ÆÙÅÀÒÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÌÏÉÈÅËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

J(t,l,r)(x+ 0) =
∑
tn≤x

ln +
∑
tn≤x

rn. (4)

(2) − (4) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ:

• J(t,l,r) ÖßÚÅÄÔÉÀ tn ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÛÉ;

• J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ tn ßÄÒÔÉËÛÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ
ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ln = rn = 0;

• tn ∈ (a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÍÀáÔÏÌÉ ln
ÒÉÝáÅÉÓ ÔÏËÉÀ, Ä.É. J(t,l,r)(tn)− J(t,l,r)(tn − 0) = ln;
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• tn ∈ [a, b) ßÄÒÔÉËÛÉ J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÍÀáÔÏÌÉ rn
ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÔÏËÉÀ, Ä.É. J(t,l,r)(tn + 0)− J(t,l,r)(tn) = rn;

• ÈÖ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ln ÃÀ rn ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ
ÀÒ áÃÄÁÉÀÍ ÀÒÝÄÒÈÉ n-ÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ
ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÄÌÈáÅÄÅÀ tn ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒ ÛÄÉÝÅËÄÁÀ, ÈÖ ÌÉÓÉ
ßÀÒÌÏÌØÍÄËÉ (tn), (ln) ÃÀ (rn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÓ ÜÀÅÖÔÀÒÄÁÈ
ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÌÀÅÄ ÂÀÃÀÍÀÝÅËÄÁÀÓ. ÄÓ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÌÉÉÙÄÁÀ (1) ÐÉÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞ-
ÅÄËÆÄ.

ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÔÄÒÌÉÍÉÈ - ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ, ÌÏáÓÄÍÉÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ J(t,l,r)
ÓÀáÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.5.1. ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÀÒÔÉÅ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÓ ÂÅÀÞËÄÅÄÍ
Ä.ß. ÖÁÀÍ-ÖÁÀÍ ÌÖÃÌÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ.

f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÖÁÀÍ-ÖÁÀÍ ÌÖÃÌÉÅÉ, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ
P = (t0, . . . , tn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ f ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÈÉÈÏÄÖË (tk−1, tk)

ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ.
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

(i) f ÀÒÉÓ ÖÁÀÍ-ÖÁÀÍ ÌÖÃÌÉÅÉ;
(ii) f−f(a) ÀÒÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ

(tn), (ln) ÃÀ (rn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÈ.

(ii) ⇒ (i) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÉÓ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ,
ÒÏÌ Jt,l,r ÓÀáÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ
ÛÄÉÝÀÅÓ t ßÄÒÔÉËÓ.

(i) ⇒ (ii) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P =

(t0, . . . , tn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ f ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÚÏÅÄË (tk−1, tk) ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÆÄ. (t0, t1), . . . , (tn−1, tn) ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÆÄ f -ÉÓ ÌÉÄÒ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-
ÁÄÁÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ y1, . . . , yn-ÉÈ. lk ÃÀ rk ÒÉÝáÅÄÁÉ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ
ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: l0 = 0, r0 = y1 − f(a), l1 = f(t1)− y1, r1 = y2 − f(t1), . . . ,
ln = f(b) − yn, rn = 0. ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ f − f(a) =∑n
k=0 Jtk,lk,rk .

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5.1. J(t,l,r) ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉ-
ÉÓÀÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ÌÉÓÉ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÀÒÉÓ

∑
n |ln| +

∑
n |rn| ãÀÌÉÓ

ÔÏËÉ.
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ËÄÌÀ 13.5.1. ÅÈØÅÀÈ,
∑∞

n=1 fn ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ f =

∑∞
n=1 fn. ÌÀÛÉÍ

Vf ([a, b]) ≤
∞∑
n=1

Vfn([a, b]).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ P = (x0, . . . , xm)

ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ N -ÓÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

Vf (P ) =

m∑
k=1

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

fn(xk)−
∞∑
n=1

fn(xk−1)

∣∣∣∣ ≤
≤

m∑
k=1

∣∣∣∣ N∑
n=1

fn(xk)−
N∑
n=1

fn(xk−1)

∣∣∣∣+ m∑
k=1

∣∣∣∣ ∞∑
n=N+1

fn(xk)−
∞∑

n=N+1

fn(xk−1)

∣∣∣∣ ≤
≤

m∑
k=1

N∑
n=1

|fn(xk)− fn(xk−1)|+ 2

m∑
k=0

∣∣∣∣ ∞∑
n=N+1

fn(xk)

∣∣∣∣ =
=

N∑
n=1

m∑
k=1

|fn(xk)− fn(xk−1)|+ 2

m∑
k=0

∣∣∣∣ ∞∑
n=N+1

fn(xk)

∣∣∣∣ =
=

N∑
n=1

Vfn(P ) + 2

m∑
k=0

∣∣∣∣ ∞∑
n=N+1

fn(xk)

∣∣∣∣ ≤
≤

N∑
n=1

Vfn([a, b]) + 2

m∑
k=0

∣∣∣∣ ∞∑
n=N+1

fn(xk)

∣∣∣∣.
ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ

∑
n fn(x) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÚÏÅÄË x ∈ [a, b]

ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ ÌÉÙÄÁÖË ÛÄ×ÀÓÄÁÀÛÉ ÂÀÃÀÅÀËÈ ÆÙÅÀÒÆÄ, ÒÏÝÀ N → ∞,
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

Vf (P ) ≤
∞∑
n=1

Vfn([a, b]).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÓÀàÉÒÏ
ÖÔÏËÏÁÀÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.5.2. ËÄÌÀ 13.5.1-ÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÖÔÏËÏÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ãÀÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ. ÀÌ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÊÉÃÄÅ
Ö×ÒÏ ÌÀÒÔÉÅÃÄÁÀ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÛÉ ÀÙÀÒ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÍÀÛÈÉÈÉ
ßÄÅÒÉ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.5.3. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏ-
ËÏÁÀ: Vf±g[a, b] ≥ |Vf ([a, b]) − Vg([a, b])|. ÌÀÒÈËÀÝ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, |x± y| ≥ |(|x| − |y|)| ÒÉÝáÅÉÈÉ ÖÔÏËÏÁÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ Vf±g(P ) ≥ |Vf (P )−Vg(P )|, ÓÀÉÃÀÍÀÝ
ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄË ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ.

ËÄÌÀ 13.5.2. ÅÈØÅÀÈ, f1, . . . , fN ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ (a1, b1), . . . , (aN , bN ) ⊂ [a, b] ÉÍÔÄÒÅÀ-
ËÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ fn ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ [a, b] \ (an, bn)

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄË ÏÒÉÅÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÌÀÛÉÍ f =
N∑
n=1

fn ãÀÌÉÓÀÈ-

ÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

Vf ([a, b]) =

N∑
n=1

Vfn([a, b]).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ N ≥ 2 ÃÀ
Vfn([a, b]) > 0 ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ (Ä.É. ÀÒÝÄÒÈÉ fn ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÀ ÌÖÃÌÉÅÉ).

ËÄÌÀ 13.5.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

Vf ([a, b]) ≤
N∑
n=1

Vfn([a, b]).

ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÃÀÃÄÁÉÈÉ α1, . . . , αN ÒÉÝáÅÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ

α1 < Vf1([a, b]), . . . , αN < VfN ([a, b]).

ËÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ n ∈ 1, N -ÓÈÅÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ [an, bn]

ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ Pn ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ VPn(fn) > αn. P ÉÚÏÓ [a, b]

ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÂÅÀÞËÄÅÄÍ ÄÒÈÏÁËÉÏÁÀÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ
P1, . . . , PN ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ßÄÒÔÉËÄÁÉ a ÃÀ b ÁÏËÏÄÁÈÀÍ
ÄÒÈÀÃ. ÊÅËÀÅ ËÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ

Vf (P ) =

N∑
n=1

Vfn(Pn).

ÛÄÃÄÂÀÃ,

Vf (P ) >

N∑
n=1

αn.

αn ÒÉÝáÅÄÁÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÅÉÙÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÀáËÏÓ Vfn([a, b]) ÅÀÒÉÀÝÉÄÁ-
ÈÀÍ. ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ
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Vf ([a, b]) ≥
N∑
n=1

Vfn([a, b]) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÒÉÈÀÝ ËÄÌÀ ÃÀÌ-

ÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Jn=Jtn,ln,rn ÃÀ J=J(t,l,r).
ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ

VJn([a, b]) = |ln|+ |rn|. (5)

ÅÈØÅÀÈ, (tn) ÓÀÓÒÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
Jn ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÃÀÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ËÄÌÀ 13.5.2-ÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÌÀ
13.5.2-ÉÓ ÃÀ (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ,

VJ([a, b]) =
∑
n

VJn([a, b]) =
∑
n

|ln|+
∑
n

|rn|.

ÀáËÀ ÃÀÅÖÛÅÀÈ, (tn) ÀÒÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ. ËÄÌÀ 13.5.1-ÉÓ ÃÀ
(5)-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

VJ([a, b]) ≤
∞∑
n=1

VJn([a, b]) =

∞∑
n=1

|ln|+
∞∑
n=1

|rn|. (6)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ N ∈ N ÃÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ SN =
∑N
n=1 Jn, QN =∑∞

n=N+1 Jn. ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.5.2-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

VJ([a, b]) = VSN+QN
([a, b]) ≥ VSN

([a, b])− VQN
([a, b]). (7)

ËÄÌÀ 13.5.2-ÉÓ ÃÀ (5)-ÉÓ ÞÀËÉÈ,

VSN
([a, b]) =

N∑
n=1

|ln|+
N∑
n=1

|rn|; (8)

áÏËÏ ËÄÌÀ 13.5.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ,

VQN
([a, b]) ≤

∞∑
n=N+1

|ln|+
∞∑

n=N+1

|rn|. (9)

ÈÖ (8) ÃÀ (9) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (7)-ÛÉ ÃÀ ÂÀÃÀÅÀËÈ ÆÙÅÀÒÆÄ,
ÒÏÝÀ N → ∞, ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

VJ([a, b]) ≥
∞∑
n=1

|ln|+
∞∑
n=1

|rn|. (10)

(6)-ÉÓ ÃÀ (10)-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5.2. J(t,l,r) ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÉÍÔÄÒÄ-
ÓÏ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÆÒÃÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÄÊÖÈÅÍÉÓ Â. ×ÖÁÉÍÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5.3. ÅÈØÅÀÈ, (fn) ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ,∑∞
n=1 fn ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÏÅÄË x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ f =∑∞
n=1 fn. ÌÀÛÉÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ

ÈÉÈÏÄÖËÉ f, f1, f2, . . . ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

f ′(x) =

∞∑
n=1

f ′n(x).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ fn ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ (ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÃÉÈ fn − fn(a)

×ÖÍØÝÉÄÁÓ). ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ f, f1, f2, . . . ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄË-
ÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ÀÒÉÀÍ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ E ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄ, ÒÏÌËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÚÏÅÄËÉ f, f1, f2, . . . ×ÖÍØÝÉÀ.
ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÓ ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ, ÒÏÌ E = [a, b].

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ
hn = f − (f1 + · · ·+ fn) (n ∈ N).

ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ, ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ

lim
n→∞

h′n(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ. (11)

hn =
∑∞
k=N+1 fk ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ hn (n ∈ N) ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.

ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 12.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÃÀÅßÄÒÈ,∫
[a,b]

h′n ≤ hn(b)− hn(a).

(hn(x)) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÚÏÅÄË x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ∫

[a,b]

h′n → 0 (n→ ∞). (12)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (h′n) ÀÒÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÄÁÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ.
ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ (11) ÐÉÒÏÁÉÓ ÛÄÖÓÒÖËÄÁËÏÁÀ ÌÏÂÅÝÄÌÓ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÀÓ (12)

ÐÉÒÏÁÀÓÈÀÍ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÃÀÅÖÛÅÀÈ, {limn→∞ h′n > 0} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ
ÆÏÌÉÓÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÅÉÐÏÅÉÈ ε > 0 ÒÉÝáÅÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÃÀÃÄÁÉÈÉ
ÆÏÌÉÓ ÉØÍÄÁÀ S = {limn→∞ h′n > ε} ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÛÄÃÄÂÀÃ, (h′n) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
ÊËÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ,∫

[a,b]

h′n ≥
∫
S

h′n ≥ ε|S|.

ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ (12) ÐÉÒÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÏÒÉ ÒÀÌ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ:

• J(t,l,r) ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÆÒÃÀÃÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏ-
ÝÀ ÚÏÅÄËÉ ln ÃÀ rn ÒÉÝáÅÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ. ÀÌÀÛÉ ÃÀÒßÌÖÍÄ-
ÁÉÓÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÄÒÈÉ ÌáÒÉÅ, ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ
(2) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÝÀËÌáÒÉÅÉ
ÆÙÅÒÄÁÉÓ ÓÀáÄ.

• J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÏÒÉ ÆÒÃÀÃÉ ÍÀáÔÏÌÈÀ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ: J(t,l,r) = f − g, ÓÀÃÀÝ

f(x) =
∑
tn≤x

|ln|+
∑
tn<x

|rn|,

g(x) =
∑
tn≤x

(|ln| − ln) +
∑
tn<x

(|rn| − rn).

ÀÌ ÛÄÍÉÛÅÍÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÉÌ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÀ ÆÒÃÀÃÉÀ (Ä.É. ÒÏÝÀ ÚÏÅÄËÉ ln ÃÀ rn
ÒÉÝáÅÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ).

J(t,l,r) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, J(t,l,r) =
∑
n
Jtn,ln,rn . ÀÌÀÓ-

ÈÀÍ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ Jtn,ln,rn ×ÖÍØÝÉÀ ÆÒÃÀÃÉÀ ÃÀ J ′
tn,ln,rn

(x) = 0

ÚÏÅÄËÉ x ̸= tn ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ. ÀÌ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄË
ÃÀÓÊÅÍÀÓ ÖÛÖÀËÏÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÝÀ ÂÅÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ãÀÌÉ (Ä.É. ÒÏÝÀ (tn)

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ), áÏËÏ ÖÓÀÓÒÖËÏ ãÀÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ
ÓÀàÉÒÏÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5.3-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÍÖËÈÀÍ ÔÏËÏÁÀ
ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ. ÌÉÈÉÈÄÁÀ: ÃÀÖÛÅÉÈ ÓÀßÉÍÀ-
ÀÙÌÃÄÂÏ ÃÀ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÈ, ÒÏÌ J(t,l,r)-ÉÓ ÂÀÍÌÓÀÆÙÅÒÄËÉ ãÀÌÉÃÀÍ ÓÀÓÒÖËÉ
ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ßÄÅÒÈÀ ÜÀÌÏÝÉËÄÁÉÈ, [a, b]\{x1, x2, . . . } ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉ-
ËÄÁÛÉ J(t,l,r)-ÉÓ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ÀÒ ÉÝÅËÄÁÀ.

§ 6. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀÛËÀ

ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÀØÅÓ ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÆÙÅÒÄÁÉ, ÌÀÛÉÍ ÛÄ-
ÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

lf (t) = f(t)− f(t− 0) (t ∈ (a, b]);

rf (t) = f(t+ 0)− f(t) (t ∈ [a, b)).

lf (a) ÃÀ rf (b) ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÍÖËÉÓ ÔÏËÀÃ.
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ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ 12.6.1 ÃÀ 12.7.4 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃÉÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ, f -Ó ÚÏÅÄË ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÛÉ ÀØÅÓ ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÆÙÅÒÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.1. ÅÈØÅÀÈ, f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ
tn ßÄÒÔÉËÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ ÌÉÓÉ ÚÅÄËÀ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÌÀÛÉÍ∑

n

|lf (tn)|+
∑
n

|rf (tn)| ≤ Vf ([a, b]).

Ä.É. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÝÀËÌáÒÉÅ ÍÀáÔÏÌÈÀ ÌÏÃÖ-
ËÄÁÉÓ ãÀÌÉ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÒÖË ÅÀÒÉÀÝÉÀÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (tn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀßÚÉÓÉ ÍÀ-
ßÉËÉ: t1, . . . , tN , ÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

N∑
n=1

|lf (tn)|+
N∑
n=1

|rf (tn)| ≤ Vf ([a, b]).

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ
ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ a = t1 < · · · < tN = b. ÚÏÅÄËÉ n ∈ {1, . . . , N − 1}
ÉÍÃÄØÓÉÓÀÈÅÉÓ τn ÉÚÏÓ [tn, tn+1] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÛÖÀßÄÒÔÉËÉ. ÌÀÛÉÍ ÌÀÒÔÉÅÉ
ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

|rf (t1)| ≤ ωf ([t1, τ1]), . . . , |rf (tN−1)| ≤ ωf ([tN−1, τN−1]);

|lf (t2)| ≤ ωf ([τ1, t2]), . . . , |lf (tN )| ≤ ωf ([τN−1, tN ]).

P ÉÚÏÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÉÉÙÄÁÀ t1, . . . , tN ÃÀ
τ1, . . . , τN−1 ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÂÀÍ. ÌÀÛÉÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1.7-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,
ÃÀÅßÄÒÈ,

N∑
n=1

|rf (tn)|+
N∑
n=1

|lf (tn)| =
N−1∑
n=1

|rf (tn)|+
N∑
n=2

|lf (tn)| ≤

≤ ωf ([t1, τ1]) + ωf ([τ1, t2]) + . . . + ωf ([tN−1, τN−1]) + ωf ([τN−1, tN ]) =

= Ωf (P ) ≤ Vf ([a, b]).

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ tn ßÄÒÔÉËÄÁÉ
ØÌÍÉÀÍ ÌÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. ÌÀÛÉÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.1-ÉÓ ÓÀ-
×ÖÞÅÄËÆÄ, ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ:

Jf =
∑
n

Jtn,lf (tn),rf (tn).

ÖßÚÅÄÔÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ
ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÀÃ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.6.1. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ
ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ [c, d] ⊂ [a, b] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ ∑

tn∈(c,d]

|lf (tn)|+
∑

tn∈[c,d)

|rf (tn)| ≤ Vf ([c, d])

(Ä.É. ÝÀËÌáÒÉÅ ÍÀáÔÏÌÈÀ ÌÏÃÖËÄÁÉÓ ãÀÌÉ, ÀÙÄÁÖËÉ ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÛÉ ÌÏ-
ÈÀÅÓÄÁÖËÉ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ ÀÌ ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÀÓ). ÄÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÌÉÉÙÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.1-ÃÀÍ, ÈÖ ÌÀÓ
ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÉÓÀÈÅÉÓ [c, d] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.6.2. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ
13.5.1 ÃÀ 13.6.1 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ:

VJf ([a, b]) =
∑
n

|lf (tn)|+
∑
n

|rf (tn)| ≤ Vf ([a, b]).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.6.3. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÌÉÓÉ ÍÀáÔÏÌÈÀ Jf ×ÖÍØÝÉÀÝ
ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.2. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÈÅÉÓ f − Jf ÓáÅÀÏÁÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÃÀ f = (f − Jf ) + Jf ÀÒÉÓ f -
ÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÛÄÓÀÞËÏ ÃÀÛËÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ
×ÖÍØÝÉÉÓÀ ÃÀ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ.

ËÄÌÀ 13.6.1. ÈÖ f ÃÀ g ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÀ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ f = g.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ f − g ÓáÅÀÏÁÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ
ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ f -Ó ÃÀ g-Ó ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉ-
ËÄÁÉ ÀØÅÈ ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ, ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ
ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÍÀáÔÏÌÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ. ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÝÀËÓÀáÀÃ
ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÌÉÓÉ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÈÀ ÃÀ ÀÌ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÀÒÓÄÁÖËÉ
ÌÀÒÝáÄÍÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÍÀáÔÏÌÄÁÉÈ, ÀÌÉÔÏÌ, ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÞÀËÉÈ, ÅÀÓ-
ÊÅÍÉÈ f = g ÔÏËÏÁÀÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀ-
ÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ Jf ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÀØÅÈ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ
ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ, ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ Jf ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ
ÍÀáÔÏÌÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ. ÛÄÃÄÂÀÃ, f−Jf ÉØÍÄÁÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ.
ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, Jf ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ, ÀÌÉÔÏÌ
f − Jf ×ÖÍØÝÉÀÝ ÉØÍÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, f − Jf ÃÀ
Jf ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÅÀÞËÄÅÄÍ f -ÉÓ ÃÀÛËÀÓ, ÖßÚÅÄÔÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ
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×ÖÍØÝÉÉÓÀ ÃÀ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ. ÃÀÛËÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ ÊÉ
ÀÒÉÓ ËÄÌÀ 13.6.1-ÉÓ ÛÄÃÄÂÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, f

ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ ÃÀ f ′ ∈ L([a, b]). f ′-ÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Af -ÉÈ, Ä.É.

Af (x) = f(a) +

∫
[a,x]

f ′ (x ∈ [a, b]).

Af ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ.
f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ, ÈÖ: 1) f ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ; 2) f(a) = 0 ÃÀ 3) f -ÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÛÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ
ÌáÏËÏÃ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ ÉÓ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ,
ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ, ÀÒÉÓ ÌÖÃÌÉÅÉ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 12.8.4), áÏËÏ ÌÖÃÌÉÅ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ
ÛÏÒÉÓ ÌáÏËÏÃ ÍÖËÏÅÀÍÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ.

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÓ
ÂÅÀÞËÄÅÓ ÊÀÍÔÏÒÉÓ θ ×ÖÍØÝÉÀ.

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Sf = f − Jf −Af .

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, Jf -ÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÍÖËÉÓ
ÔÏËÉÀ, áÏËÏ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, Af -ÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ f ′(x)-Ó ÖÃÒÉÓ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ f −Jf
×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ, ÃÀÅÀÓÊÍÉÈ, ÒÏÌ Sf ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉÀ. Sf ×ÖÍØÝÉÀÓ f -ÉÓ
ÓÉÍÂÖËÀÒÖË ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.3. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÈÅÉÓ,

f = Af + Jf + Sf

ÔÏËÏÁÀ ÉÞËÄÅÀ f -ÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈ ÛÄÓÀÞËÏ ÃÀÛËÀÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉ, ÍÀáÔÏÌÈÀ ÃÀ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ ÃÀ

f = A+ J + S,

ÓÀÃÀÝ A ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ, J ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀÀ, áÏËÏ S ÀÒÉÓ
ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ. ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ A = Af , J = Jf ÃÀ S = Sf .
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ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

J = Jf ÃÀ A+ S = Af + Sf .

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, S − Sf = Af − A. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ
S − Sf ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ Af − A ×ÖÍØÝÉÉÓ ÔÏËÉ. ÄÓ
ÊÉ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ S − Sf ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.
ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ S = Sf ÃÀ A = Af . ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ Af , Jf ÃÀ Sf
ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ, ÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀÛËÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

§ 7. ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀÛËÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.7.1. ÈÖ f ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ f -ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÃÀÛËÉÓ ÓÀÌÉÅÄ Af , Jf ÃÀ Sf ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ ÀÂÒÄÈÅÄ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.

ËÄÌÀ 13.7.1. ÈÖ f ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ Jf ÃÀ f − Jf
×ÖÍØÝÉÄÁÉÝ ÆÒÃÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. f -ÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÛÉ
ÌÀÒãÅÄÍÀ ÃÀ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÍÀáÔÏÌÄÁÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ-
ÏÁÓ Jf ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀ.

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ f − Jf ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀ. f -ÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x ∈ [a, b]-ÓÈÅÉÓ,

Jf (x) = [f(a+0)− f(a)]+
∑

a<tn<x

[f(tn+0)− f(tn− 0)]+ [f(x)− f(x− 0)],

ÓÀÃÀÝ tn ßÄÒÔÉËÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ f -ÉÓ ÚÅÄËÀ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.
ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x, y ∈ [a, b], x < y,
ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

Jf (y)−Jf (x)=[f(x+0)−f(x)]+
∑

x<tn<y

[f(tn+0)−f(tn−0)]+[f(y)−f(y−0)].

ÀÌÒÉÂÀÃ, Jf (y) − Jf (x) ÓáÅÀÏÁÀ ÔÏËÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÌ ÍÀáÔÏÌÈÀ ãÀÌÉÓ,
ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ [c, d] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÛÉ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖË ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÓ.
ÀÓÄÈÉ ãÀÌÉ ÊÉ, ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.6.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ Vf ([x, y]) ÅÀÒÉÀÝÉ-
ÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ f -ÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ f(y) − f(x) ÓáÅÀÏÁÉÓ ÔÏËÉÀ. ÛÄÃÄ-
ÂÀÃ, ÌÉÅÉÙÄÈ, ÒÏÌ Jf (y) − Jf (x) ≤ f(y) − f(x). ÓÀÉÃÀÍÀÝ, f(x) − Jf (x)

≤ f(y)− Jf (y). ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÌÀ 13.7.2. ÈÖ f ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ Sf
×ÖÍØÝÉÀ ÆÒÃÀÃÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÖßÚÅÄÔ ÆÒÃÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÍÖËÏÅÀÍÉ
ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ. ÀÌÉÔÏÌ ÂÅÀØÅÓ f = Af + Sf ÔÏËÏÁÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, Sf -ÉÓ
ÆÒÃÀÃÏÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ f − Af ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ x, y ∈ [a, b], x < y, ßÄÒÔÉËÄÁÉ. ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ f(x) − Af (x) ≤
f(y)−Af (y) ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓÀ: Af (y)−Af (x) ≤ f(y)−f(x),
ÒÏÌÄËÉÝ, Af ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ ÛÄÌ-
ÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ∫

[x,y]

f ′ ≤ f(y)− f(x).

ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÊÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ 12.6.2 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ. ÀÌÉÈ
f −Af ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀ ÃÀ, ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ËÄÌÀ, ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.7.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. Af ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉ-
ÍÀÒÄÏÁÓ f ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÏÁÉÃÀÍ, áÏËÏ Jf ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀ
ÊÉ ÀÒÉÓ ËÄÌÀ 13.7.1-ÉÓ ÛÄÃÄÂÉ.

ÀáËÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ Sf ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀ. ÛÄÅÍÉÛ-
ÍÏÈ, ÒÏÌ

Af = Af−Jf ÃÀ Sf = Sf−Jf .

ÌÀÒÈËÀÝ, Jf -ÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÍÖËÈÀÍ ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ
(Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5.2), f ÃÀ f − Jf ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ
ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ, Ä.É. Af = Af−Jf . ÛÄÃÄÂÀÃ, Sf−Jf =

(f − Jf )−Af−Jf = (f − Jf )−Af = Sf .

ËÄÌÀ 13.7.1-ÉÓÀ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, f − Jf ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ
ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, Sf = Sf−Jf ÔÏËÏÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÌÀ 13.7.2-ÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ Sf ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖ-
ËÉÀ. �

§ 8. ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ
ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, φ ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ. φ̄ ÉÚÏÓ φ-Ó ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÒÉÝáÅÉÈ ÙÄÒÞÆÄ:

φ̄(x) =


φ(a), ÈÖ −∞ < x < a,

φ(x), ÈÖ a ≤ x ≤ b,

φ(b), ÈÖ b < x <∞.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ̄ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ Lφ̄ ∩ [a, b] ÊËÀÓÆÄ ÃÀ
ÌÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ φ ×ÖÍØÝÉÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀ [a, b]
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. Lφ̄ ∩ [a, b] ÊËÀÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Lφ ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.
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ÀÌ ÃÀ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÓÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ
ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
ÆÏÌÄÁÉÓ ÛÄÓÀÓßÀÅËÀÃ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÈ ßÀÒ-
ÌÏØÌÍÉËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.8.1. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ mφ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÌÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÄÊÅÉÅÀ-
ËÄÍÔÖÒÉÀ:

• φ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ;
• L ∩ [a, b] ⊂ Lφ ÃÀ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ∈ L([a, b])
×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ∈ L∩[a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

mφ(A) =

∫
A
f ;

• ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ:

(A ∈ L ∩ [a, b], |A| = 0) ⇒ (A ∈ Lφ, mφ(A) = 0).

ËÄÌÀ 13.8.1. ÅÈØÅÀÈ, φ : R → R ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ R ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ v∗φ(A) = |φ(A)|∗
ÔÏËÏÁÀ (Ä.É. A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ „φ-ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ“ ÔÏËÉÀ φ(A) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. ÅÉÐÏÅÏÈ (an, bn]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∑
n

(φ(bn)− φ(an)) < v∗φ(A) + ε.

φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓÀ ÃÀ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ (an, bn]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ φ((an, bn]) = Jn ÀÍÀÓÀáÉ ÉØÍÄÁÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, ÒÏÌËÉÓ ÁÏËÏÄÁÓÀÝ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ φ(an) ÃÀ φ(bn) ÒÉÝáÅÄÁÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, φ(A) ⊂

∪
n φ((an, bn])

ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

|φ(A)|∗ ≤
∣∣∣∣∪
n

Jn

∣∣∣∣ ≤∑
n

|Jn| =
∑
n

(φ(bn)− φ(an)) < v∗φ(A) + ε. (1)

ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ v∗φ(A) < |φ(A)|∗ + ε ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÀÌÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍ-
ÅÉáÉËÏÈ φ(A) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀ×ÀÒÅÀ (cn, dn] ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ
ÖÓÀÓÒÖËÏ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ∑

n

(dn − cn) < |φ(A)|∗ + ε.
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φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ (cn, dn]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ φ−1((cn, dn]) ßÉÍÀÓÀáÄ ÉØÍÄÁÀ (an, bn] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ
φ(an) = cn ÃÀ φ(bn) = dn. ÛÄÃÄÂÀÃ, A ⊂

∪
n(an, bn] ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓ-

ßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

v∗φ(A) ≤ v∗φ

(∪
n

(an, bn]

)
≤
∑
n

vφ((an, bn]) =

=
∑
n

(φ(bn)− φ(an)) =
∑
n

(dn − cn) < |φ(A)|∗ + ε. (2)

(1) ÃÀ (2) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÃÀÍ, ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÅÀÓ-
ÊÅÍÉÈ v∗φ(A) = |φ(A)|∗ ÔÏËÏÁÀÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.8.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ φ-Ó ÆÒÃÀÃÏÁÉÓÀ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ,
φ′ ≥ 0 ÃÀ φ′ ∈ L([a, b]).

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ B(R) ∩ [a, b] ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ν ×ÖÍ-
ØÝÉÀ:

ν(A) =

∫
A

φ′ (A ∈ B(R) ∩ [a, b]).

ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÏÌÀÓ
B(R) ∩ [a, b] ÊËÀÓÆÄ.

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ c, d ∈ [a, b], c < d, ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖ-
ÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

mφ([c, d]) = mφ((c, d]) = φ(d)− φ(c) =

∫
[c,d]

φ′ =

∫
(c,d]

φ′. (4)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ I∩[a, b] ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ ÛÄÃÂÄÁÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ ÌÏÈÀÅ-
ÓÄÁÖËÉ [a, d] ÃÀ (c, d] ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓÀÂÀÍ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 3.3.3-ÉÓ
ÈÀÍÀáÌÀÃ, I ∩ [a, b] ÊËÀÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ σ-ÀËÂÄÁÒÀ ÀÒÉÓ B(R) ∩ [a, b]

ÊËÀÓÉÓ ÔÏËÉ, Ä.É.

σa(I ∩ [a, b]) = B(R) ∩ [a, b].

ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, (4) ÔÏËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÄÒ-
ÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ 5.5.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ mφ(A) =
ν(A) =

∫
A
φ′ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ∈ B(R) ∩ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ. ÀØÄÃÀÍ, 6.5.3

ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÀÃ ÌÉÉÙÄÁÀ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒ-
ÈËÉÀÍÏÁÀ.
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2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L([a, b]) ÀÒÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÀ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÃÀÍ. ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØ-
ÍÄÁÀ, ÒÏÌ

φ(x)− φ(a) = mφ((a, x]) =

∫
(a,x]

f =

∫
[a,x]

f.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ (ÒÏÂÏÒÝ ßÄÒÔÉ-
ËÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ) ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ φ-Ó
ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ.

1) ⇔ 3) ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀ: ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÛÄÓ-
ÒÖËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ φ ÉØÍÄÁÀ ÖßÚÅÄÔÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ [a, b]

ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÀ: mφ({x}) = 0, ÒÀÝ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ,
ÒÏÌ ÂÀÌÏÉßÅÄÅÓ φ-Ó ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ x ßÄÒÔÉËÛÉ. ÀÌ ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ,
ÛÄÂÅÉÞËÉÀ φ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÃ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ φ-Ó ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ
ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ φ-Ó äØÏÍÃÄÓ (N) ÈÅÉÓÄÁÀ. ÄÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÊÉ, ËÄÌÀ 13.8.1-ÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÔÏË×ÀÓÉÀ ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.8.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.8.1 ÂÀÌÏÊÅÄÈÓ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓÀÈÅÉÓ ÄÒÈ
ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓ ÆÏÂÀÃ ÐÒÉÍÝÉÐÓ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄ-
ÁÀ ÂÅÄÖÁÍÄÁÀ, ÒÏÌ mφ ÀÒÉÓ ÒÀÙÀÝ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉ (Ä.É. mφ ÆÏÌÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÄÔÀËÏÍÖÒÀÃ ÌÉÜÍÄÖË ËÄÁÄÂÉÓ m
ÆÏÌÀÆÄ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ). ÌÄÓÀÌÄ ÐÉÒÏÁÀ ÊÉ ÂÀÌÏáÀÔÀÅÓ mφ
ÆÏÌÉÓ ÀÒÀÊÏÍÔÒÀÓÔÖËÏÁÀÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀÓÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ, ÉÌ ÈÅÀËÓÀÆ-
ÒÉÓÉÈ, ÒÏÌ mφ ÀÒ ÀáÃÄÍÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÀÓÉÓ ÈÀÅÌÏÚÒÀÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÍÖËÆÏÌÉÀÍ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÏÒÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀ ÓÒÖË-
ÃÄÁÀ ÆÏÂÀÃ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉÝ, ÒÏÝÀ σ-ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÌÏÝÄÌÖË ÄÔÀËÏÍÀÃ ÌÉÜÍÄÖË
µ ÆÏÌÀÓÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ ÛÄÉÓßÀÅËÄÁÀ ÉÂÉÅÄ σ-ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÒÀÉÌÄ ν ÆÏÌÀ. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÓÀáÄËßÏÃÄÁÉÈ ÃÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÌÄ-15 ÈÀÅÛÉ.

ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÏÝÄÌÖË ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ ÆÏÌÀÓ ÅÖ-
ßÏÃÏÈ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, ÈÖ ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏÌØÌÍÄËÉ φ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ
ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.8.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.8.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ mφ
ÆÏÌÉÓÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ L ∩ [a, b] ⊂ Lφ ÜÀÒÈÅÀ. ÄÓ ÜÀÒÈÅÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÊÀÝÒÉ
ÉÚÏÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ φ ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÒÀÉÌÄ [c, d] ⊂ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ,
ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ⊂ [c, d] ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ ÉØÍÄ-
ÁÀ mφ-ÆÏÌÀÃÉ, ÒÀÝ, ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ A ⊂ [c, d] ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÉßÅÄÅÓ L ∩ [a, b] ⊂ Lφ ÌÊÀÝÒ ÜÀÒÈÅÀÓ.
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§ 9. ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ
ÆÏÌÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, φ ÀÒÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÚÅÄÔÉËÉÀ
tn ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÃÀ tn-ÛÉ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÍÀáÔÏÌÄÁÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ln
ÃÀ rn ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÔÏËÉÀ. ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,
φ ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ
ÚÏÅÄËÉ rn ÒÉÝáÅÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ ln ÒÉÝáÅÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ,
ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ÍÀáÔÏÌÈÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ:

φ(x) =
∑
tn≤x

ln (x ∈ [a, b]). (1)

ÓÀÃÀÝ ln > 0 ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ.
ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ. ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ µ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ

A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÈÖ (ÍÀá. 13.4)

(E ⊂ X \A E ∈ S) ⇒ µ(E) = 0.

ÍÀá. 13.4.

µ ÆÏÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ, ÈÖ ÉÓ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.9.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÆÏÌÀÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ
A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÈÖ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÓ ÂÀÃÀÅÍÏÌÒÀÅÈ: A = {tn : n ∈
N ⊂ N} ÃÀ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ ln = µ({tn}), ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ

µ(E) =
∑

tn∈E∩A
ln (E ∈ S).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.9.2. ÈÖ mφ ÀÒÉÓ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉË-
ÔÉÄÓÉÓ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÆÏÌÀ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÌÉÄÒÉ E ⊂ [a, b] ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ ÉØÍÄÁÀ
mφ-ÆÏÌÀÃÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ A ⊂ [a, b] ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄ, ÒÏÌÄËÆÄÝ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ mφ ÆÏÌÀ. ÌÀÛÉÍ [a, b]\A ∈ B(R)∩ [a, b] ⊂ Lφ
ÃÀ mφ([a, b] \ A) = 0. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, mφ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,
ÌÉÅÉÙÄÁÈ Lφ = 2[a,b] ÔÏËÏÁÀÓ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 13.9.1. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ mφ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• φ ÀÒÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ;
• mφ ÀÒÉÓ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÆÏÌÀ.

ÍÀá. 13.5-ÆÄ ÂÀÌÏÓÀáÖËÉÀ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÆÏÌÉÓ ßÀÒÌÏÌØÌÍÄËÉ ÍÀáÔÏÌÈÀ
φ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ.

ÍÀá. 13.5.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓ-
áÌÏÈ, ÒÏÌ φ ÀÒÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÀ tn
ßÄÒÔÉËÄÁÉ, áÏËÏ ÌÀÈÛÉ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÍÀáÔÏÌÄÁÉ ÀÒÉÀÍ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ln > 0

ÒÉÝáÅÄÁÉ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ φ̄ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÒÉÝáÅÉÈ ÙÄÒÞÆÄ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×-

ÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ ßÄÓÉÈ. (1)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ φ̄-ÓÀÈÅÉÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ:

φ̄(x) =
∑
tn≤x

ln (x ∈ R). (2)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ B(R) ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ν ×ÖÍØÝÉÀ:

ν(E) =
∑
tn∈E

ln (E ∈ B(R)).

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÏÌÀÓ B(R)
ÊËÀÓÆÄ.

(2)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÚÏÅÄËÉ (c, d] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

mφ̄((c, d]) = φ̄(d)− φ̄(c) =
∑

tn∈(c,d]

ln = ν((c, d]).
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ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ 5.5.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀ-
ËÉÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ mφ̄(E) = ν(E) ÔÏËÏÁÀÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ B(R) ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÌÉÉÙÄÁÀ, ÒÏÌ mφ̄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ tn ßÄÒÔÉ-
ËÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÈÀÅÌÏÚÒÉË ÃÉÓÊÒÄÔÖË ÆÏÌÀÓ. ÝáÀÃÉÀ,
ÀÓÄÈÉÅÄ ÉØÍÄÁÀ mφ ÆÏÌÀÝ. ÀÌÉÈ 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ mφ

ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÆÏÌÀÀ. ÅÈØÅÀÈ, mφ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃ A = {tn : n ∈ N ⊂ N} ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ
ÀÓÄÈÉÅÄ ÉØÍÄÁÀ mφ̄ ÆÏÌÀÝ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ln = mφ({tn}). ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ E ⊂ R
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ,

mφ̄(E) =
∑
tn∈E

ln.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ φ̄(d) − φ̄(c) = mφ̄((c, d]) ÔÏËÏÁÀÓ, ÚÏÅÄËÉ
x ∈ (a, b] ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÅßÄÒÈ,

φ(x)− φ(a) = φ̄(x)− φ̄(a) =
∑

tn∈(a,x]

ln =
∑
tn≤x

ln.

ÄÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÊÉ ÉßÅÄÅÓ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ φ − φ(a) ÀÒÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ.
ÀÌÉÈ 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

§ 10. ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ
ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÉ

ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ ÆÏÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ, ÈÖ ÉÓ ÈÀÅÌÏÚ-
ÒÉËÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÍÖËÆÏÌÉÀÍ ÒÀÉÌÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.10.1. ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÉ ÚÏÅÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÀÅÉÓ
ÌáÒÉÅ ÜÀÒÈÖËÉÀ ÀÓÄÈÉÅÄ ÔÉÐÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ (Éá. ËÄÌÀ 5.4.2).
ÀÌÉÔÏÌ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ×ÏÒÌÀÓ ÌÉÉÙÄÁÓ,
ÈÖ ÌÀÓÛÉ ÍÖËÆÏÌÉÀÍ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÌÏÅÈáÏÅÈ ÁÏÒÄËÉÓ ÊËÀÓÉÓÀÃÌÉ
ÌÉÊÖÈÅÍÄÁÀÓ.

ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ ÆÏÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÖßÚÅÄÔÉ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ x ∈ [a, b]

ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ mφ({x}) = 0 (Ä.É. ÚÏÅÄËÉ ÄÒÈßÄÒÔÉËÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
mφ-ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.10.2. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ
ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ ÆÏÌÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÉÓ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.10.3. ÚÏÅÄËÉ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ ÆÏÌÀ ÓÉÍ-
ÂÖËÀÒÖËÉÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ÈÖ mφ ÀÒÀÀ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ, ÌÀÛÉÍ mφ ÀÒÀÀ
ÖßÚÅÄÔÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.10.1. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ mφ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• φ ÀÒÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ;
• mφ ÀÒÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÆÏÌÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: E ⊂ [a, b] ÉÚÏÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ
ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ËÄÌÀ 13.3.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, φ(E) ÀÍÀÓÀáÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ
ÔÏËÉÀ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ËÄÌÀ 13.8.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ mφ(E) = 0 ÔÏËÏ-
ÁÀÓ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ mφ ÆÏÌÀ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÍÖËÆÏÌÉÀÍ [a, b] \E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÀÌÉÈ 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.10.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ E ∈ B(R) ∩ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ mφ(E) = 0.
ËÄÌÀ 13.8.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ |φ(E)| = 0. A ÉÚÏÓ E-Ó ÚÅÄËÀ ÉÌ
ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ φ ÀÒÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ. ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, φ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ (ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ) ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, |A| =
b−a. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Aε = {x ∈ A : φ′(x) > ε}.
ËÄÌÀ 12.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

0 = |φ(E)| ≥ |φ(A)|∗ ≥ ε|Aε|∗.

ÀÌÒÉÂÀÃ, |Aε| = 0. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, A ∩ {φ′ > 0} =
∪∞
n=1A1/n ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀ-

ËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ: |A ∩ {φ′ > 0}| = 0. ÛÄÃÄÂÀÃ, φ′(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÏÅÄË x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ, ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.10.2-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, φ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ
φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÏÁÀÓ ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ. ÀÌÉÈ 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ
ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.10.4. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÊÀÍÔÏÒÉÓ θ ×ÖÍØÝÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.10.1-ÉÓ
ÞÀËÉÈ, mθ ÀÒÉÓ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÆÏÌÀ. ÚÖÒÀÃÙÄ-
ÁÀ ÛÄÅÀÜÄÒÏÈ mθ-ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ Lθ ÊËÀÓÆÄ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÅÀÜÅÄÍÏÈ,
ÒÏÌ L ∩ [0, 1] ⊂ Lθ ÃÀ Lθ ⊂ L ∩ [0, 1] ÜÀÒÈÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÀÒÝÄÒÈÉ ÀÒÀÀ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ.

mθ([0, 1] \ D) = 0 ÔÏËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.5.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ, [0, 1]-
ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄÈ ÌÃÄ-
ÁÀÒÄÏÁÓ, ÉØÍÄÁÀ mθ-ÆÏÌÀÃÉ (ÊÄÒÞÏÃ, ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ mθ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ). ÛÄ-
ÃÄÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÀÒÀÆÏÌÀÃÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ
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ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ Lθ ⊂ L∩ [0, 1] ÜÀÒÈÅÀ ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.5.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÒÓÄÁÏÁÓ A ⊂ [0, 1] ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ
mθ-ÆÏÌÀÃÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ A\D ⊂ [0, 1]\D ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÌÏ, A\D ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÀÒÉÓ mθ-ÆÏÌÀÃÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, A ∩ D ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒ ÉØÍÄÁÀ mθ-ÆÏÌÀÃÉ. ÌÄÏÒÄ
ÌáÒÉÅ, A ∩ D ÆÏÌÀÃÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ D ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ. ÀÌÒÉÂÀÃ, A∩D ∈ (L∩ [0, 1]) \ Lθ,
Ä.É. L ∩ [0, 1] ⊂ Lθ ÜÀÒÈÅÀ ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ.

§ 11. ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÉÓ ÃÀÛËÀ ÓÀÌÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÓ
ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ

ÅÈØÅÀÈ, φ ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ 13.7.1 ÃÀ 13.6.3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, φ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÃÀ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉ ÀÂ-
ÒÄÈÅÄ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ: φ = Aφ + Jφ + Sφ.
ÀÌÀÓÈÀÍ, Jφ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ
(Éá. 13.6.3 ÛÄÍÉÛÅÍÀ). ÛÄÃÄÂÀÃ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ mAφ , mJφ ÃÀ mSφ

ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÉ. ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÄÓ ÆÏÌÄÁÉ
ÀáÃÄÍÄÍ mφ-Ó ÃÀÛËÀÓ ÓÀÌ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÀÃ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.11.1. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ mφ ÆÏÌÀ ÁÏÒÄËÉÓ B(R) ∩ [a, b] ÊËÀÓÆÄ ÉÛËÄÁÀ mAφ

, mJφ

ÃÀ mSφ
ÆÏÌÄÁÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ, Ä.É. ÚÏÅÄËÉ A ∈ B(R)∩[a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉ-

ÓÀÈÅÉÓ,
mφ(A) = mAφ

(A) +mJφ
(A) +mSφ

(A).

ÀÌÀÓÈÀÍ, ÄÓ ÔÏËÏÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÊËÀÓÆÄ mφ ÆÏÌÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈ
ÛÄÓÀÞËÏ ÃÀÛËÀÓ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÓÀÌÉ ÆÏÌÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ, ÒÏÌÄË-
ÈÀÂÀÍ ÐÉÒÅÄËÉ ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, ÌÄÏÒÄ - ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ,
áÏËÏ ÌÄÓÀÌÄ ÊÉ - ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 13.11.1. ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, mφ, mAφ
, mJφ ÃÀ mSφ

ÆÏÌÄÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÉÓ ÀÒÄÄÁÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÊËÀÓÄÁÉÀ. ÉÌÈÀÅÉÈÅÄ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÌáÏËÏÃ ÉÓ,
ÒÏÌ ÁÏÒÄËÉÓ ÊËÀÓÉ ÛÄÃÉÓ ÈÉÈÏÄÖË ÌÀÈÂÀÍÛÉ. ÀÌÉÈÀÀ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉ mφ
ÆÏÌÉÓ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÀÃ ÃÀÛËÉÓÀÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÊËÀÓÉÈ ÛÄÌÏ×ÀÒÂÅËÀ. ÈÀÍÀÝ
ÁÏÒÄËÉÓ ÊËÀÓÆÄ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÉÓ ÚÏ×ÀØÝÄÅÀ ÓÒÖË ÉÍ×ÏÒÌÀÝÉÀÓ
ÉÞËÄÅÀ ÈÀÅÀÃ ÆÏÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÀÌÉÔÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.11.1-ÛÉ B(R) ∩ [a, b]

ÊËÀÓÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÈ ÆÏÂÀÃÏÁÀ ÐÒÉÍÝÉÐÖËÀÃ ÀÒ ÉÆÙÖÃÄÁÀ.
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ËÄÌÀ 13.11.1. ÅÈØÅÀÈ, φ ÃÀ ψ ÒÉÝáÅÉÈ ÙÄÒÞÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÒÃÀ-
ÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ A ∈ B(R)
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

mφ+ψ(A) = mφ(A) +mψ(A).

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÃÀÓÊÅÍÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ φ ÃÀ ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ B(R) ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ν ×ÖÍØÝÉÀ:

ν(A) = mφ(A) +mψ(A) (A ∈ B(R)).
ÝáÀÃÉÀ, ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÏÌÀÓ B(R) ÊËÀÓÆÄ.

ÚÏÅÄËÉ (c, d] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

mφ+ψ((c, d]) = (φ+ ψ)(d)− (φ+ ψ)(c) =

= [φ(d)− φ(c)] + [ψ(d)− ψ(c)] = mφ((c, d]) +mψ((c, d]) = ν((c, d]).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÆÏÌÉÓ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ 5.5.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀ-
ËÉÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ mφ+ψ(A) = ν(A) ÔÏËÏÁÀÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ∈ B(R) ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.11.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ φ = Aφ + Jφ +

Sφ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ËÄÌÀ 13.11.1-Ó, ÚÏÅÄËÉ A ∈ B(R)∩ [a, b]

ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

mφ(A) = mAφ
(A) +mJφ(A) +mSφ

(A).

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÚÏÅÄËÉ A ∈
B(R) ∩ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ,

mφ(A) = mφ1
(A) +mφ2

(A) +mφ3
(A),

ÓÀÃÀÝ mφ1
ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, mφ2

- ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ, áÏËÏ mφ3
-

ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ. ÌÀÛÉÍ, 13.8.1, 13.9.1 ÃÀ 13.10.1 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÈÀ-
ÍÀáÌÀÃ, φ1 ×ÖÍØÝÉÀ ÉØÍÄÁÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, φ2 - ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ
ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ, áÏËÏ φ3 - ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ. ËÄÌÀ
13.11.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ A ∈ B(R) ∩ [a, b] ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ
ÔÏËÏÁÀ:

mφ(A) = mφ1+φ2+φ3
(A).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÖ A-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ (a, x] ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ,
ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x ∈ (a, b]-ÓÈÅÉÓ,

φ(x)− φ(a) = (φ1 + φ2 + φ3)(x)− (φ1 + φ2 + φ3)(a).
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ÛÄÃÄÂÀÃ, ÚÏÅÄËÉ x ∈ [a, b]-ÓÈÅÉÓ,

φ(x) = [φ1(x)− φ1(a) + φ(a)] + [φ2(x)− φ2(a)] + [φ3(x)− φ3(a)].

ÌÉÙÄÁÖË ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÛÉ ÐÉÒÅÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ, ÌÄÏÒÄ
ÀÒÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ, áÏËÏ ÌÄÓÀÌÄ ÊÉ - ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ,
ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀÛËÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÂÀÌÏ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6.3), ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ
Aφ = φ1 − φ1(a) + φ(a), Jφ = φ2 − φ2(a) ÃÀ Sφ = φ3 − φ3(a). ÀØÄÃÀÍ
ÊÉ, ÖÛÖÀËÏÃ ÌÉÉÙÄÁÀ mAφ = mφ1 , mJφ = mφ2 ÃÀ mSφ = mφ3 ÔÏËÏÁÄÁÉ.
ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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È À Å É 14

ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÃÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ

ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÖÐÉÒÅÄËÄÓÀÃ, ÂÀÒÊÅÄÅÀÓ ÌÏÉÈáÏÅÓ,
ÈÖ ÒÀ ÖÍÃÀ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃ, Ä.É. ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË ÏÐ-
ÄÒÀÝÉÀÃ. ÈÖ ÂÀÅÀÊÄÈÄÁÈ ÆÏÂÀÃ ÌÏÍÀáÀÆÓ, ÐÀÓÖáÉ ÀÓÄÈÉÀ:

• ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄË ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÖÍÃÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
×ÖÍØÝÉÀÓ;

• ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ ÖÍÃÀ ÂÀÅÉÂÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ
ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ.

ÀÓÄÈÉ ÌÉÃÂÏÌÀ ÖÊÅÄ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÀ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ,
ÒÏÝÀ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ ÂÀÍÌÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÂÀÌÏÓÀáÖ-

ËÄÁÀ: F (x+h)−F (x)
h ÂÀÒÃÀÅØÌÄÍÉÈ I = [x, x+h] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÀÙÄÁÖË 1

|I|
∫
I
f

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÓÀÛÖÀËÏÃ, ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ ÅÀÜÅÄÍÄÈ ÀÌ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÄÓ ÂÆÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÉÌÄÏÒÏÈ ÌÒÀ-
ÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ. ÈÖÌÝÀ, ÉÌÈÀÅÉÈÅÄ ÉÓÌÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ ÉÌÉÓ
ÛÄÓÀáÄÁ, ÈÖ ÒÀ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÛÄÀÓÒÖËÄÁÄÍ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏ-
ÍÀÊÅÄÈÉÓ ÌÓÂÀÅÓ ÒÏËÓ? ÀÓÄÈÉ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ ÊÉ ÌÒÀÅÀËÉÀ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,
n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÊÖÁÖÒÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÁÉÒÈÅÉ, n-ÂÀÍÆÏ-
ÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÀ ÐÀÒÀËÄËÄÐÉÐÄÃÉ - ÈÉ-
ÈÏÄÖËÉ ÀÌ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÏÒÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ
ÓÀÛÖÀËÏÈÀ ßÀÒÌÏÌØÌÍÄËÀÃ. ÀÓÄÈÉ ÃÀßÅÒÉËÄÁÉÈÉ ÂÀÍáÉËÅÀ ÓÖËÀÝ ÀÒÀÀ
ÆÄÃÌÄÔÉ, ÒÀÃÂÀÍ, ÒÏÂÏÒÝ ÉÒÊÅÄÅÀ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ßÀÒ-
ÌÏØÌÍÉËÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË
ÏÐÄÒÀÝÉÀÓ, áÏËÏ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ
ÊÉ - ÀÒÀ. ÀÓÄ ÒÏÌ, ËÄÁÄÂÉÓ ãÄÒÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÐÒÏ-
ÝÄÓÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓ
ßÀÒÌÏÌØÌÍÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÄÏÌÄÔÒÉÖË ÀÂÄÁÖËÄÁÀÆÄ.



§ 1. ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÁÀÆÉÓÉÓ ÝÍÄÁÀ

ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ B ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÁÀÆÉÓÉ Rn ÓÉÅ-
ÒÝÄÛÉ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ B(x) ÀÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÒÀÉÌÄ
ÊËÀÓÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ:

• ÚÏÅÄËÉ I ∈ B(x) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÝÀÅÓ x ßÄÒÔÉËÓ,
• ÚÏÅÄËÉ I ∈ B(x) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ, ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ

ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ |I| > 0,
• B(x) ÊËÀÓÉÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÌÏÅÀÒÜÉÏÈ (Ik) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ

”ÌÏÉàÉÌÄÁÀ” x ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ, Ä.É. diam Ik → 0 (k → ∞).

ÂÀÃÌÏÝÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓÀÈÅÉÓ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÄÁÉ:

• n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÄßÏÃÄÁÀ n ÝÀËÉ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄ-
ÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖË ÍÀÌÒÀÅËÓ,

• n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÊÖÁÖÒÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÄßÏÃÄÁÀ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ
ÓÉÂÒÞÉÓ n ÝÀËÉ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÃÄÊÀÒÔÖË ÍÀÌ-
ÒÀÅËÓ,

• n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÀ ÐÀÒÀËÄËÄÐÉÐÄÃÉ (ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄ-
ÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ - ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÉ) ÄßÏÃÄÁÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀ-
ÊÅÄÈÉÓ ÌÏÁÒÖÍÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖË ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

ÛÄÅÈÀÍáÌÃÄÈ, ÒÏÌ ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ:

• E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ ÃÀ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, |E|∗ ÃÀ |E| ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÈ;

• f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ -
∫
A
fdm, ÀÙÍÉÛÍÖËÉ

ÉØÍÄÁÀ
∫
A
f ÜÀÍÀßÄÒÉÈ;

• ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÀ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ;

• ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ
ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉ.

ÅÈØÅÀÈ, B ÒÀÉÌÄ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÁÀÆÉÓÉÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ
f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ
(ÀÍ ÊÉÃÄÅ, ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉÀ) x ßÄÒÔÉËÛÉ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÈÖ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÙÅÀÒÉ:

lim
I∈B(x), I→x

1

|I|

∫
I

f. (1)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.1.1. (1) ÆÙÅÀÒÉ (a-Ó ÔÏËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÈ) ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ
ÂÀÉÂÄÁÀ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∣∣∣ 1|I|

∫
I

f − a
∣∣∣ < ε,
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ÚÏÅÄËÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ I ∈ B(x) ÃÀ diam I < δ.

(1) ÆÙÅÒÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆ-
ÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ x ßÄÒÔÉËÛÉ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

I1, I2, I3 ÃÀ I4 ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÁÀÆÉÓÄÁÉ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ (ÍÀá. 14.1):

ÍÀá. 14.1.

• I1(x) (x ∈ Rn) ÛÄÃÂÄÁÀ x-ÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÚÅÄËÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
ÊÖÁÖÒÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÂÀÍ;

• I2(x) (x ∈ Rn) ÛÄÃÂÄÁÀ x-ÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÚÅÄËÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
ÁÉÒÈÅÉÓÀÂÀÍ;

• I3(x) (x ∈ Rn) ÛÄÃÂÄÁÀ x-ÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÚÅÄËÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÂÀÍ;

• I4(x) (x ∈ Rn) ÛÄÃÂÄÁÀ x-ÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÚÅÄËÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
ÌÀÒÈÊÖÈáÀ ÐÀÒÀËÄËÄÐÉÐÄÃÉÓÀÂÀÍ.

ÝáÀÃÉÀ, ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÏÈáÉÅÄ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÁÀ-
ÆÉÓÉ ÂÀÉÂÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I ÁÀÆÉÓÉ.

B ÁÀÆÉÓÉÓÀÈÅÉÓ ∆B ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ B(x) (x ∈ Rn) ÊËÀÓÄÁÉÓ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ, Ä.É. ∆B =

∪
x∈Rn B(x). ∆B ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ B ÁÀÆÉÓÉÓ

ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÄßÏÃÄÁÀÈ.
ÅÈØÅÀÈ, B ÒÀÉÌÄ ÁÀÆÉÓÉÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍ-

ÅÉáÉËÏÈ ÌÀÓÈÀÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÄÓÉÈ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ MB(f) ×ÖÍØÝÉÀ:

MB(f)(x) = sup
I∈B(x)

1

|I|

∫
I

|f | (x ∈ Rn).

MB ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒ ÏÐÄÒÀ-
ÔÏÒÓ.

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ MB ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

0 ≤MB(f)(x) ≤ ∞, (2)
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MB(f + g)(x) ≤MB(f)(x) +MB(g)(x), (3)

MB(αf)(x) = |α|MB(f)(x). (4)

ÅÈØÅÀÈ, B ÒÀÉÌÄ ÁÀÆÉÓÉÀ ÃÀ r > 0. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉ-
ÀÓÈÀÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÄÓÉÈ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ Mr

B(f) ×ÖÍØÝÉÀ:

Mr
B(f)(x) = sup

I∈B(x), diam I<r

1

|I|

∫
I

|f | (x ∈ Rn).

Mr
B-Ó ÖßÏÃÄÁÄÍ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ r-ßÀÊÅÄÈÉË ÌÀØÓÉÌÀËÖÒ ÏÐÄÒ-

ÀÔÏÒÓ.
ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ßÀÊÅÄÈÉË ÌÀØÓÉÌÀËÖÒ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀØÅÓ (2)-

(4)-ÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ, ÀÌÀÓÈÀÍ, Mr1
B (f)(x) ≤ Mr2

B (f)(x), ÒÏÝÀ
r1 < r2, Mr

B(f)(x) ≤MB(f)(x) ÃÀ MB(f)(x) = lim
r→∞

Mr
B(f)(x).

§ 2. ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ
ÁÀÆÉÓÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ

ÜÅÄÍÉ ÖÀáËÏÄÓÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÉÓÄÈÉ ÁÀÆÉÓÄÁÉÓ ÌÉÈÉÈÄÁÀ, ÒÏÌÄËÈÀ ÌÉÄÒ
ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄ-
ÁÖË ÏÐÄÒÀÝÉÀÓ. ÀÌ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÀÒÓÄÁÉÈÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀ:

ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ B ÁÀÆÉÓÓ ÀØÅÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÈÖ
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ c > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄ-
ÁÀ: ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ×ÀÒÖËÉÀ ÒÀÉÌÄ Π ⊂ ∆B ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÄÁÉÈ, ÒÏÌÄËÈÀ ÃÉÀÌÄÔÒÄÁÉ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ. ÌÀÛÉÍ Π-
ÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃ-
ÂÄÍÉËÉ, ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∑

I∈Π′

|I| ≥ c|E|∗.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÀÍÀËÏÂÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2.1. ÅÈØÅÀÈ, B ÀÒÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÁÀÆÉ-
ÓÉ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄË ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÛÉ ÀØÅÓ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ f(x)-ÉÓ ÔÏËÉÀ. Ö×ÒÏ
ÌÄÔÉÝ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ Rn
ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, Ä.É.

lim
I∈B(x), I→x

1

|I|

∫
I

|f − f(x)| = 0.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2.1 ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1.2-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÀ ÓÖÓÔÉ ÔÉÐÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ÏÐ-
ÄÒÀÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÏÉÝÄÌÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2.2. ÅÈØÅÀÈ, B ÀÒÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÁÀÆÉÓÉ
Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ
ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|{MB(f) > λ}|∗ ≤
1/c

λ

∫
Rn

|f | (0 < λ <∞), (1)

ÓÀÃÀÝ c ÀÒÉÓ ÌÖÃÌÉÅÉ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÉÃÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ r > 0 ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ r-ßÀÊÅÄ-
ÈÉËÉ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ Mr

B ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|{Mr
B(f) > λ}|∗ ≤ 1/c

λ

∫
Rn

|f | (0 < λ <∞).

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ {Mk
B(f) > λ} (k ∈ N) ßÀÒÌÏÀÃ-

ÂÄÍÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÆÒÃÀÃ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÀÒÉÓ {MB(f) > λ}
ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÓÀàÉÒÏ
ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ.

ÅÈØÅÀÈ, r > 0 ÃÀ λ ∈ (0,∞). ÚÏÅÄËÉ x ∈ {Mr
B(f) > λ} ßÄÒÔÉËÉÓÀÈ-

ÅÉÓ ÅÉÐÏÅÏÈ Ix ∈ B(x) ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

diam Ix < r, (2)

1

|Ix|

∫
Ix

|f | > λ. (3)

(3) ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ:

|Ix| <
1

λ

∫
Ix

|f |. (4)

ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ Π = {Ix} ÊËÀÓÉ ×ÀÒÀÅÓ {Mr
B(f) > λ} ÓÉÌÒÀÅËÄÓ,

ÀÌÀÓÈÀÍ, (2)-ÉÓ ÞÀËÉÈ, Π ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÀØÅÈ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÉÀÌÄÔÒÄÁÉ. ÄÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ, ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÌÏ-
ÚÄÍÄÁÉÈ Π-ÃÀÍ ÂÀÌÏÅÚÏÈ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÂÀÍ
ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ∑

I∈Π′

|I| ≥ c|{Mr
B(f) > λ}|∗. (5)

I ∈ Π′ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÏÁÉÓÀ ÃÀ (4), (5) ÐÉ-
ÒÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

|{Mr
B(f) > λ}|∗ ≤ 1

c

∑
I∈Π′

|I| < 1

c

∑
I∈Π′

1

λ

∫
I

|f | =
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=
1

cλ

∫
∪

I∈Π′
I

|f | ≤ 1

cλ

∫
Rn

|f |.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.2.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2.2-ÛÉ, ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.3.1-ÓÀÂÀÍ,
ÀÒÀÀ ÂÀÊÄÈÄÁÖËÉ ÃÀÓÊÅÍÀ MB(f) ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÌÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.
ÈÖÌÝÀ, ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2.1-ÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÒÖËÉÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ {MB(f) >

λ} ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÒÄ ÆÏÌÉÓÈÅÉÓ ÌÏÝÄÌÖËÉ (1) ÛÄ×ÀÓÄÁÀ.

ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ Π ÊËÀÓÉ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ×ÀÒÀÅÓ E ⊂ Rn
ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0

ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ I ∈ Π ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: x ∈ I ÃÀ
diam I < ε.

B ÁÀÆÉÓÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ, ÈÖ ÌÉÓÉ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÚÏÅÄËÉ I

ÓÉÌÒÀÅËÄ „ÈÉÈØÌÉÓ“ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉÀ, Ä.É. ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ E ⊂ Rn
ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |I △ E| = 0.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÉØÍÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ÁÀÆÉÓÉ, ÒÏÌËÉÓ ÛÄÌÀÃ-
ÂÄÍÄË ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÀØÅÈ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÉ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ
ÀÒÉÀÍ I1 ÃÀ I2 ÁÀÆÉÓÄÁÉ.

ÅÉÔÀËÉÓ 12.2.2 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÌÉÓÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÒÀÅÀË-
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÀÍÀËÏÂÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2.3. ÅÈØÅÀÈ, B ÀÒÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÊÏÌÐÀØ-
ÔÖÒÉ ÁÀÆÉÓÉ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÈÖ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆ-
ÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÖËÉÀ Π ⊂ ∆B ÊËÀÓÉÈ, ÌÀÛÉÍ Π-ÃÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÚÏÈ,
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ, ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃÉ Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ×ÀÒÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, Ä.É.∣∣∣∣E \

∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣
∗
= 0.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.2.2. ÛÄÌÃÄÂ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÊÖÁÖÒÉ ÌÏ-
ÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I1 ÃÀ ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ I2 ÁÀÆÉÓÄÁÓ ÀØÅÈ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÀÓÄ ÒÏÌ,
ÌÀÈÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÓÀÌÉÅÄ ÈÄÏÒÄÌÀ.

§ 3. ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÁÀÆÉÓÄÁÉÓ ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ
ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, B ÒÀÉÌÄ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÁÀÆÉÓÉÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. I ∈ ∆B

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ B-ÌÏÀÒÛÉÄÁÀ ÅÖßÏÃÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÚÅÄËÀ E
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ÍÀá. 14.2.

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÓ: E ∈ ∆B , E ∩ I ̸= ∅ ÃÀ |E| < 2|I|. I ∈ ∆B

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ B-ÌÏÀÒÛÉÄÁÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ HB(I) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ (ÍÀá. 14.2).
ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ B ÁÀÆÉÓÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÏÀÒÛÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ,

ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ C > 0 ÌÖÃÌÉÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ I ∈ ∆B ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|HB(I)|∗ ≤ C|I|.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.3.1. ÈÖ B ÁÀÆÉÓÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÏÀÒÛÉÄÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ, ÌÀÛÉÍ B ÁÀÆÉÓÓ ÀØÅÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÌÓãÄËÏÁÀ ÌÉÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ
ÓØÄÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ×ÀÒÖËÉÀ ÒÀÉÌÄ Π ⊂ ∆B ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÉÈ, ÒÏÌÄËÈÀ ÃÉÀÌÄÔÒÄÁÉ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ. ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ
ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, Π ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÛÏÒÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÅÉÒÜÉÏÈ ÆÏÌÉÓ
ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀÆÄ ÃÉÃÉ, Ä.É. I1 ∈ Π, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

|I1| >
1

2
sup{|I| : I ∈ Π}.

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ I1, . . . , Ik ∈ Π ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÖÊÅÄ
ÀÒÜÄÖËÉÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ I ∈ Π ÓÉÌÒÀÅËÉÓ Πk ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÀÒ ÊÅÄÈÓ ÀÒÝÄÒÈÓ I1, . . . , Ik ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÈÖ Πk ÊËÀÓÉ ÝÀÒÉÄËÉÀ,
ÌÀÛÉÍ ÀÂÄÁÀ ÃÀÓÒÖËÄÁÖËÀÃ ÌÉÅÉÜÍÉÏÈ. ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ, Ik+1-ÉÓ
ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀÆÄ ÃÉÃÉ Πk ÊËÀÓÉÓ ßÄÅÒÄÁÓ ÛÏÒÉÓ, Ä.É.
Ik+1 ∈ Πk, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

|Ik+1| >
1

2
sup{|I| : I ∈ Πk}.

ÀÙßÄÒÉËÉ ÓØÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, Π ÊËÀÓÉÃÀÍ ÂÀÌÏÅÚÏ×È ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖË ÀÍ ÈÅËÀÃ Π′ = {Ik} ØÅÄÊËÀÓÓ. ÃÀÅÀÃ-
ÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ Π′ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÓÀàÉÒÏ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ,

353



ÒÏÝÀ Π′ ÈÅËÀÃÉ ÊËÀÓÉÀ. ÓÀÓÒÖËÉ ÊËÀÓÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÀÍÀ-
ËÏÂÉÖÒÉ ÃÀ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÌÀÒÔÉÅÉÀ.

ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÏÒÉ ØÅÄÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÉÌÉÓÃÀ ÌÉáÄÃÅÉÈ
∑∞
k=1 |Ik| = ∞, ÈÖ∑∞

k=1 |Ik| <∞.
ÐÉÒÅÄË ØÅÄÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ.
ÌÄÏÒÄ ØÅÄÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|Ik| → 0 (k → ∞).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ: ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈ Π ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÊÅÄÈÓ ÄÒÈÓ ÌÀÉÍÝ Ik ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ, Ä.É. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ I ∈ Π-ÓÈÅÉÓ,

I ∩
∞∪
k=1

Ik ̸= ∅. (1)

ÌÀÒÈËÀÝ, ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÀÂÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ
ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ: |Ik| > |I|/2, ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ |Ik| → 0 ÐÉÒÏÁÀÓ.

Θ1 ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ I ∈ Π ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÊÅÄÈÓ I1-Ó,
áÏËÏ k ≥ 2-ÓÈÅÉÓ Θk ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ I ∈ Π ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÊÅÄÈÓ Ik-Ó ÃÀ ÀÒ ÊÅÄÈÓ ÀÒÝÄÒÈÓ I1, . . . , Ik−1 ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÀÂÄÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ k-ÓÈÅÉÓ,

I ∈ Θk ⇒ (I ∩ Ik ̸= ∅, |I| < 2|Ik|) ⇒ I ⊂ HB(Ik). (2)

(1)-ÉÓ ÃÀ (2)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅßÄÒÈ,

E ⊂
∪
I∈Π

I =

∞∪
k=1

∪
I∈Θk

I ⊂
∞∪
k=1

HB(Ik). (3)

(3)-ÃÀÍ ÊÉ, ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÏÀÒÛÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÙÄÁÖ-
ËÏÁÈ, ÒÏÌ

∞∑
k=1

|Ik| ≥
1

C

∞∑
k=1

|HB(Ik)|∗ ≥ 1

C

∣∣∣∣ ∞∪
k=1

HB(Ik)

∣∣∣∣
∗
≥ 1

C
|E|∗,

ÓÀÃÀÝ C ÀÒÉÓ ÌÖÃÌÉÅÉ ÌÏÀÒÛÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ∆ ÊËÀÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ
C ≥ 1 ÒÉÝáÅÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÉÈ: ÚÏÅÄËÉ I ∈ ∆ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ
I-Ó ÛÄÌÝÅÄËÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ J ÁÉÒÈÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |J | ≤ C|I| (ÍÀá. 14.3).

B ÁÀÆÉÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ, ÈÖ ∆B ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ.
ÝáÀÃÉÀ, ÊÖÁÖÒÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I1 ÃÀ ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ I2 ÁÀÆÉÓÄÁÓ ÀØÅÈ ÒÄÂÖ-

ËÀÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ, ÒÏÌ n ≥ 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀ-
ÛÉ, n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I3 ÁÀÆÉÓÓ (ÛÄÃÄÂÀÃ, n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ
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ÍÀá. 14.3.

ÌÀÒÈÊÖÈáÀ ÐÀÒÀËÄËÄÐÉÐÄÃÄÁÉÓ I4 ÁÀÆÉÓÓÀÝ) ÀÒÀ ÀØÅÓ ÒÄÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÈÅÉ-
ÓÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.3.2. ÈÖ B ÁÀÆÉÓÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ B ÁÀÆÉÓÓ ÀØÅÓ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÏÀÒÛÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÀØÅÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉ-
ÓÄÁÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, I ∈ ∆B . ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ B-Ó ÒÄÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÈÅÉ-
ÓÄÁÉÈ ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ JI ⊃ I ÁÉÒÈÅÉ, ÒÏÌÄËÉÓÈÅÉÓÀÝ |JI | ≤ C|I|, ÓÀ-
ÃÀÝ C ÌÖÃÌÉÅÉÀ B-Ó ÒÄÂÖËÀÒÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ HB(I) ⊂
(1 + 2 n

√
2C)JI ÜÀÒÈÅÀ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

|HB(I)|∗ ≤ (1 + 2
n
√
2C)n|JI | ≤ (1 + 2

n
√
2C)nC|I|.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ ∆B ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: E ∩ I ̸= ∅
ÃÀ |E| < 2|I|. ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ B-Ó ÒÄÂÖËÀÒÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ
JE ⊃ E ÁÉÒÈÅÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ |JE | ≤ C|E|. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|JE | ≤ C|E| < 2C|I|.

ÛÄÃÄÂÀÃ,
|JE |
|JI |

≤ 2C|I|
|I|

= 2C.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, JE ∩ JI ̸= ∅ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

E ⊂ JE ⊂ (1 + 2
n
√
2C)JI .

ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ HB(I) ⊂ (1 + 2 n
√
2C)JI ÜÀÒÈÅÀÓ. ÀÌÉÈ

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

B ÁÀÆÉÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÌÏÆÍÄØÉËÉ, ÈÖ B-Ó ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÚÏÅÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÀÌÏÆÍÄØÉËÉÀ.

Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÛÉ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÃÀËÀÂÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÄÓÉÈ: I ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÅÖßÏÃÏÈ J ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÀÍ ÔÏËÉ
(ÜÀÍÀßÄÒÉ: I ≺ J), ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ T : Rn → Rn ÞÅÒÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |T (I) \
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J | = 0, Ä.É ÞÅÒÀ, ÒÏÌËÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ T (I) ÀÙÌÏÜÍÃÄÁÀ ÓÒÖËÀÃ
ÀÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÛÄÌÀÅÀËÉ J ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ (ÍÀá. 14.4).

ÍÀá. 14.4.

B ÁÀÆÉÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ, ÈÖ B-Ó ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ
I ÃÀ J ÓÉÌÒÀÅËÄ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÓÀÃÀÒÉÀ, Ä.É. I ≺ J ÀÍ J ≺ I .

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ: 1) ÊÖÁÖÒÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I1 ÃÀ ÁÉÒÈÅÄÁÉÓ
I2 ÁÀÆÉÓÄÁÓ ÀØÅÈ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ; 2) n ≥ 2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, n-
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I3 ÃÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÀ ÐÀÒÀËÄ-
ËÄÐÉÐÄÃÄÁÉÓ I4 ÁÀÆÉÓÄÁÓ ÀÒÀ ÀØÅÈ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.3.3. ÈÖ B ÁÀÆÉÓÉ ÀÌÏÆÍÄØÉËÉ ÃÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉÀ, ÌÀÛÉÍ
B ÁÀÆÉÓÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÏÀÒÛÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÀØÅÓ
ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÔÄØÍÉÊÖÒÉ ÂÀÃÀÔÅÉÒÈÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÜÅÄÍ ÀÒ ÌÏÂÅÚÀÅÓ
ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÓÒÖËÉ ÆÏÂÀÃÏÁÉÈ. ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÏÈ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÈ,
ÒÏÝÀ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÀÌÏÆÍÄØÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ n-
ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÓ.

ÅÈØÅÀÈ, I ∈ ∆B . ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ ∆B ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÈÅÉÓÄ-
ÁÄÁÉÈ: E ∩ I ̸= ∅ ÃÀ |E| < 2|I|. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, I = I1 × · · · × In ÃÀ E =

E1 × · · · × En. ÌÀÛÉÍ, B-Ó ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ:

|I1| ≤ |E1|, . . . , |In| ≤ |En|; (4)

ÀÍ

|I1| ≥ |E1|, . . . , |In| ≥ |En|. (5)

(4)-ÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, |E| < 2|I| ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÄÁÉ:

|E1| < 2|I1|, . . . , |En| < 2|In|.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, E ∩ I ̸= ∅ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ E ⊂ 5I .
(5)-ÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ, E∩I ̸= ∅ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,

ÖÛÖÀËÏÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ E ⊂ 5I ÜÀÒÈÅÀÓ.
ÀÌÒÉÂÀÃ, HB(I) ⊂ 5I . ÛÄÃÄÂÀÃ, |HB(I)|∗ ≤ 5n|I|. ÀÌÉÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ

ÌÏÀÒÛÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. �
356



ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.3.1. ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÅÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÁÀÆÉÓÄÁÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÃÉ-
×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÃÀÓÊÅÍÀ ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÉÀ ÁÀÆÉÓÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÒÄÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ, Ä.É. ÒÏÝÀ ÝÍÏÁÉ-
ËÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ B(x) ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ.

ÚÏÅÄËÉ x-ÓÈÅÉÓ C(x) ÉÚÏÓ ÌÖÃÌÉÅÉ B(x) ÊËÀÓÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÈÅÉ-
ÓÄÁÉÃÀÍ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Ek = {x ∈ Rn : C(x) ≤ k} (k ∈ N).

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ Rn ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ Ek ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÚÏÅÄ-
ËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ Bk ÁÀÆÉÓÉ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

Bk(x) =

{
B(x), ÈÖ x ∈ Ek,

I1(x), ÈÖ x /∈ Ek.

ÝáÀÃÉÀ, ÈÉÈÏÄÖËÉ Bk ÁÀÆÉÓÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÉÈÏÄÖËÉ ÌÀÈÂÀ-
ÍÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÃÉ×ÄÒÄÍ-
ÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ, ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ
ÂÀÌÏ, ÚÏÅÄËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ Ek ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÛÉ ÛÄÓ-
ÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

lim
I∈B(x), I→x

1

|I|

∫
I

f = f(x). (6)

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ Rn =
∪∞
k=1Ek, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ (6) ÔÏ-

ËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ.
ÉÂÉÅÄ ÔÉÐÉÓ ÌÓãÄËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ

ÆÏÂÀÃÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ: ÅÈØÅÀÈ, B ÁÀÆÉÓÉ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÛÉ B(x) ÄÌÈáÅÄÅÀ ÄÒÈ-ÄÒÈÓ Bk(x) (k ∈ N) ÏãÀáÄÁÓ ÛÏÒÉÓ,
ÓÀÃÀÝ Bk ÁÀÆÉÓÄÁÉ ×ËÏÁÄÍ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀÓ. ÌÀÛÉÍ B ÁÀÆÉÓÓÀÝ ÀØÅÓ ÌÓÂÀÅÓÉ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.3.2. ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÃÀ ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÁÀÆÉÓÄ-
ÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ
ÛÄÓÀáÄÁ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉÚÏ À. ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉÄÒ. 14.3.1 ÃÀ 14.3.3
ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÊÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ À. ÌÏÒÓÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.3.3. Rn-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ËÏÊÀËÖÒÀÃ
ãÀÌÄÁÀÃÉ, ÈÖ f ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖË ÃÀ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÆÄ. ÚÅÄËÀ ËÏÊÀËÖÒÀÃ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ Lloc(Rn)
ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2.1 ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ËÏÊÀËÖÒÀÃ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ.
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ áÃÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.4.1-ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÓØÄÌÉÓ ÌÉ-
áÄÃÅÉÈ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.3.4. Q(x, h)-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÊÖÁÖÒÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ, ÝÄÍÔÒÉÈ x

ßÄÒÔÉËÛÉ, ÒÏÌËÉÓ ßÉÁÏÓ ÓÉÂÒÞÄ 2h-ÉÓ ÔÏËÉÀ, Ä.É.

Q(x, h) = (x1 − h, x1 + h)× · · · × (xn − h, xn + h).

ÅÈØÅÀÈ, E ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. x ßÄÒÔÉËÓ ÄßÏÃÄÁÀ
E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉ, ÈÖ

lim
h→0

|Q(x, h) ∩ E|
(2h)n

= 1,

ÃÀ ÄßÏÃÄÁÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÉÛÅÉÀÈÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ, ÈÖ

lim
h→0

|Q(x, h) ∩ E|
(2h)n

= 0.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ x ÀÒÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉ E-ÓÈÅÉÓ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏ-
ËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ x ÀÒÉÓ ÂÀÉÛÅÉÀÈÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ E-Ó ÃÀÌÀÔÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.4.2-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ⊂ Rn
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉ, áÏËÏ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x /∈ E ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ E

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÉÛÅÉÀÈÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.3.5. ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
×ÖÍØÝÉÀ A ⊂ E ÃÀ x ∈ A. f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ
ÖßÚÅÄÔÉ x ßÄÒÔÉËÛÉ, ÈÖ f -ÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ A-ÆÄ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ x-ÛÉ.

E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÐÒÏØÓÉ-
ÌÀÝÉÖËÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÛÉ, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ A ⊂ Rn
ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ:

• x ∈ A ÃÀ x ÀÒÉÓ A-Ó ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉ;
• f ÀÒÉÓ A ∩ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ ÖßÚÅÄÔÉ x-ÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.4.4-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ ÆÏÌÀÃ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÖËÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ E ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.3.6. ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉÚÏ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÀ
ÓÀÉÌÉÓÏÃ, ÒÏÌ B ÁÀÆÉÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉ ÉÚÏÓ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÏÐÄÒÀÝÉÀ (Ä.É. ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ). ÊÄÒÞÏÃ, ÌÉÅÖÈÉÈÄÈ
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ÏÈáÉ ÈÅÉÓÄÁÀ: ÒÄÂÖËÀÒÏÁÀ, ÀÌÏÆÍÄØÉËÏÁÀ ÃÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÀ (ÄÒÈÃÒÏ-
ÖËÀÃ), ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÏÀÒÛÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÃÀ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÌÀÈÂÀÍ
ÚÅÄËÀÆÄ ÆÏÂÀÃÉÀ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÖÊÅÄ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I3 ÁÀÆÉÓÓ
ÀÒÀ ÀØÅÓ ÒÄÂÖËÀÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ
ÌÀÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÀÒÝ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ (ÝáÀÃÉÀ, ÀÌÉÈ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ
ÀÒÝ I4 ÁÀÆÉÓÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ).

k ∈ N ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ Πk-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ Ik1 , . . . , I

k
k ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ:

Ikm = [0,m]×
[
0,
k

m

]
(m ∈ 1, k).

Πk ÏãÀáÓ k-ÖÒÉ ÒÀÍÂÉÓ ÁÏÒÉÓ ÊÉÁÄÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ (ÍÀá. 14.5).

ÍÀá. 14.5.

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ Πk ÊËÀÓÓ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• ÈÉÈÏÄÖËÉ Ikm ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÆÏÌÀ k-Ó ÔÏËÉÀ,
• Ik1 ∩ · · · ∩ Ikk ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ [0, 1]× [0, 1] ÊÅÀÃÒÀÔÉÓ ÔÏËÉÀ,
• |Ik1 ∪· · ·∪Ikk | = |Ik1 |+ |Ik2 \Ik1 |+ · · ·+ |Ikk \Ikk−1| = k+ k

2 + · · ·+ k
k =

k
(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
k

)
> k ln(k + 1).

ÅÈØÅÀÈ, Π′ ÀÒÉÓ Πk ÊËÀÓÉÃÀÍ ÂÀÌÏÚÏ×ÉËÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ
ßÄÅÒÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ØÅÄÊËÀÓÉ. ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÄ-
ÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, Π′ ØÅÄÊËÀÓÉ ÀÍ ÝÀÒÉÄËÉÀ ÀÍ ÛÄÃÂÄÁÀ ÄÒÈÉ ÌÀÒÈ-
ÊÖÈáÄÃÉÓÀÂÀÍ. ÛÄÃÄÂÀÃ,

∪
I∈Πk

I ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÃÀÍ
∪
I∈Π′ I ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÆÄ

ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ ÆÏÌÀ ln(k+1)-ÆÄ ÌÄÔãÄÒ ÌÝÉÒÃÄÁÀ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ k

359



ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉ-
ÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I3 ÁÀÆÉÓÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÛÄÌÃÄÂ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ
ÁÏÒÉÓ ÊÉÁÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ I3 ÁÀÆÉÓÉÓ ÊÉ-
ÃÄÅ Ö×ÒÏ ÍÄÂÀÔÉÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÉáÀÔÄÁÀ ÉÌÀÛÉ, ÒÏÌ ÌÉÓÈÅÉÓ ÀÒÀÀ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÀÍÀ-
ËÏÂÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.3.7. B ÉÚÏÓ ÁÀÆÉÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ B(x) (x ∈ Rn) ÊËÀÓÉ
ÛÄÃÂÄÁÀ I∪(Qn∩(kI)) ÓÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÓÀÃÀÝ I ÀÒÉÓ x ßÄÒÔÉËÉÓ
ÛÄÌÝÅÄËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÊÖÁÖÒÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ, áÏËÏ k ÀÒÉÓ ÍÄÁÉÓÌÄÒÉ ÍÀÔÖ-
ÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ. ÀÒÀÀ ÞÍÄËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉ, ÒÏÌ B ÁÀÆÉÓÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ
ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÈÖÌÝÀ, ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÌÉÓÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÀÍÀËÏÂÉ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÅÉ-
ÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÀÒÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÀ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ ÓÀÉÌÉÓÏÃ,
ÒÏÌ ÁÀÆÉÓÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉÚÏÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ
ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÀÍÀËÏÂÉ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÀ ÐÀÒÀËÄËÄÐÉÐÄÃÄÁÉÓ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏãÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

§ 4. ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ
ÃÀÒÙÅÄÅÀ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ ÁÀÆÉÓÉÓ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I3 ÁÀÆÉÓÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉ-
ÒÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÓ ÀØÅÓ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÓÀáÄËßÏÃÄÁÀ - ÞËÉÄÒÀÃ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÌÃÂÏÌ ÜÀÔÀÒÄÁÖËÉ
ÞËÉÄÒÀÃ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒ ÂÅÀÁÒÖÍÄÁÓ ÓÀßÚÉÓ
×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ (Ä.É. I3 ÁÀÆÉÓÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÃÉ×Ä-
ÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÀÍÀËÏÂÉ).

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.4.1. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ∈ L(R2) ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ

lim
I∈I3(x), I→x

1

|I|

∫
I
f = ∞

ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ R2 ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.4.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 14.4.1-ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÔÉÐÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÀÂÀ-
ËÉÈÄÁÉ ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÀÂÄÁÖËÉ ÉÚÏ Ó. ÓÀØÓÉÓ ÃÀ ÀÂÒÄÈÅÄ, ä. ÁÖÆÄÌÀÍÉÓÀ
ÃÀ Å. ×ÄËÄÒÉÓ ÌÉÄÒ.
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ËÄÌÀ 14.4.1. ÅÈØÅÀÈ, Q ÒÀÉÌÄ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ λ ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|{MI3(χQ) > λ}| ≥ 1

2λ
ln

1

λ
|Q|.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ Q ÀÒÉÓ
ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÊÅÀÃÒÀÔÉ, Ä.É. Q = [0, 1]× [0, 1].

k ÉÚÏÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ 1
k+1 ≤ λ < 1

k . ÂÅÄØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ

{MI3(χQ) > λ} ⊃ {MI3(χQ) ≥ 1/k}.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ k-ÖÒÉ ÒÀÍÂÉÓ ÁÏÒÉÓ ÊÉÁÄ - Πk. ÌÉÓÉ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÌÀÒÈÊÖ-

ÈáÄÃÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ I ∈ Πk-ÓÀÈÅÉÓ,

1

|I|

∫
I

χQ =
|Q ∩ I|
|I|

=
|Q|
|I|

=
1

k
.

ÛÄÃÄÂÀÃ,

{MI3(χQ) ≥ 1/k} ⊃
∪
I∈Πk

I.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÁÏÒÉÓ ÊÉÁÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÆÏÌÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

|{MI3(χQ) ≥ 1/k}| ≥
∣∣∣∣ ∪
I∈Πk

I

∣∣∣∣ ≥ k ln(k + 1) = k ln(k + 1) |Q|.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ k + 1 ≥ 1
λ ÃÀ k ≥ 1

2λ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ, ÂÅÄØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ

|{MI3(χQ) > λ}| ≥ |{MI3(χQ) ≥ 1/k}| ≥ k ln(k + 1) |Q| ≥ 1

2λ
ln

1

λ
|Q|.

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.4.2. ÅÈØÅÀÈ, Q ÒÀÉÌÄ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÀ. ËÄÌÀ 14.4.1-

ÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

|{MI3(χQ) > λ}| ≥ 1

2
ln

1

λ

(
1

λ
|Q|
)

=
1

2
ln

1

λ

(
1

λ

∫
R2

χQ

)
.

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ, lim
λ→0

ln 1
λ = ∞ ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

MI3 ÞËÉÄÒ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÓÖÓÔÉ (1, 1) ÔÉÐÉ. ÄÓ ×ÀØÔÉ
ÖÌÈÀÅÒÄÓ ÒÏËÓ ÀÓÒÖËÄÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 14.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.4.3. ÅÈØÅÀÈ, Q ÒÀÉÌÄ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÀ ÃÀ 0 < λ <

h. ÌÀÛÉÍ {MI3(hχQ) > λ} = {MI3(χQ) > λ/h} ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ
ËÄÌÀ 14.4.1-ÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|{MI3(hχQ) > λ}| ≥ h

2λ
ln
h

λ
|Q|.
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Q ÊÅÀÃÒÀÔÉÓ ÂÅÄÒÃÉÓ ÓÉÂÒÞÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ δ(Q) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ËÄÌÀ 14.4.2. ÅÈØÅÀÈ, Q ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÀ ÃÀ λ ∈ (0, 1). ÈÖ
ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ I ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ

|I ∩Q|
|I|

> λ,

ÌÀÛÉÍ I-Ó ÂÅÄÒÃÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÄÁÉ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÉÀÍ δ(Q)/λ ÒÉÝáÅÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ, Ä.É. I-Ó ÒÏÌÄËÉÌÄ ÂÅÄÒÃÉÓ
ÓÉÂÒÞÄ ÌÄÔÉÀ δ(Q)/λ ÒÉÝáÅÆÄ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÀÓÄÈÉÀ äÏÒÉÆÏÍÔÀËÖÒÉ ÂÅÄÒ-
ÃÄÁÉ. ÈÖ I ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÓ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÄÍÈ äÏÒÉÆÏÍÔÀËÖÒÉ ÊÅÄÈÄÁÉÓ ÂÀÄÒ-
ÈÉÀÍÄÁÀÃ, ÌÀÛÉÍ ÈÉÈÏÄÖË ÊÅÄÈÀÆÄ Q ÊÅÀÃÒÀÔÉÓ ÌÉÄÒ ÃÀÔÏÅÄÁÖËÉ ÊÅÀËÉÓ
áÅÄÃÒÉÈÉ ßÉËÉ ÍÀÊËÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ λ ÒÉÝáÅÆÄ (ÍÀá. 14.6).

ÍÀá. 14.6.

ÒÀÝ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÂÀÌÏÉßÅÄÅÓ |I ∩Q| ≤ λ|I| ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÄÓ
ÊÉ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ ËÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ.

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.4.4. ÅÈØÅÀÈ, Q ÒÀÉÌÄ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÀ

ÃÀ 0 < λ < h. ÌÀÛÉÍ ËÄÌÀ 14.4.2-ÃÀÍ ÀÃÅÉËÀÃ ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÜÀÒÈÅÀ:

{MI3(hχQ) > λ} ⊂ (2h/λ+ 1)Q.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÃÀÅÖÛÅÀÈ x ∈ {MI3(hχQ) > λ}. ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÏÒÂÀÍÆÏ-
ÌÉËÄÁÉÀÍÉ I ∋ x ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ |Q ∩ I|/|I| > λ/h. ÓÀÉÃÀÍÀÝ,
I ∩Q ̸= ∅ ÐÉÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÌÀ 14.4.2-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ
x ∈ I ⊂ (2h/λ+ 1)Q.

ÛÄÌÃÄÂÉ ËÄÌÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ À. ÊÀËÃÄÒÏÍÓ ÃÀ ÉÓ Ä×ÄØÔÖÒÀÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ
ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÊÏÍÔÒÌÀÂÀËÉÈÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓÀÓ ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÖËÏÁÀÈÀ ÂÀÌÊÅÒÉÅÄÁÉÓ
ÄÔÀÐÆÄ.

ËÄÌÀ 14.4.3. ÅÈØÅÀÈ, Ek ⊂ Rn (k ∈ N) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ,
ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÃÉÀÍ ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖË ÁÉÒÈÅÛÉ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ∑∞

k=1 |Ek| = ∞ ÐÉÒÏÁÀÓ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ xk ∈ Rn (k ∈ N) ßÄÒÔÉËÄ-
ÁÉ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄÈÍÀÉÒÀÃ, ÒÏÌ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (Ek + xk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÉÚÏÓ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ËÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÉ-
ÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÃÀÍ: ÅÈØÅÀÈ, s ∈ N ÃÀ Ek ⊂ [−s, s]n (k ∈ N)
ÀÒÉÀÍ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ

∑∞
k=1 |Ek| = ∞

ÐÉÒÏÁÀÓ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ p ∈ N
ÒÉÝáÅÉ ÃÀ x1, . . . , xp ∈ Rn ßÄÒÔÉËÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ∣∣∣∣ [−s, s]n ∩

p∪
k=1

(Ek + xk)

∣∣∣∣ > (2s)n − ε. (1)

ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÄÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ.
E ⊂ [−s, s]n ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

E(x) = (E + x) ∩ [−s, s]n (x ∈ Rn), E⋆ = [−s, s]n \ E.

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ p ∈ N, x1, . . . , xp ∈ Rn ÃÀ
t ∈ Rn ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

χE1(x1)⋆∩···∩Ep(xp)⋆(t) = χE1(x1)⋆(t) . . . χEp(xp)⋆(t),

χEj(xj)⋆(t) = χ[−s,s]n(t) (1− χEj (t− xj)) (j ∈ 1, p).

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÉÓÀ ÃÀ 10.6.6 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏß-
ÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ

χE1(x1)⋆(t) . . . χEp(xp)⋆(t),

ÒÏÂÏÒÝ x1, . . . , xp, t ÝÅËÀÃÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÒÉÓ ÆÏÌÀÃÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ×ÖÁÉÍÉÓ
ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫

[−2s,2s]n×···×[−2s,2s]n
|E1(x1)

⋆ ∩ · · · ∩ Ep(xp)⋆| d(x1, . . . , xp) =∫
[−2s,2s]n×···×[−2s,2s]n

[ ∫
[−s,s]n

χE1(x1)⋆(t) . . . χEp(xp)⋆(t)dt

]
d(x1, . . . , xp) =∫

[−s,s]n

[ ∫
[−2s,2s]n×···×[−2s,2s]n

χE1(x1)⋆(t) . . . χEp(xp)⋆(t) d(x1, . . . , xp)

]
dt =∫

[−s,s]n

[ p∏
j=1

∫
[−2s,2s]n

χEj(xj)⋆(t)dxj

]
dt.

×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ j ∈ 1, p ÃÀ t ∈ [0, 1]n ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ∫
[−2s,2s]n

χEj(x)⋆(t)dx ÉÍÔÄÂÒÀËÉ. ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

{x ∈ [−2s, 2s]n : χEj(x)⋆(t) = 1} = {x ∈ [−2s, 2s]n : Ej(x)
⋆ ∋ t}

= [−2s, 2s]n \ {x ∈ [−2s, 2s]n : Ej(x) ∋ t} = [−2s, 2s]n \ (t− Ej).
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ÓÀÉÃÀÍÀÝ, t − Ej ⊂ [−2s, 2s]n ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏ-
ËÏÁÀÓ: ∫

[−2s,2s]n
χEj(x)⋆(t)dx = (4s)n − |Ej |.

ÀÌÒÉÂÀÃ,∫
[−2s,2s]n×···×[−2s,2s]n

|E1(x1)
⋆ ∩ · · · ∩ Ep(xp)⋆|d(x1, . . . , xp) =

p∏
j=1

[
(4s)n − |Ej |

]
.

ÀÌ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÉÓÄÈÉ x1, . . . , xp ∈ [−2s, 2s]n ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÀÒ-
ÓÄÁÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ

|E1(x1)
⋆ ∩ · · · ∩ Ep(xp)⋆| ≤

1

|[−2s, 2s]n × · · · × [−2s, 2s]n|

p∏
j=1

[
(4s)n − |Ej |

]
=

1

(4s)pn

p∏
j=1

[
(4s)n − |Ej |

]
=

p∏
j=1

[
1− |Ej |

(4s)n

]
.

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ:
∑∞
j=1 |Ej |/(4s)n = ∞, ÀÌÉÔÏÌ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ p-ÓÀÈÅÉÓ

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

|E1(x1)
⋆ ∩ · · · ∩ Ep(xp)⋆| < ε.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ,

[−s, s]n ∩
p∪
k=1

(Ek + xk) = [−s, s]n \ [E1(x1)
⋆ ∩ · · · ∩ Ep(xp)⋆]

ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ (1) ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖ-
ËÉÀ. �

ËÄÌÀ 14.4.4. ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÃÀÃÄÁÉÈ ÒÉÝáÅÈÀ (hk), (sk) ÃÀ (tk) ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÄÁÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ:

• lim
k→∞

hk = lim
k→∞

sk = ∞, hk > sk ≥ 1 (k ∈ N),

•
∞∑
k=1

hktk <∞,

•
∞∑
k=1

hk

sk
ln hk

sk
tk = ∞,

• lim
k→∞

hk
√
tk = 0, (2hk + 1)

√
tk < 1 (k ∈ N).
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ j ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ
ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÃÀÃÄÁÉÈ ÒÉÝáÅÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ - (hk)

N
k=1 ÃÀ (tk)

N
k=1,

ÒÏÌÄËÈÀÝ ÀØÅÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

• hk > j (1 ≤ k ≤ N),

•
N∑
k=1

hktk ≤ 1
2j ,

•
N∑
k=1

hk

j ln hk

j tk ≥ 2j ,

• hk
√
tk <

1
3j (1 ≤ k ≤ N).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÀÃÅÉËÀÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ α ÃÀ β ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ

ÐÉÒÏÁÄÁÓ:

αβ =
1

2j
,

α

j
ln
α

j
β = 2j .

ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ, ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ N ÒÉÝáÅÉ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ
ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

α

√
β

N
<

1

3j
.

(hk)
N
k=1 ÃÀ (tk)

N
k=1 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

hk = α, tk =
β

N
(1 ≤ k ≤ N).

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ (hk)
N
k=1 ÃÀ (tk)

N
k=1 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ ÀÊÌÀ-

ÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÓÀàÉÒÏ ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (hk), (sk) ÃÀ (tk) ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ËÄÌÀ 14.4.4-ÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Qk = [−
√
tk/2,

√
tk/2]

2 (k ∈ N).

ÌÀÛÉÍ 14.4.1 ÃÀ 14.4.2 ËÄÌÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ (Éá. ÀÂÒÄÈÅÄ 14.4.3 ÃÀ
14.4.4 ÛÄÍÉÛÅÍÄÁÉ) hkχQk

×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÄØÍÄÁÀÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

∞∑
k=1

hk|Qk| <∞, (2)

∞∑
k=1

|{MI3(hkχQk
) > sk}| = ∞, (3)

{MI3(hkχQk
) > sk} ⊂ (−1, 1)2 (k ∈ N), (4)

lim
k→∞

hkδ(Qk) = 0. (5)
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(3) ÃÀ (4) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÌÀ 14.4.3-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ xk ∈ R2 (k ∈ N)
ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÓÄ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ, ÒÏÌ

{MI3(hkχQk
) > sk}+ xk

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÉÚÏÓ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ R2

ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ

MI3(hkχQk+xk
)(y + xk) =MI3(hkχQk

)(y) (y ∈ R2).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,

{MI3(hkχQk
) > sk}+ xk = {MI3(hkχQk+xk

) > sk}.

ÛÄÃÄÂÀÃ,

{MI3(hkχQk+xk
) > sk}

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ ÉØÍÄÁÀ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ R2

ÓÉÅÒÝÄÛÉ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ:

f =

∞∑
k=1

hkχQk+xk
.

ÝáÀÃÉÀ, f ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ. (2)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∫
R2

f =

∞∑
k=1

∫
R2

hkχQk+xk
=

=

∞∑
k=1

hk|Qk + xk| =
∞∑
k=1

hk|Qk| <∞.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, f ∈ L(R2).
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ßÄÒÔÉËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÓ

{MI3(hkχQk+xk
) > sk}

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÓ. ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÍÀÔÖÒÀËÖÒ ÒÉ-
ÝáÅÈÀ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ k(j) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ j-ÓÀÈÅÉÓ,

x ∈ {MI3(hk(j)χQk(j)+xk(j)
) > sk(j)}

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ x-ÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ Ij ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ j-ÓÀÈÅÉÓ,

1

|Ij |

∫
Ij

f ≥ 1

|Ij |

∫
Ij

hk(j)χQk(j)+xk(j)
> sk(j).

366



ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ diam Ij → 0 (j → ∞). ÛÄÃÄÂÀÃ, sk → ∞ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ. ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

1

|Ij |

∫
Ij

hk(j)χQk(j)+xk(j)
=
hk(j)|(Qk(j) + xk(j)) ∩ Ij |

|Ij |
> sk(j).

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ËÄÌÀ 14.4.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ Ij-Ó ÂÅÄÒ-
ÃÄÁÉÓ ÓÉÂÒÞÄÄÁÉ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÉÀÍ

δ(Qk(j) + xk(j))hk(j)

sk(j)
=
δ(Qk(j))hk(j)

sk(j)

ÒÉÝáÅÓ. ÀÌ ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÊÉ, (5)-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖ-
ËÉÓÀÊÄÍ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 14.4.1-ÉÓ ÀÍÀËÏÂÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ≥ 3-ÓÈÅÉÓ, Ä.É.
ÀÀÂÄÈ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ∈ L(Rn) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 14.4.1-ÛÉ ÌÏÝÄÌÖË ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÖÒÉ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓ ÂÀÍÛËÀÃÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ.

2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ≥ 2-ÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ∈
L(Rn) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
ÈÄÏÒÄÌÀ 14.4.1-ÛÉ ÌÏÝÄÌÖË ÐÉÒÏÁÀÓ.

§ 5. ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ ÆÏÂÀÃÉ ÁÀÆÉÓÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.
ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÝÍÏÁÉËÉ ÛÄÃÄÂÉ

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÃÀÖÌÔÊÉÝÄÁËÀÃÀÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ
ÛÄÃÄÂÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÅÈØÅÀÈ, B ÒÀÉÌÄ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÁÀÆÉÓÉÀ Rn-ÛÉ ÃÀ f ∈ L(Rn). ÀÌ-
ÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ

∫
f ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉÀ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ (ÀÍ ÊÉÃÄÅ, B

ÀÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÓ
∫
f -Ó), ÈÖ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ,

lim
I∈B(x), I→x

1

|I|

∫
I

f = f(x).

ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ B ÁÀÆÉÓÉ ÀÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÓ Ω ⊂ L(Rn) ÊËÀÓÓ, ÈÖ
ÚÏÅÄËÉ f ∈ Ω ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ B ÀÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÓ

∫
f -Ó.

B ÁÀÆÉÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ
x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, ÚÏÅÄËÉ R ∈ B(x) ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ
H : Rn → Rn äÏÌÏÈÄÔÉÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ H(R) ∈ B(H(x)).

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ I1, I2, I3 ÃÀ I4 ÁÀÆÉÓÄÁÓ ÀØÅÈ äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀ-
ÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÁÀÆÉÓÄÁÉ ÀÃÉ×Ä-
ÒÄÍÝÉÒÄÁÄÍ L(Rn) ÊËÀÓÓ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÒÏÂÏÒÝ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÂÀÅÀÒ-
ÊÅÉÄÈ - ÄÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ (ÊÄÒÞÏÃ, I3) ÁÀÆÉÓÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÉ. ÁÖÍÄÁÒÉÅÀÃ ÉÓÌÉÓ ÉÌ ÁÀÆÉÓÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÃÉ-
×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÄÍ L(Rn) ÊËÀÓÓ. ÀÌ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÓ äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ
ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÁÀÆÉÓÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÞËÄÅÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.5.1. ÅÈØÅÀÈ, B äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÁÀ-
ÆÉÓÉÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• B ÀÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÓ L(Rn) ÊËÀÓÓ;
• MB ÌÀØÓÉÌÀËÖÒ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀØÅÓ ÓÖÓÔÉ (1, 1) ÔÉÐÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.5.1. 12.1.2 ÃÀ 14.2.1 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖ-
ËÉ ÓØÄÌÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ ÓÖÓ-
ÔÉ (1, 1) ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ, ÀÒÀ ÌáÏËÏÃ äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ, ÀÒÀÌÄÃ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ÁÀÆÉÓÉÓÀÈÅÉÓ ÉßÅÄÅÓ L(Rn)
ÊËÀÓÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.5.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 14.5.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏ-
ÒÉÓÀÈÅÉÓ ÓÖÓÔÉ ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÒÙÅÄÅÀ ÉßÅÄÅÓ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉÌÀÒÈ
ÀÒÀÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ. ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂ-
ÒÀ×ÛÉ ÜÅÄÍ ÖÊÅÄ ÅÍÀáÄÈ ÀÌ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÂÀÌÏÅËÉÍÄÁÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I3 ÁÀÆÉÓÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B ÁÀÆÉÓÉÓÀÈÅÉÓ ÉÓÌÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ ÉÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ
ÊËÀÓÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÒÏÌÄËÈÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉÀ
B-Ó ÌÉÌÀÒÈ.

ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈ ÒÏËÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄ-
ÁÉÓ ÛÄÓßÀÅËÉÓÀÓ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈáÄË ÖÓÅÀÌÓ áÀÆÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.5.2. ÅÈØÅÀÈ, B äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÁÀ-
ÆÉÓÉÀ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ, áÏËÏ φ : [0,∞) → [0,∞) - ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ φ(0) = 0 ÃÀ lim

t→∞
φ(t)/t > 0. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• B ÀÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÓ φ(L)(Rn) ÊËÀÓÓ;
• MB ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|{MB(f) > λ}| ≤ c

∫
Rn

φ

(
|f |
λ

)
(f ∈ φ(L)(Rn), λ > 0),

ÓÀÃÀÝ c ÌÖÃÌÉÅÉ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ f -ÓÀÂÀÍ ÃÀ λ-ÓÀÂÀÍ.
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ÁÀÆÉÓÄÁÉÓ ÌÄÏÒÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍ ÊËÀÓÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÅÓ ÞÅÒÉÓ (ÀÍÖ ÐÀÒÀ-
ËÄËÖÒÉ ÂÀÃÀÔÀÍÉÓ) ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, B

ÁÀÆÉÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ x ∈ Rn ßÄÒ-
ÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ, ÚÏÅÄËÉ R ∈ B(x) ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ T : Rn → Rn
ÞÅÒÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ T (R) ∈ B(T (x)).

ÚÏÅÄËÉ ÞÅÒÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÏÒÉ äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÊÏÌÐÏÆÉÝÉÉÓ ÓÀáÉÈ, ÓÀ-
ÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÁÀÆÉÓÉ
ÀÒÉÓ ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉÝ.

ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÁÀÆÉÓÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ 14.5.1 ÃÀ
14.5.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÄÁÉ ÉÌ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÌÄÏÒÄ ÐÉÒÏÁÀÛÉ ÓÖÓÔÉ
ÔÉÐÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÀÒÀ „ÂËÏÁÀËÖÒÉ“ MB ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏ-
ÒÉÓÀÈÅÉÓ, ÀÒÀÌÄÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÌÝÉÒÄ r ÒÉÝáÅÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ Mr

B ßÀÊÅÄÈÉËÉ
ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ.

φ(t) = t(1 + ln+ t)a (0 ≤ t < ∞) ÓÀáÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ φ(L)(Rn)
ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÊËÀÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ L(1 + ln+ L)a(Rn) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÝÍÏÁÉËÉÀ ÓÀÖÊÄÈÄÓÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÂÀÒÀÍÔÉÒÄÁÖËÉÀ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÞËÉÄÒÀÃ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.5.3. (a) n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I3 ÁÀÆÉÓÉ ÀÃÉ-
×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÓ L(1 + ln+ L)n−1(Rn) ÊËÀÓÓ;

(b) L(1+ ln+ L)n−1(Rn)-ÆÄ ×ÀÒÈÏ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ φ(L)(Rn) ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÖÒ ÊËÀÓÛÉ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË
x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÛÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

lim
I∈I3(x), I→x

1

|I|

∫
I
f = ∞.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.5.3-ÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÍÀßÉËÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉÚÏ Á. ÉÄÓÄÍÉÓ, É.
ÌÀÒÝÉÍÊÄÅÉÜÉÓÀ ÃÀ À. ÆÉÂÌÖÍÃÉÓ ÌÉÄÒ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÍÀßÉËÉ ÊÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ó.
ÓÀØÓÓ.

B ÁÀÆÉÓÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ÁÀÆÉÓÉ, ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ⊂ Rn
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ B-ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ
ßÄÒÔÉËÉ, Ä.É.

lim
I∈B(x), I→x

|E ∩ I|
|I|

= 1,

ÃÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ x /∈ E ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ B-ÂÀÉÛÅÉÀÈÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ, Ä.É.

lim
I∈B(x), I→x

|E ∩ I|
|I|

= 0.
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ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ B ÁÀÆÉÓÉ ÀÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÓ
ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÊËÀÓÓ.

ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÞËÉÄÒÀÃ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ, ÌÀÒÈÀËÉÀ, ÀÒ ÀÒÉÓ ÂÀÒÀÍÔÉÒÄ-
ÁÖËÉ L(Rn)-ÛÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 14.5.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÌÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÓÀÊÌÀÏÃ
×ÀÒÈÏ - L(1 + ln+ L)n−1(Rn) ÊËÀÓÛÉ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÞËÉÄÒÀÃ
ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ Lp(Rn) ∩ L(Rn) (p > 1) ÊËÀÓÄÁÛÉ, ÀÓÄÅÄ
ÉÓ ×ÀØÔÉ, ÒÏÌ I3 ÀÒÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ÁÀÆÉÓÉ.

ÀØÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÄÁÉÓ I4 ÁÀÆÉÓÓ ÀØÅÓ
n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I3 ÁÀÆÉÓÆÄ ÁÄÅÒÀÃ ÝÖÃÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÒÏÂÏÒÝ À. ÆÉÂÌÖÍÃÌÀ ÀÜÅÄÍÀ - I4-Ó ÀÒÀ ÀØÅÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀÝ ÊÉ. ÀÌ ÛÄÃÄÂÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÉÚÄÍÄÁÓ ÞÀËÆÄ ÂÏÍÄÁÀÌÀáÅÉËÖÒ ÂÄÏÌÄÔ-
ÒÉÖË ÌÓãÄËÏÁÄÁÓ ÃÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ÊÏÌÁÉÍÀÔÏÒÖËÉ áÀÓÉÀÈÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖØÝÉÀÓ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÐÄÒÏÍÉÓ áÉÓ ÓÀáÄËßÏÃÄÁÉÈ.

ÉÍÔÄÂÒÀËÈÀ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÄÁÉ äÀÒÌÏ-
ÍÉÖËÉ ÀÍÀËÉÆÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÓÀÊÉÈáÄÁÛÉ ÓÀÊÌÀÏÃ ÓÒÖËÀÃÀÀ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖËÉ
Ì. ÂÖÆÌÀÍÉÓ [6,7] ÃÀ Ä. ÓÔÄÉÍÉÓ [16] ÌÏÍÏÂÒÀ×ÉÄÁÛÉ.

§ 6. ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ

ÅÈØÅÀÈ, µ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀÀ Rn-ÛÉ, áÏËÏ B ÒÀÉÌÄ ÃÉ×ÄÒÄÍ-
ÝÉÒÄÁÉÓ ÁÀÆÉÓÉÀ Rn-ÛÉ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ B-Ó ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÚÏÅÄËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ µ-ÆÏÌÀÃÉÀ (ÊÄÒÞÏÃ, ÄÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ, ÈÖ B-Ó ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÌÉÄÊÖÈÅÍÄÁÉÀÍ ÁÏÒÄËÉÓ ÊËÀÓÓ). ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ µ ÆÏÌÀ ßÀ-
ÒÌÏÄÁÀÃÉÀ (ÀÍ ÊÉÃÄÅ, ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉÀ) x ßÄÒÔÉËÛÉ B ÁÀÆÉÓÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÙÅÀÒÉ:

lim
I∈B(x), I→x

µ(I)

|I|
.

ÀÌ ÆÙÅÒÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ µ ÆÏÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ x ßÄÒÔÉËÛÉ
B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ DB(µ)(x) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÌÄ-12 ÃÀ
ÌÄ-13 ÈÀÅÄÁÛÉ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÉÀ ÅÒÝÄËÃÄÁÀ ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ
ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÆÄ ÃÀ Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒ ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÆÄ (Éá. ÌÀÂ., [31, ÈÀÅÉ IV]). ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ ÜÅÄÍ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÄÁÉÈ
ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ËÄÁÄÂÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.6.1. ÅÈØÅÀÈ, µ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀÀ Rn-ÛÉ, áÏËÏ
B ÀÒÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÁÀÆÉÓÉ Rn-ÛÉ, ÒÏÌËÉÓ
ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÚÏÅÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ. ÌÀÛÉÍ µ ÆÏÌÀ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ (ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ) ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.6.1. ÝáÀÃÉÀ, I1 ÃÀ I2 ÁÀÆÉÓÄÁÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
µ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 14.6.1-ÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ.

µ ÆÏÌÉÓ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ x ßÄÒÔÉËÛÉ B ÁÀÆÉÓÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÉÀÍ DB(µ)(x) ÃÀ DB(µ)(x) ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÈ
ÃÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÉÀÍ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

DB(µ)(x) = lim
δ→0

[
sup

I∈B(x), diam I<δ

µ(I)

|I|

]
,

DB(µ)(x) = lim
δ→0

[
inf

I∈B(x), diam I<δ

µ(I)

|I|

]
.

ÝáÀÃÉÀ, DB(µ)(x) ≤ DB(µ)(x) ÃÀ DB(µ)(x) ≥ 0. µ ÆÏÌÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ
x ßÄÒÔÉËÛÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ DB(µ)(x) ÃÀ DB(µ)(x)

ÀÒÉÀÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÉÝáÅÄÁÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ
ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ µ(I)/|I| ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÆÙÅÒÄÁÓ
ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ, Ä.É. ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ
ÌÏàÉÌÅÀÃÉ Ik ∈ B(x) ÃÀ I∗k ∈ B(x) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ

D(µ)(x) = lim
k→∞

µ(Ik)

|Ik|
ÃÀ D(µ)(x) = lim

k→∞

µ(I∗k)

|I∗k |
.

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖË ËÄÌÄÁÛÉ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ µ ÆÏÌÀ ÃÀ B ÁÀÆÉÓÉ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ 14.6.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ.

ËÄÌÀ 14.6.1. ÅÈØÅÀÈ, 0 ≤ C < ∞ ÃÀ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄËÉ
ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ DB(µ)(x) ≤ C ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ Q ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄ-
ÁÄÁÉÈ:

|E \Q|∗ = 0, µ(Q) ≤ (C + ε)(|E|∗ + ε).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÅ-
×ÀÒÏÈ ÙÉÀ G ÓÉÌÒÀÅËÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

|G| ≤ |E|∗ + ε. (1)

Π ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ I ∈ ∆B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÉÓ G

ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

µ(I) < (C + ε)|I|. (2)

Π ÊËÀÓÉ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ, ÈÄÏÒÄÌÀ
14.2.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÌÉÓÂÀÍ ÂÀÌÏÅÚÏ×È ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË ÃÀ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃ Π′ ØÅÄÊËÀÓÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ
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ÃÀ×ÀÒÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, Ä.É. ∣∣∣∣E \
∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣
∗
= 0. (3)

Q ÀÅÉÙÏÈ
∪
I∈Π′ I ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÔÏËÉ. Π′ ⊂ ∆B ÜÀÒÈÅÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ

ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ Q ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ. (1) ÃÀ (2) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ
ÃÀÅßÄÒÈ,

µ(Q) =
∑
I∈Π′

µ(I) ≤
∑
I∈Π′

(C + ε)|I| ≤ (C + ε)|G| ≤ (C + ε)(|E|∗ + ε). (4)

(3) ÃÀ (4) ÐÉÒÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ËÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.6.2. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ Q ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ (ËÄÌÀ
14.6.1-ÃÀÍ) ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ |Q ∩ E|∗ = |E|∗ ÔÏËÏÁÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.6.3. ÅÈØÅÀÈ, ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ËÄÌÀ 14.6.1-ÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÃÀ
ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ E ÀÒÉÓ µ-ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ, ÓÀÆÏÂÀ-
ÃÏÃ, ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÅÈØÅÀÈ, ÒÏÌ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ µ(E) ≤ C|E|∗ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ.
ÌÉÅÖÈÉÈÏÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÊÏÍÔÒÌÀÂÀËÉÈÉ. l ÉÚÏÓ {x ∈ R2 : x1 = x2} ßÒ×Ä
ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÉÓ I2 ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌ-
ÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ ×ÖÍØÝÉÀ: ÚÏÅÄËÉ I ∈ I2-ÓÀÈÅÉÓ σ(I) ÉÚÏÓ
I ∩ l ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÓÉÂÒÞÉÓ ÔÏËÉ. ÝáÀÃÉÀ, σ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÓÀÓÒÖË ÆÏÌÀÓ.
µ ÉÚÏÓ σ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ. ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.5.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, µ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀÓ. ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÛÄÉÞ-
ËÄÁÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ l ßÒ×ÄÆÄ ÌÃÄÁÀÒÄ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ
µ(E) ÆÏÌÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ E-Ó ÓÉÂÒÞÉÓ ÔÏËÉÀ. B-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ I1
ÁÀÆÉÓÉ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ E = l ∩ [0, 1]2 ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ. ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ x ∈ E ßÄÒ-
ÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ DI1(µ)(x) = 0. ÀÌÀÛÉ ÀÃÅÉËÀÃ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ,
ÈÖ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ µ(Ik)/|Ik| ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ, ÓÀÃÀÝ Ik (k ∈ N)
ÀÒÉÓ x-ÛÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ-ØÅÄÃÀ ßÅÄÒÏÓ ÌØÏÍÄ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ
1/k-Ó ÔÏËÉ ÃÉÀÌÄÔÒÉÈ (ÍÀá. 14.7).

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ ÊÉ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ µ(E) =
√
2. ÀÌÒÉÂÀÃ, I1, µ, E ÃÀ

C = 0 ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÒÙÅÄÖËÉÀ µ(E) ≤ C|E| ÖÔÏËÏÁÀ.

ËÄÌÀ 14.6.2. ÅÈØÅÀÈ, 0 < C < ∞ ÃÀ E ⊂ Rn ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄËÉ
ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ DB(µ)(x) ≥ C ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
µ-ÆÏÌÀÃÉ Q ⊃ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

µ(Q) ≥ C|E|∗.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε ∈ (0, C) ÒÉÝáÅÉ. ËÄÁÄÂ-ÓÔÉË-
ÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ (Éá. §6.5) Q ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ
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ÍÀá. 14.7.

ÃÀÅ×ÀÒÏÈ ÙÉÀ G ÓÉÌÒÀÅËÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

µ(G) ≤ µ(Q) + ε. (5)

Π ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ I ∈ ∆B ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÉÓ G

ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:

µ(I) > (C − ε)|I|. (6)

Π ÊËÀÓÉ ÅÉÔÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÃÀ×ÀÒÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ
14.2.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÌÉÓÂÀÍ ÂÀÌÏÅÚÏ×È ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË ÃÀ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃ Π′ ØÅÄÊËÀÓÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ
ÃÀ×ÀÒÀÅÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, Ä.É. ∣∣∣∣E \

∪
I∈Π′

I

∣∣∣∣
∗
= 0. (7)

(5)− (7) ÐÉÒÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÃÀÅßÄÒÈ,

µ(Q) ≥ µ(G)− ε ≥
∑
I∈Π′

µ(I)− ε ≥

≥
∑
I∈Π′

(C − ε)|I| − ε ≥ (C − ε)|E|∗ − ε.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ε ∈ (0, C) ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ
µ(Q) ≥ C|E|∗ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÌÀ 14.6.3. {x ∈ Rn : DB(µ)(x) = ∞} ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ
ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÙÉÀ S ÁÉÒÈÅÉÓÀÈÅÉÓ,

|{x ∈ S : DB(µ)(x) = ∞}| = 0.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÉÉÙÄÁÀ ÓÀàÉÒÏ ÃÀÓÊÅÍÀ.
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ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

E = {x ∈ S : DB(µ)(x) = ∞};
Ek = {x ∈ S : DB(µ)(x) ≥ k} (k ∈ N).

ËÄÌÀ 14.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÉØÍÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

|Ek|∗ ≤ µ(S)

k
(k ∈ N). (8)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖË ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ ÙÄ-
ÁÖËÏÁÓ ÓÀÓÒÖË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, µ(S) <∞. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÖ ÂÀÅÉÈ-
ÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ E ⊂ Ek (k ∈ N) ÜÀÒÈÅÄÁÓ ÃÀ (8) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ
|E|∗ = 0 ÔÏËÏÁÀÓ.

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.6.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÙÉÀ S ÁÉÒÈÅÉ
Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ. H ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ x ∈ S ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ
µ ÆÏÌÀ ÀÒÀÀ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ H ÍÖËÉ
ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ
ÉØÍÄÁÀ.

H ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ:

H1 = {x ∈ S : DB(µ)(x) < DB(µ)(x)};

H2 = {x ∈ S : DB(µ)(x) = DB(µ)(x) = ∞}.
ËÄÌÀ 14.6.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ, H2 ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓÀÀ. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÒÜÄ-
ÁÀ H1 ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ H1, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ,
ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ:

Hp,q = {x ∈ S : DB(µ)(x) < p < q < DB(µ)(x)},

ÓÀÃÀÝ p ÃÀ q ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ ÃÀ 0 < p < q. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÓÀÊÉÈáÉ
ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ Hp,q ÓÀáÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ.

ÅÈØÅÀÈ, p, q ∈ Q ÃÀ 0 < p < q. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ
ÃÀ ËÄÌÀ 14.6.1 ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ε, E = Hp,q ÃÀ C = p ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, ÌÏÅÞÄÁÍÉÈ µ-ÆÏÌÀÃ Q ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÉÓÄÈÓ, ÒÏÌ

|Q ∩Hp,q|∗ = |Hp,q|∗, µ(Q) ≤ (p+ ε)(|Hp,q|∗ + ε).

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, Q, E = Q∩Hp,q ÃÀ C = q ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ËÄÌÀ 14.6.2-ÉÓ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

µ(Q) ≥ q|Q ∩Hp,q|∗ = q|Hp,q|∗.

ÛÄÃÄÂÀÃ, (p+ε)(|Hp,q|∗+ε) ≥ q|Hp,q|∗. ÒÀÝ, ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓÀ
ÃÀ |Hp,q|∗ ≤ |S| < ∞ ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌáÏËÏÃ
ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ |Hp,q|∗ = 0. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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§ 7. ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÙÃÂÄÍÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ Ln ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÝ
ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÔÄÒÌÉÍÉÈ ÌÏÅÉáÓÄÍÉÄÁÈ.

ν ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ËÄÁÄÂÉÓ
ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ |ν(E)| < ε ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
|E| < δ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ.

B ÁÀÆÉÓÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÝÄÍÔÒÉÒÄÁÖËÉ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ x ∈ Rn ßÄÒÔÉ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ I ∈ B(x) ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ x-ÛÉ ÝÄÍÔÒÉÓ ÌØÏÍÄ J
ÁÉÒÈÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ J ⊂ I ⊂ c(x)J , ÓÀÃÀÝ c(x) ÀÒÉÓ ÌáÏËÏÃ x ßÄÒÔÉËÆÄ
ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ (ÍÀá. 14.8).

ÍÀá. 14.8.

ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉ ÂÅÀØÅÓ B1 ÃÀ B2 ÁÀÆÉÓÄÁÉ. ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ B1 ÀÒÉÓ
B2-ÉÓ ØÅÄÁÀÆÉÓÉ, ÈÖ B1(x) ⊂ B2(x) ÚÏÅÄËÉ x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÙÃÂÄÍÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.7.1. ÅÈØÅÀÈ, B ÀÒÉÓ ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÁÀÆÉÓÉ
Rn-ÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ν ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÈáÉ
ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• ν ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ;
• ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: (A ∈ Ln, |A| = 0) ⇒ ν(A) = 0;
• ν ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉÀ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃ-
ÅÉÈ, DB(ν) ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ

ν(E) =

∫
E
DB(ν) (E ∈ Ln)
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(ÀØ DB(ν) ÂÀÉÂÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ Rn-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ,
ÒÏÌËÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ ν-Ó ÀÒÀßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ
ÌÉÉÉÜÍÄÅÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÀÃ);

• ν ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÒÀÉÌÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆ-
ÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ, Ä.É. ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ g ×ÖÍ-
ØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

ν(E) =

∫
E
g (E ∈ Ln).

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.7.2. ÅÈØÅÀÈ, B ÀÒÉÓ ÁÀÆÉÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ
ÅÉÔÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÃÀ ÝÄÍÔÒÉÒÄÁÖËÉ ØÅÄÁÀÆÉÓÉ.
ÈÖ ν ÀÒÉÓ ÚÏÅÄË x ∈ Rn ßÄÒÔÉËÛÉ B ÁÀÆÉÓÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÀ-
ÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ DB(ν) ãÀÌÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ:

ν(E) =

∫
E
DB(ν) (E ∈ Ln).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.7.1. ÝáÀÃÉÀ, I1 ÃÀ I2 ÁÀÆÉÓÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ 14.7.1 ÃÀ
14.7.2 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.7.1-ÉÓ ÌÄ-3 ÃÀ ÌÄ-4 ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀ ßÀÒ-
ÌÏÀÃÂÄÍÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2.1-ÉÓ ÛÄÃÄÂÓ. ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÄÁÉ ÊÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ
ÉØÍÄÁÀ ÌÄ-15 ÈÀÅÛÉ, ÒÏÂÏÒÝ 15.2.2 ÃÀ 15.3.1 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.7.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÍÀáÅÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ [31]-ÛÉ (Éá. ÈÀÅÉ IV,
§14).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 14.7.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 14.7.2-ÛÉ ÝÄÍÔÒÉÒÄÁÖËÏÁÉÓ ÌÏÈáÏÅÍÀ ÀÒÓÄ-
ÁÉÈÉÀ. ÀÅÀÂÏÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÊÏÍÔÒÌÀÂÀËÉÈÉ. B ÉÚÏÓ ÁÀÆÉÓÉ R2-ÛÉ, ÒÏÌËÉÓ-
ÈÅÉÓÀÝ B(x) (x ∈ R2) ÛÄÃÂÄÁÀ x-ÛÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ-ØÅÄÃÀ ßÅÄÒÏÓ ÌØÏÍÄ ÚÅÄËÀ
ÜÀÊÄÔÉËÉ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÂÀÍ. ÝáÀÃÉÀ, B ÀÒÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÁÀÆÉÓÉ.
ÝáÀÃÉÀ ÉÓÉÝ, ÒÏÌ B-Ó ÀÒ ÌÏÄÞÄÁÍÄÁÀ ÝÄÍÔÒÉÒÄÁÖËÉ ØÅÄÁÀÆÉÓÉ.

ν ÉÚÏÓ 14.6.3 ÛÄÍÉÛÅÍÀÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ µ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃ-
ÅÀ L2 ÊËÀÓÆÄ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ DB(ν)(x) = 0 ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ R2

ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ,∫
[0,1]2

DB(ν) = 0 ̸= 1 = ν([0, 1]2).
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È À Å É 15

ÆÏÌÀ ÃÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ÀÌ ÈÀÅÛÉ ÛÄÉÓßÀÅËÄÁÀ ÄÒÈÓÀ ÃÀ ÉÌÀÅÄ ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÏÒÉ
ÆÏÌÉÓ (Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ) ÖÒÈÉÄÒÈÌÉÌÀÒÈÄÁÀ,
ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÊÉÈáÉ ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÈÖ ÒÀ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉ ν ÆÏÌÉÓ
ÂÀÌÏÓÀáÅÀ ÄÔÀËÏÍÀÃ ÀÒÜÄÖËÉ µ ÆÏÌÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ, ÉÌ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ,
ÒÏÌ ν ÌÉÉÙÄÁÏÃÄÓ µ ÆÏÌÉÓÀÂÀÍ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ (Ä.É. ν
ÉÚÏÓ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉ).

§ 1. ÌÖáÔÉÓ ÝÍÄÁÀ. äÀÍÉÓÀ ÃÀ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÃÀÛËÄÁÉ

(X, S) ÆÏÌÀÃ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ ÄßÏÃÄÁÀ ν : S → (−∞,∞]

×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÝÀÒÉÄË ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÙÄÁÖËÏÁÓ ÍÖËÉÓ ÔÏË ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÀÓ ÃÀ ÀØÅÓ ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÌÖáÔÓ ÌÏÄÈáÏÅÄÁÀ ÆÏÌÉÓ ÚÅÄËÀ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÂÀÒÃÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×É-
ÈÏÁÉÓÀ. ÌÖáÔÓ ÍÉÛÍÉÀÍÉ ÆÏÌÉÓ ÔÄÒÌÉÍÉÈÀÝ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÄÍ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÌÖáÔÓ ÀÊÒÞÀËÖËÉ ÀØÅÓ −∞-ÉÓ ÔÏËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-
ÁÉÓ ÌÉÙÄÁÀ. ÀÓÄÈÉ ÛÄÆÙÖÃÅÀ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ, ÒÀÃÂÀÍ, ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,
∞ − ∞ ÓÀáÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÀÆÒÓ ÃÀÊÀÒÂÀÅÃÀ ÌÖáÔÉÓ ÈÅËÀ-
ÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÖáÔÓ ÀØÅÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ.

ÌÖáÔÉÓ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ßÀÒÌÏØÌÍÉÓ ÌÄØÀÍÉÆÌÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ
ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ f ÀÒÉÓ (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀ-
ÆÙÅÒÖËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.3) f -ÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉ - νf ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ S σ-ÀËÂÄÁÒÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ, ÈÅËÀÃÀÃ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ÃÀ ÝÀÒÉ-
ÄË ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÙÄÁÖËÏÁÓ ÍÖËÉÓ ÔÏË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ νf ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÖáÔÓ,
ÀÌÀÓÈÀÍ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, νf ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÏÒÉ ÒÀÌ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ νf ÌÖáÔÉÓ
ÛÄÓÀáÄÁ:



• ÈÖ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ A+ = {f ≥ 0} ÃÀ A− = {f < 0} ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ,
ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÖÒÈÉÄÒÈÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ
ÐÉÒÅÄËÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖáÔÉÓ ÂÀÅÒÝÄ-
ËÄÁÉÓ ÀÒÄÀËÓ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄÓ ÊÉ - ÒÏÂÏÒÝ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÖáÔÉÓ
ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÀÒÄÀËÓ;

• νf ÌÖáÔÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÏÒÉ ÆÏÌÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÓÄÈÉ ßÀÒ-
ÌÏÃÂÄÍÀ ÌÉÉÙÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÃÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÍÀßÉËÄÁÉÓ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ: νf = νf+ − νf− .

ØÅÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ.

ÅÈØÅÀÈ, ν ÀÒÉÓ (X, S) ÆÏÌÀÃ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ÆÏÌÀÃ A

ÓÉÌÒÀÅËÄÓ (Ä.É. ÓÉÌÒÀÅËÄÓ S ÊËÀÓÉÃÀÍ) ÄßÏÃÄÁÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ν ÌÖáÔÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ A-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ
ν(E) ≤ 0; ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÆÏÌÀÃ A ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ν
ÌÖáÔÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ A-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ,
ÒÏÌ ν(E) ≥ 0.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.1.1. (X,S) ÆÏÌÀÃ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ν
ÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÖÒÈÉÄÒÈÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ A ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ ν-Ó ÌÉÌÀÒÈ, áÏËÏ B ÃÀÃÄÁÉÈÉÀ
ν-Ó ÌÉÌÀÒÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.1.1-ÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖË A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ßÚÅÉËÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ
ÓÉÅÒÝÉÓ äÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÃÀÛËÀÓ ν ÌÖáÔÉÓ ÌÉÌÀÒÈ (ÍÀá. 15.1).

ÍÀá. 15.1.

ØÅÄÌÏÈ ÚÅÄËÂÀÍ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ ν ÀÒÉÓ (X, S) ÆÏÌÀÃ ÓÉÅÒÝÄÆÄ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÒÀÉÌÄ ÌÖáÔÉ. ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÂÀÍáÉ-
ËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ν ÌÖáÔÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ.

ËÄÌÀ 15.1.1. ÈÖ ÆÏÌÀÃÉ A ÃÀ B ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÉÓÄÈÄÁÉÀ, ÒÏÌ B ⊂ A
ÃÀ ν(A) <∞, ÌÀÛÉÍ ν(B) <∞.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÌÖáÔÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ ν(A)
= ν(B)+ν(B \A), ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ ν(B \A) > −∞,
ÖÛÖÀËÏÃ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄË ÃÀÓÊÅÍÀÓ. �

ËÄÌÀ 15.1.2. ÈÖ ÆÏÌÀÃÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ν(A) < 0, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄ-
ÁÏÁÓ ÌÉÓÉ A∗ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
ν(A∗) < 0 ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

λ(E) = sup{ν(B) : B ∈ S, B ⊂ E}.

ÝáÀÃÉÀ, λ(E) ≥ ν(∅) = 0. λ(E) ÓÉÃÉÃÄÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ E

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ „ÃÀÃÄÁÉÈ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÓ“. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÖÀÒÚÏ-
×ÉÈÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ λ(E) = 0.

ÅÈØÅÀÈ, ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ. ÌÀÛÉÍ λ(E) > 0.
λ(E) <∞ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ B ÉÚÏÓ E-Ó ÉÓÄÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ν(B) ≥ λ(E)/2 ÐÉÒÏÁÀÓ, áÏËÏ λ(E) = ∞ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ B

ÉÚÏÓ E-Ó ÉÓÄÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ν(B) ≥ 1

ÐÉÒÏÁÀÓ. ÌÓãÄËÏÁÉÓ ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ, ÀÓÄÈ B ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÅÖßÏÃÏÈ E ÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÓ ÁÀËÀÓÔÉ, áÏËÏ E-ÃÀÍ E \ B ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀÓ
ÊÉ - E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÓÖÁÖØÄÁÀ.

ÀáËÀ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÖÛÖÀËÏÃ ËÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ. ÈÖ A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÖÀÒ-
ÚÏ×ÉÈÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÝáÀÃÉÀ. ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ A-Ó
ÛÄÌÓÖÁÖØÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÙÄÁÖËÉ A1 ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÈÖ A1 ÓÉÌÒÀÅËÄ ÖÀÒÚÏ×É-
ÈÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÐÒÏÝÄÓÉ ÛÄÅßÚÅÉÔÏÈ. ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ, ÛÄÌÓÖÁÖØÄÁÉÓ
ÏÐÄÒÀÝÉÀ ÊÅËÀÅ ÜÀÅÀÔÀÒÏÈ ÖÊÅÄ A1 ÓÉÌÒÀÅËÄÓÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ ÃÀ À.Û.
ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÏÒÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ: i) ÒÏÌÄËÉÌÄ n-ÖÒ ÄÔÀÐÆÄ ÛÄÌÓÖÁÖØÄÁÉÓ
ÐÒÏÝÄÓÉ ßÚÃÄÁÀ, Ä.É. ÌÉÉÙÄÁÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ; ii) ÛÄÌÓÖÁÖØÄÁÉÓ ÐÒÏ-
ÝÄÓÉ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ ÂÒÞÄËÃÄÁÀ (Ä.É. ÀÒÝÄÒÈ ÄÔÀÐÆÄ ÀÒ ÌÉÉÙÄÁÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ).

ÀÂÄÁÉÓ k-ÖÒ ÄÔÀÐÆÄ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÁÀËÀÓÔÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Bk-ÈÉ. ÛÄÅÍÉÛ-
ÍÏÈ, ÒÏÌ:

• Bk ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ;
• ÈÖ ν(Bk) < 1, ÌÀÛÉÍ ν(Bk) ≥ λ(Ak−1)/2 > 0;
• ÛÄÌÓÖÁÖØÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÉÓ k-ãÄÒ ÜÀÔÀÒÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÀÃ ÃÀÒÜÄÍÉËÉ Ak

ÓÉÌÒÀÅËÄ ÖÃÒÉÓ A \ (B1 ∪ · · · ∪Bk) ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÏÒÉÅÄ ÆÄÌÏÈ ÀÙÍÉÛÍÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÈÀÂÀÍ. ÐÉÒÅÄË
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ An ÓÉÌÒÀÅËÄ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ. ÀÌÀÓÈÀÍ,

ν(A) =

n∑
k=1

ν(Bk) + ν(An),
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ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ν(An) < 0 ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, A∗-ÉÓ
ÒÏËÛÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÉÙÏÈ An ÓÉÌÒÀÅËÄ.

ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, A∗-ÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ A \
∪∞
k=1Bk ÓÉÌÒÀÅËÄ

ÃÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ ÉÓ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ËÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ

ν(A) =

∞∑
k=1

ν(Bk) + ν(A∗).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ν(A∗) < 0 ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ.
ËÄÌÀ 15.1.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ν(

∪∞
k=1Bk) < ∞. ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏ-

ËÏÁÀ:
∞∑
k=1

ν(Bk) = ν

( ∞∪
k=1

Bk

)
.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ν(Bk) → 0 (k → ∞). ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÚÏÅÄËÉ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ
ÃÉÃÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ λ(Ak−1) ≤ 2ν(Bk) ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÀÌ ÛÄ×À-
ÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, λ(Ak) → 0 (k → ∞). ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ A∗ ⊂ Ak
(k ∈ N) ÜÀÒÈÅÄÁÓ, ÃÀÅßÄÒÈ,

0 ≤ λ(A∗) ≤ λ(Ak) (k ∈ N).

ÛÄÃÄÂÀÃ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ λ(A∗) = 0 ÔÏËÏÁÀÓ, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ A∗ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÖÀÒÚÏ-
×ÉÈÏÁÀÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, A∗ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÓÀàÉÒÏ ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ËÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÌÀ 15.1.3. ÈÖ An (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÀÒÉÀÍ, ÌÀÛÉÍ∪∞
n=1An ÓÉÌÒÀÅËÄ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, An (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ. ËÄÌÉÓ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀ ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÝÀ An ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉÀ. ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÃÀÚÅÀÍÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÆÄ ÊÉ áÏÒÝÉ-
ÄËÃÄÁÀ (An) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ (A∗

n) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÃ, ÓÀÃÀÝ A∗
1 = A1

ÃÀ A∗
n = An \

∪n−1
k=1 Ak, ÒÏÝÀ n > 1. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.1.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. S− ÉÚÏÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ ÚÅÄ-
ËÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÂÀÍ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

α = inf {ν(M) :M ∈ S−}.

ÝáÀÃÉÀ, α ≤ ν(∅) = 0. ÅÈØÅÀÈ, (An) ÀÒÉÓ S− ÊËÀÓÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀáÃÄÍÓ α ÉÍ×ÉÌÖÌÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀÓ, Ä.É. ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
lim
n→∞

ν(An) = α ÐÉÒÏÁÀÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ

A =

∞∪
n=1

An
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ÓÉÌÒÀÅËÄ. ËÄÌÀ 15.1.3-ÉÓ ÞÀËÉÈ A ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ α ≤ ν(A) ≤ ν(An) ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, A ÀÒÉÓ
ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ν(A) = α.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ B = X \A ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉÀ, ÒÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌ-
ÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ, ÒÀÝ ÔÏË×ÀÓÉÀ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ E ⊂ X \ A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ν(E) < 0. ËÄ-
ÌÀ 15.1.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ E∗ ⊂ E ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ν(E∗) < 0. ÌÀÛÉÍ ËÄÌÀ 15.1.3-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, A ∪ E∗ ÉØÍÄÁÀ
ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

ν(A ∪ E∗) = ν(A) + ν(E∗) < ν(A) = α.

ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ν(A∪E∗) < α ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÊÉ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ α ÉÍ×ÉÌÖÌÉÓ ÂÀÍÓÀ-
ÆÙÅÒÀÓ. ÌÉÙÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, X \A ÀÒÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ.
ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.1.1. ÅÈØÅÀÈ, ν ÒÀÉÌÄ ÌÖáÔÉÀ, áÏËÏ (A,B) ÓÉÅÒÝÉÓ äÀÍÉÓ
ÃÀÛËÀÀ ν-Ó ÌÉÌÀÒÈ. äÀÍÉÓ ÃÀÛËÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ, ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÅÀÜÅÄÍÏÈ
ÌÖáÔÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÈÅÉÓÄÁÀ:

• ν ØÅÄÌÏÃÀÍ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ν(A) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ν-Ó
ÌÉÍÉÌÀËÖÒ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ;

• ÈÖ ν ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ν(A)
ÃÀ ν(B) ÒÉÝáÅÄÁÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ν-Ó ÌÉÍÉÌÀËÖÒ ÃÀ
ÌÀØÓÉÌÀËÖÒ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ.

äÀÍÉÓ ÃÀÛËÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÒÀÀ (ÀÌÀÛÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÒßÌÖÍ-
ÃÄÁÉÈ ßÒ×ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÌÖáÔÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÆÄ), ÈÖÌÝÀ, äÀÍÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÃÀÛËÄÁÉ
ÄÒÈÓÀ ÃÀ ÉÌÀÅÄ ÛÄÃÄÂÓ ÉÞËÄÅÉÀÍ ÌÖáÔÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÃÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ „ÌÃÂÄÍÄ-
ËÄÁÉÓ“ ÂÀÆÏÌÅÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ. ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.1.2. ÅÈØÅÀÈ, ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (A,B) ÃÀ (A∗, B∗) ßÚÅÉËÄÁÉ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÓÉÅÒÝÉÓ äÀÍÉÓ ÃÀÛËÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÛÉÝ A ÃÀ A∗ ÀÒÉÀÍ
ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ, áÏËÏ B ÃÀ B∗ ÊÉ - ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉ. ÌÀÛÉÍ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

ν(E ∩A) = ν(E ∩A∗), ν(E ∩B) = ν(E ∩B∗).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ A\A∗, A∗\A, B\B∗ ÃÀ B∗\B ÓÉÌÒÀÅËÄ-
ÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÌ ÂÀÂÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÌÀÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ
ÌÖáÔÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
A\A∗ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÀÅÉÙÏÈ ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀÃÉ H ⊂ A\A∗

ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÜÀÒÈÅÄÁÉ: H ⊂ A ÃÀ H ⊂ X \A∗ = B∗. ÐÉÒÅÄËÉ
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ÜÀÒÈÅÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ ν(H) ≤ 0, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÜÀÒÈÅÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ
ν(H) ≥ 0 ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ν(H) = 0.

ÅÈØÅÀÈ, E ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÌÀÛÉÍ, ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

ν(E ∩A) = ν(E ∩ (A ∩A∗)) + ν(E ∩ (A \A∗)) = ν(E ∩ (A ∩A∗))

ÃÀ

ν(E ∩A∗) = ν(E ∩ (A∗ ∩A)) + ν(E ∩ (A∗ \A)) = ν(E ∩ (A ∩A∗)).

ÛÄÃÄÂÀÃ, ν(E ∩ A) = ν(E ∩ A∗). ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ν(E ∩ B) =

ν(E ∩B∗) ÔÏËÏÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÖáÔÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ
ÃÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÃÂÄÍÄËÄÁÉÓ ÂÀÆÏÌÅÀ ÄÒÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÛÄÃÄÂÓ ÉÞËÄÅÀ
ÉÌÉÓÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÀÃ, ÈÖ äÀÍÉÓ ÒÏÌÄËÉ ÃÀÛËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÉØÍÄÁÀ ÂÀ-
ÆÏÌÅÀ ÂÀÊÄÈÄÁÖËÉ. ÀÌ ÂÀÒÄÌÏÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ
ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ (Ä.É. S-ÆÄ) ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ν− ÃÀ ν+

×ÖÍØÝÉÄÁÉ:

ν−(E) = −ν(E ∩A), ν+(E) = ν(E ∩B).

ÓÀÃÀÝ (A,B) ÀÒÉÓ ÓÉÅÒÝÉÓ äÀÍÉÓ ÒÀÉÌÄ ÃÀÛËÀ, ÒÏÌÄËÛÉÝ A ÀÒÉÓ ÖÀÒ-
ÚÏ×ÉÈÉ, áÏËÏ B ÊÉ - ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ. ν− ÃÀ ν+ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ,
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ν ÌÖáÔÉÓ ÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈ ÅÀÒÉÀÝÉÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.
ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ:

• ν− ÃÀ ν+ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÆÏÌÄÁÓ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ν− ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ;

• ÈÖ ν ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ), ÌÀÛÉÍ ν+ ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉÀ (σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ);

• ν = ν+ − ν−.

ÌÖáÔÉÓ ÃÀÛËÀÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÃÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÅÀÒÉÀÝÉÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ,
ÌÖáÔÉÓ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÃÀÛËÀ ÄßÏÃÄÁÀ.

ν++ν− ÆÏÌÀÓ ν ÌÖáÔÉÓ ÓÒÖË ÅÀÒÉÀÝÉÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ. ν ÌÖáÔÉÓ ÓÒÖË
ÅÀÒÉÀÝÉÀÓ |ν| ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, ν ÌÖáÔÉÀ (X, S) ÆÏÌÀÃ ÓÉÅÒÝÄÆÄ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ:

ν+(E) = sup{ν(F ) : F ⊂ E,F ∈ S},

ν−(E) = − inf{ν(F ) : F ⊂ E,F ∈ S}.
2. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L(X,µ). À) ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ A = {f < 0} ÃÀ B = {f ≥ 0}

ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÉÞËÄÅÉÀÍ νf ÌÖáÔÉÓ äÀÍÉÓ ÃÀÛËÀÓ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ; Á)
ÃÀÀáÀÓÉÀÈÄÈ νf ÌÖáÔÉÓ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ äÀÍÉÓ ÃÀÛËÄÁÉ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.
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§ 2. ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ν ÌÖáÔÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ µ ÆÏÌÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ (ÀÙÍÉÛÅÍÀ: ν ≪ µ), ÈÖ

(E ∈ S, µ(E) = 0) ⇒ ν(E) = 0.

ÅÉÃÒÄ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÝÍÄÁÉÓ ÀÍÀËÉÆÓ ÛÄÅÖÃÂÄÁÏÃÄÈ, ÂÀ-
ÅÀÊÄÈÏÈ ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÍÉÛÅÍÀ ÉÌÉÓ ÈÀÏÁÀÆÄ, ÒÏÌ ÌÖáÔÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ ÉÚÏÓ
ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÒÀÉÌÄ
ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ x0 ∈ X ßÄÒÔÉËÉ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ {x0} ∈ S ÃÀ µ({x0}) =
0. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ν ÆÏÌÀ: ν(E) = 1, ÈÖ x0 ∈ E

ÃÀ ν(E) = 0, ÈÖ x0 /∈ E. ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ν ÀÒÀÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ
µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.2.1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S
ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:
1) ν ≪ µ; 2) ν+ ≪ µ ÃÀ ν− ≪ µ; 3) |ν| ≪ µ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ 1) ÐÉÒÏÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÈÀ (A,B) ßÚÅÉËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (X, S) ÓÉÅÒÝÉÓ äÀÍÉÓ ÃÀÛËÀÓ
ν ÌÖáÔÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ S, µ(E) = 0, ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ 0 ≤ µ(E ∩ A) ≤ µ(E) = 0 ÃÀ 0 ≤ µ(E ∩ B) ≤ µ(E) = 0.
ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ν ≪ µ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ:

ν+(E) = ν(E ∩A) = 0, ν−(E) = ν(E ∩B) = 0.

ÀÌÉÈ 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ. 2) ⇒ 3) ÃÀ 3) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÄÁÉ
ÊÉ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÄÍ |ν|(E) = ν+(E) + ν−(E) ÃÀ 0 ≤ |ν(E)| ≤
|ν|(E) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.1),
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ νf ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÀÃ-
ÂÄÍÓ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔ ÌÖáÔÓ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÀÆÒÉÈ.
ÀÌÀÓÈÀÍÀÅÄ, ÜÅÄÍÈÅÉÓ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÝÍÄÁÉÓ ÌÄÏÒÄ ÅÀÒÉÀÍÔÉ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.8), ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÌÏ-
ÉáÀÔÄÁÀ ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ: ÚÏÅÄËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ (E ∈ S, µ(E) < δ) ⇒ |νf (E)| < ε. ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ,
ÒÏÌ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏ-
ÁÉÓ ÝÍÄÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÅÄÒÓÉÀ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ÃÀÔÅÉÒÈÅÉÓ ÌÀÔÀÒÄÁÄËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.2.2. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ
S ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ν ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉÀ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÚÏÅÄËÉ
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ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ (E ∈ S, µ(E) < δ) ⇒
|ν(E)| < ε.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÀÊÌÀÒÉÓÏÁÉÓ ÍÀßÉËÉ ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ. ÃÀÅÀÃÂÉ-
ÍÏÈ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ. ÀØ ÌÏÂÅÉßÄÅÓ ÂÀÅÉÌÄ-
ÏÒÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÀ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.8.8).

ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÃÀÛËÉÓÀ ÃÀ 15.2.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÍÅÉáÉ-
ËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ ν ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÏÌÀÓ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ:
ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ε > 0 ÃÀ ÆÏÌÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ,

µ(En) <
1

2n
ÃÀ ν(En) ≥ ε.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ (En) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ ÆÙÅÀÒÉ:

E =

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ek.

ÌÀÛÉÍ, ÁÏÒÄË-ÊÀÍÔÄËÉÓ ËÄÌÉÓ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.4.4) ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ
µ(E) = 0 ÔÏËÏÁÀÓ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ν ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÆÏÌÉÓ ÆÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ,
ÂÅÄØÍÄÁÀ,

ν(E) = lim
n→∞

ν

( ∞∪
k=n

Ek

)
.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ν
(∪∞

k=nEk
)
≥ ν(En) ≥ ε ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÃÀÅÀÓ-

ÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ν(E) ≥ ε. ÄÓ ÊÉ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ ν ≪ µ ÐÉÒÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.2.1. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 15.2.2-ÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÏ-
ÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÍÀßÉËÉ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ (ÈÖÍÃÀÝ ÛÄÌÏÖÓÀÆ-
ÙÅÒÄËÉ) ν ÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ. ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÌáÀÔÅÄË ÍÀßÉËÓ,
ÉÓ, ÌÖáÔÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÌÏÈáÏÅÍÉÓ ÂÀÒÄÛÄ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÉ ÀÒÀÀ. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÊÏÍÔÒÌÀÂÀËÉÈÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÈÖ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ÒÏËÛÉ
ÀÅÉÙÄÁÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÈ ÀÙàÖÒÅÉË (0, 1) ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ, áÏËÏ ν ÌÖáÔÓ ÊÉ
ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÀÅÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

ν(E) =

∫
E

1

x
dm(x),

ÓÀÃÀÝ E ÀÒÉÓ (0, 1)-ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ.
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ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ µ ÃÀ ν ÆÏÌÄÁÉÀ S-ÆÄ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ,
ÒÏÌ µ≪ µ+ ν.

2. ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ µn (n ∈ N) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏ-
ÌÄÁÉÀ S-ÆÄ. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÀ S-ÆÄ,
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ µn ≪ µ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ.

§ 3. ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÏÌÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈ ÖÌÈÀÅÒÄÓ
ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.3.1. (ÒÀÃÏÍÉ-ÍÉÊÏÃÉÌÉ). ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙ-
ÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ ν ÀÒÉÓ S ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ.
ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• ν ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ,
Ä.É. ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ν(E) =∫
E fdµ (E ∈ S);

• ν ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ µ ÆÏÌÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ.

ËÄÌÀ 15.3.1. ÅÈØÅÀÈ, f1, . . . , fn ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÃÀ (X,S, µ) ÆÏÌÉ-
ÀÍ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ. ÈÖ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ν ÆÏÌÀ,
ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ

νfk ≤ ν ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, n-ÓÈÅÉÓ,
ÌÀÛÉÍ

νmax(f1,...,fn) ≤ ν.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ h = max(f1, . . . , fn). ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ X ÛÄ-
ÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÛÀËÏÈ ÆÏÌÀÃ ÃÀ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ Xk (k ∈ 1, n)

ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÀÃ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÀ:

Xk ⊂ {h = fk} (k ∈ 1, n).

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ
ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: X1 = {h = f1} ÃÀ

Xk = {h = fk} \ ({h = f1} ∪ · · · ∪ {h = fk−1}) (k ∈ 2, n).

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ S-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∫
E

hdµ =

n∑
k=1

∫
E∩Xk

hdµ =

n∑
k=1

∫
E∩Xk

fkdµ ≤
n∑
k=1

ν(E ∩Xk) = ν(E).

ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ËÄÌÀ 15.3.2. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ.
ÈÖ S ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ν ÆÏÌÀ ÀÒÉÓ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ ÃÀ ÀÁÓÏËÖ-
ÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ
ÃÀ M ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: µ(M) > 0 ÃÀ ν(E) ≥ εµ(E)
ÚÏÅÄËÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ E ⊂M ÃÀ E ∈ S.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ËÄÌÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ ÔÏË×ÀÓÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉ-
ÒÏÁÉÓ: ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ ÃÀ M ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ:
µ(M) > 0 ÃÀ M ÃÀÃÄÁÉÈÉÀ ν − εµ ÌÖáÔÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÚÏÅÄËÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ν− 1
nµ ÌÖáÔÉ ÃÀ ÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ

ÓÉÅÒÝÉÓ äÀÍÉÓ ÃÀÛËÀ - (An, Bn), ÓÀÃÀÝ An ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ
Bn - ÃÀÃÄÁÉÈÉ. ÈÖ ÒÏÌÄËÉÌÄ n-ÓÈÅÉÓ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ µ(Bn) > 0, ÌÀÛÉÍ,
ÝáÀÃÉÀ, ÓÀÞÉÄÁÄËÉ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÒÏËÛÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÅÉÙÏÈ Bn ÓÉÌÒÀÅËÄ.

An-ÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

ν(An) ≤
1

n
µ(An) (n ∈ N).

ÀØÄÃÀÍ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ µ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, áÏËÏ ν ÀÒÀÍÖ-
ËÏÅÀÍÉÀ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÉÓÄÈÉ n-ÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

ν(An) < ν(X).

ÌÀÛÉÍ ÀÓÄÈÉ n-ÓÈÅÉÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ν(Bn) > 0 ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ν ÆÏ-
ÌÉÓ µ ÆÏÌÉÓÀÃÌÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ
µ(Bn) > 0. ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÌÀ 15.3.3. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÁÓÏ-
ËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÈÖ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ∈ L(X,µ)
×ÖÍØÝÉÀ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ

νf ≤ ν ÃÀ νf ̸= ν,

ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ g ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

νg ≤ ν ÃÀ
∫
X
gdµ >

∫
X
fdµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ν−νf ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖË ÆÏÌÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉÀ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ µ ÆÏÌÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ. ËÄÌÀ 5.3.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ ÃÀ M ∈ S
ÓÉÌÒÀÅËÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: µ(M) > 0 ÃÀ ν(E) − νf (E) ≥ εµ(E), ÚÏÅÄËÈÅÉÓ,
ÒÏÝÀ E ⊂M ÃÀ E ∈ S.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ g = f+εχM ×ÖÍØÝÉÀ. µ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ,
M ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ g ∈ L(X,µ). M -ÉÓ
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ÛÄÒÜÄÅÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÅßÄÒÈ,

νg(A) = νf (A) + νεχM
(A) = νf (A \M) + νf (A ∩M) + εµ(A ∩M) ≤

≤ νf (A \M) + ν(A ∩M) ≤ ν(A \M) + ν(A ∩M) = ν(A).

ÀÌÀÓÈÀÍ, µ(M) > 0 ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ∫
X

gdµ =

∫
X

fdµ+ εµ(M) >

∫
X

fdµ.

ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.3.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÓÀ-
×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÉÝÉÈ, ÒÏÌ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÀÒÉÓ ÐÉÒÅÄËÉÓ ÛÄÃÄÂÉ. ÀÌÒÉÂÀÃ,
ÃÀÓÀÃÂÄÍÉ ÂÅÀØÅÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ. ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÃÀÛËÉÓÀ ÃÀ 15.2.1
ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓ-
áÌÏÈ, ÒÏÌ ν ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÏÌÀÓ.

ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ µ ÆÏÌÀ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ.

Π-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ,
ÒÏÌËÉÓ ÌÉÄÒ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ νf ÆÏÌÀ ÌÀÑÏÒÉÒÃÄÁÀ ν ÆÏÌÉÈ, Ä.É. νf ≤ ν.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ:

α = sup
{∫

X

fdµ : f ∈ Π
}
.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ν ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, α < ∞. (fn) ÉÚÏÓ Π

ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÉÓÄÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÆÄÝ ÒÄÀËÉÆÃÄÁÀ α ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ,
Ä.É. ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÀ: ∫

X

fndµ→ α (n→ ∞).

ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ hn ÉÚÏÓ f1, . . . , fn ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÀØÓÉÌÖÌÉ. ÌÀÛÉÍ ËÄÌÀ
15.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ νhn

≤ ν. ÛÄÃÄÂÀÃ, hn ∈ Π

(n ∈ N). ÝáÀÃÉÀ, (hn) ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, (hn)-ÉÓ ÆÙÅÀÒÉ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ X-ÓÈÅÉÓ. f -ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ (hn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀ-
ÒÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÀ, Ä.É.

f(x) = lim
n→∞

hn(x) (x ∈ X).

ÌÀÛÉÍ hn ∈ Π ÐÉÒÏÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ S
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,∫

E

fdµ = lim
n→∞

∫
E

hndµ ≤ ν(E).
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ÀÌÉÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ νf ≤ ν ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, f ∈ Π. ÀÌÀÓÈÀÍ, hn ∈ Π ÃÀ
hn ≥ fn ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÃÀÅßÄÒÈ,

α ≥ lim
n→∞

∫
X

hndµ ≥ lim
n→∞

∫
X

fndµ = α.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ∫
X

fdµ = α.

ÀÌÒÉÂÀÃ, α ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÌÉÉÙßÄÅÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ. f -ÉÓ „ÄØÓÔÒÄÌÀËÖÒÏÁÉÓ“
ÂÀÌÏÌáÀÔÅÄËÉ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÀ ÀÒÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÉ ÜÅÄÍÈÅÉÓ ÓÀàÉÒÏ νf = ν

ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ. ÌÀÛÉÍ
ÂÅÄØÍÄÁÀ: νf ≤ ν ÃÀ νf ̸= ν. ÛÄÃÄÂÀÃ, ËÄÌÀ 15.3.3-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÅÉÐÏÅÉÈ
g ∈ Π ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÉÓÄÈÓ, ÒÏÌ∫

X

gdµ >

∫
X

fdµ = α.

ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ α ÓÖÐÒÄÌÖÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÓ.

ÀáËÀ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀÆÄ, Ä.É. ÅÉÐÏÅÏÈ f ×ÖÍ-
ØÝÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ µ ÆÏÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÓÉÅÒÝÄ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ
Xn (n ∈ N) ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÉØÓÉ-
ÒÄÁÖËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ µ ÃÀ ν ÆÏÌÄÁÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÄÁÓ Xn-ÉÓ ÆÏÌÀÃ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÖÊÅÄ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÍÀßÉËÉÓ ÂÀÌÏ-
ÚÄÍÄÁÉÈ ÅÉÐÏÅÉÈ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ fn ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ
ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ Xn-ÛÉ (Ä.É. {fn ̸= 0} ⊂ Xn) ÃÀ

ν(E) =

∫
E

fndµ,

ÒÏÝÀ E ⊂ Xn ÃÀ E ∈ S.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f =

∑∞
n=1 fn ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ∫

X

fdµ =

∞∑
n=1

∫
X

fndµ =

∞∑
n=1

ν(Xn) = ν(X) <∞.

ÀÌÒÉÂÀÃ, f ∈ L(X,µ). ÀÌÀÓÈÀÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ S ÓÉÌÒÀÅ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ,

ν(E) =

∞∑
n=1

ν(E ∩Xn) =

∞∑
n=1

∫
E∩Xn

fndµ =

=
∞∑
n=1

∫
E∩Xn

fdµ =

∫
E

fdµ.

ÀÌÉÈ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ν = νf .
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.3.1. ÈÖ ν ÌÖáÔÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ (Ä.É. ν = νf ), ÌÀÛÉÍ ÀÓÄÈÉ f ×ÖÍØÝÉÀ
ÄÒÈÀÃÄÒÈÉÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÈÖ g ∈ L(X,µ) ÃÀ
ν = νg , ÌÀÛÉÍ g ÀÒÉÓ f -ÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ E = {f − g > 0} ÃÀ F = {g− f > 0}. ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ
∫
E
(f −

g)dµ =
∫
E
fdµ−

∫
E
gdµ = 0. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÄÏÒÄÌÀ 8.4.5-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,

ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ (f −g)(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÀÍÀËÏÂÉ-
ÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ (g− f)(x) = 0 ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀÓ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ F ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÀÌÉÈ, ÝáÀÃÉÀ, ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.3.2. ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ µ ÆÏÌÉÓ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÏÁÉÓ ÌÏÈáÏÅÍÀ ÀÒÓÄÁÉÈÉÀ. ÌÏÅÉÚÅÀÍÏÈ ÀÌÉÓ ÃÀÌÀÃÀÓÔÖÒÄÁÄËÉ ÌÀÂÀËÉÈÉ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (X, S, µ) ÓÉÅÒÝÄ, ÓÀÃÀÝ X = [0, 1], S ÀÒÉÓ [0, 1]-ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ, áÏËÏ µ ÊÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ S-ÆÄ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÖË ÃÀÌÈÅËÄË ÆÏÌÀÓ. ν ÌÖáÔÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÀ
[0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ν ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀÀ ÃÀ
ν ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ. ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ν = νf . ÌÀÒÈËÀÝ, ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉ-
ÍÀÀÙÌÃÄÂÏ. ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ {x} ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ:
0 = ν({x}) =

∫
{x} fdµ = f(x). ÛÄÃÄÂÀÃ, f ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÏÅÀÍÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ,

ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ νf ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÆÏÌÀ ÂÀÌÏÅÀ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, νf
ÅÄÒ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍ ν ÆÏÌÀÓ. ÌÉÙÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ,
µ ÃÀ ν ÆÏÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ.

§ 4. ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÌÖáÔÉ. ÈÖ ν ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ, Ä.É.

ν(E) =

∫
E

fdµ (E ∈ S),

ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ ν ÌÖáÔÉÓ ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÓ (ÀÍ,
ÓáÅÀÂÅÀÒÀÃ, ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÓ) µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, f ×ÖÍØÝÉ-

ÉÓÀÈÅÉÓ ÉÚÄÍÄÁÄÍ dν
dµ ÀÙÍÉÛÅÍÀÓ. ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ν ÌÖáÔÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÉÓÉ
ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ.
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ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄ-
ÁÀ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ (Éá. ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.3.1). ÀÃ-
ÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ÆÏÌÉÓ ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÈÖ ÒÏÂÏÒ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ν ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÆÄ, ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
dν
dµ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.4.1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, ν ÀÒÉÓ S-
ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ ÃÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ν-Ó ÒÀÃÏÍ-
ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ, ÒÏÌÄËÉÝ f -ÉÓ ÔÏËÉÀ. ÌÀÛÉÍ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ g ∈ L(X, ν) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ,∫

X
gdν =

∫
X
gfdµ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. Ω-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ g ∈ L(X, ν)

×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄ-
ÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ:

1) Ω ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ S, ν(E) < ∞, ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉ-
ÀÈÄÁÄË ×ÖÍØÝÉÀÓ;

2) Ω ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÛÄÊÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÓÊÀËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ
ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÏÒÉ ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, Ω ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ
ÌÀÒÔÉÅ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ g ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ν ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ Ω ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ g ∈ L(X, ν)

×ÖÍØÝÉÀÓ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÖÛÖÀËÏÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ g ∈ L(X, ν) ×ÖÍØÝÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ

7.5.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá. ÀÂÒÄÈÅÄ, ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.5.1) ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅ ÀÒÀÖÀÒ-
ÚÏ×ÉÈ gn ∈ L(X, ν) ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ g ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÌÀÛÉÍ (gnf) ÉØÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ×ÖÍ-
ØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ gf

×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:∫
X

gndν =

∫
X

gnfdµ (n ∈ N).

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ (gn) ÃÀ (gnf) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓÀÈ-
ÅÉÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:∫

X

gdν =

∫
X

gfdµ.

ÛÄÃÄÂÀÃ, g ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ω ÊËÀÓÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÓ ÀØÅÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ
ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ. ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.4.2. ÅÈØÅÀÈ, (X,S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ µ, ν ÃÀ
λ ÀÒÉÀÍ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÄÁÉ. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀ-
ÃÄÁÄÁÉ:

• ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ dν
dµ ÃÀ dλ

dµ , ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ d(ν+λ)
dµ ÃÀ d(ν+λ)

dµ =
dν
dµ + dλ

dµ ;
• ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ dν

dλ ÃÀ dλ
dµ , ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ dν

dµ ÃÀ dν
dµ = dν

dλ
dλ
dµ ;

• ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ dν
dµ ÃÀ dµ

dν , ÌÀÛÉÍ dµ
dν =

(
dν
dµ

)−1.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÐÉÒÅÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÃÉÝÉ-
ÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÓ.

ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ g = dν
dλ ÃÀ f = dλ

dµ . ÌÀÛÉÍ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ E ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

ν(E) =

∫
E

gdλ =

∫
X

gχEdλ.

ÛÄÌÃÄÂ, ÈÄÏÒÄÌÀ 15.4.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,

ν(E) =

∫
X

gχEfdµ =

∫
E

gfdµ.

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ gf ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ dν
dµ ßÀÒÌÏ-

ÄÁÖËÓ.
ÌÄÓÀÌÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÌÄÏÒÄ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ

(ν, µ, ν) ÓÀÌÄÖËÉÓÀÈÅÉÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ,

1 =
dν

dν
=
dν

dµ

dµ

dν
.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÓÀàÉÒÏ ÔÏËÏÁÀÓ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ ν ÌÖáÔÉÀ S-ÆÄ. ÉÐÏÅÄÈ dν+

d|ν| ÃÀ dν−

d|ν| .

§ 5. ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀÛËÀ

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÌÖáÔÉ. ν-Ó ÅÖßÏÃÏÈ A ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ µ-Ó
ÌÉÌÀÒÈ, ÈÖ (E ⊂ A,E ∈ S, µ(E) = 0) ⇒ ν(E) = 0.
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ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÄÈ, ÌÖáÔÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ ÉÚÏÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÆÏÌÉÓÀ ÃÀ ÌÖá-
ÔÉÓ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÌÖáÔÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ÃÀÒÙÅÄÅÉÓ ÂÀÌÏÌßÅÄÅÉ ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÖËÏÁÀ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÈÀÅÓ ÉÚÒÉÓ ÍÖËÉ
ÆÏÌÉÓ ÒÀÙÀÝ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ (ÓáÅÀÂÅÀÒÀÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ÚÏÅÄËÉ ÌÖáÔÉ ÀÁÓÏ-
ËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖË ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ).

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.5.1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ.
ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÓÒÖËÆÏÌÉÀÍÉ A ÓÉÌÒÀÅËÄ (Ä.É. A ∈ S ÃÀ µ(X\A) =
0), ÒÏÌÄËÆÄÝ ν ÌÖáÔÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÏÈ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÈ, ÒÏÝÀ µ ÃÀ
ν ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖË ÆÏÌÄÁÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ. ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ
ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÆÄ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÌÖáÔÉÓ ÑÏÒÃÀÍÉÓ
ÃÀÛËÀÓ ÃÀ ÓÉÅÒÝÄÓ ÃÀÅÚÏ×È ÈÅËÀÃÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÍÀßÉËÄÁÀÃ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ
ÈÉÈÏÄÖËÆÄ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ µ ÃÀ ν ×ÖÍØÝÉÄÁÉ.

ÚÏÅÄËÉ n ∈ N-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ν−nµ ÌÖáÔÉ ÃÀ ÌÉÓÉ äÀÍÉÓ ÃÀÛËÀ -
(An, Bn), ÓÀÃÀÝ An ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ Bn ÊÉ - ÃÀÃÄÁÉÈÉ. A-ÈÉ
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ An ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ, áÏËÏ B-ÈÉ - Bn ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ
ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ. ÝáÀÃÉÀ, A ÃÀ B ÖÒÈÉÄÒÈÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ν(B) ≥ nµ(B) ÛÄ×ÀÓÄÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n-ÓÈÅÉÓ,
ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ µ(B) = 0.

ÅÈØÅÀÈ, E ∈ S, E ⊂ A ÃÀ µ(E) = 0. ÌÀÛÉÍ E =
∪∞
n=1(E ∩ An)

ÃÀ ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ, ν(E ∩ An) ≤ nµ(E ∩ An) ≤ nµ(E) = 0. ÛÄÃÄÂÀÃ,
ν(E)=0. ÀÌÉÈ ÃÀÅÀÃÂÉÍÄÈ, ÒÏÌ A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ν ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ
µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ ν ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ A ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÈÖ
(E ⊂ X \A,E ∈ S) ⇒ ν(E) = 0.

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ν ÌÖáÔÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÓ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ
(ÀÙÍÉÛÅÍÀ: ν ⊥ µ), ÈÖ ν ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÍÖËÆÏÌÉÀÍ ÒÀÉÌÄ
A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ (ÍÀá. 15.2).

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÌÖáÔÉ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÏÓ ÀÁÓÏ-
ËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, ÂÀÒÃÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀ, ÒÏÝÀ ÉÓ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏ-
ËÉÀ. ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÏÁÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄ-
ÔÏÁÉÓ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ ÝÍÄÁÀÓ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÉáÀÔÄÁÀ ÉÌÀÛÉ, ÒÏÌ ÈÖ ν ⊥ µ,
ÌÀÛÉÍ ν ÌÖáÔÉ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÙÄÁÖËÏÁÃÄÓ ÌáÏËÏÃ
ÉÌ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ, ÒÏÌÄËÈÀ µ ÆÏÌÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.
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ÍÀá. 15.2.

ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÌÖáÔÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.5.2. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ.
ÌÀÛÉÍ ν ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÂÆÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

ν = νa + νs,

ÓÀÃÀÝ νa ÃÀ νs ÀÒÉÀÍ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÄ-
ÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÐÉÒÅÄËÉ ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, ÌÄÏÒÄ ÊÉ
ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 15.5.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ µ-Ó ÌÉáÄÃÅÉÈ ÓÒÖË-
ÆÏÌÉÀÍÉ A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÆÄÝ ν ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ νa ÃÀ νs ÌÖáÔÄÁÉ:

νa(E) = ν(E ∩A) (E ∈ S),

νs(E) = ν(E ∩ (X \A)) (E ∈ S).

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ: 1) ν = νa + νs; 2) νa ÃÀ νs ÀÒÉÀÍ σ-
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ; ÃÀ 3) νa ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ. ÂÀÒÃÀ
ÀÌÉÓÀ, νs ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ µ-Ó ÌÉáÄÃÅÉÈ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ X \A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ,
ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, νs ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉÀ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ. ÀÌÉÈ ÓÀÓÖÒÅÄËÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ
ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ.

ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀÓ. ÝÍÏÁÉËÉ ÓØÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÏÈ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÈ, ÒÏÝÀ µ ÃÀ ν ÛÄÌÏÓÀ-
ÆÙÅÒÖËÄÁÉ ÀÒÉÀÍ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ν̂a ÃÀ ν̂s ÌÖáÔÄÁÉ ÀÂÒÄÈÅÄ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ
ν-Ó ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÈáÏÅÍÉË ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ÌÀÛÉÍ µ-Ó ÌÉáÄÃÅÉÈ ÍÖËÉ
ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÏÒÉÅÄ νa ÃÀ ν̂a ÌÖáÔÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ
(ÌÀÈÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ). ÄÓ ÊÉ, νa+ νs = ν̂a+ ν̂s ÔÏËÏÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÉßÅÄÅÓ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ νs ÃÀ ν̂s ÌÖáÔÄÁÉ ÔÏË ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-
ÁÄÁÓ ÙÄÁÖËÏÁÄÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ,
ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ, νs ÃÀ ν̂s ÌÖáÔÄÁÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ,
ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÉßÅÄÅÓ νs ÃÀ ν̂s ÌÖáÔÄÁÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ,
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ÔÏËÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ νa ÃÀ ν̂a ÌÖáÔÄÁÉÝ. ÀÌÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ ÃÀ
ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÌÖáÔÉÓ ÃÀÛËÀÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔ ÃÀ ÓÉÍÂÖËÀÒÖË ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÀÃ
ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀÛËÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.5.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 15.5.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÃÀÍ ÍÀÈËÀÃ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ:

• ÈÖ ν ÌÖáÔÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ νa ÃÀ νs ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉÝ
ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÉÀÍ;

• ÈÖ ν ÌÖáÔÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÏÌÀÓ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ νa ÃÀ νs ÊÏÌÐÏÍÄÍ-
ÔÄÁÉÝ ÀÂÒÄÈÅÄ ÆÏÌÄÁÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ.

ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ ν ÀÒÉÓ S ÊËÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. A ∈ S ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ν ÌÖáÔÉÓ A-ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ ÅÖßÏÃÏÈ
ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË νA ÌÖáÔÓ:

νA(E) = ν(E ∩A) (E ∈ S).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.5.2. ÈÄÏÒÄÌÀ 15.5.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ
ÉØÍÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ: X ÓÉÅÒÝÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÚÏÈ ÓÒÖËÆÏÌÉÀÍ ÃÀ ÍÖË-
ÆÏÌÉÀÍ ÍÀßÉËÄÁÀÃ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÐÉÒÅÄËÆÄ ÌÖáÔÉÓ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ ÀÁÓÏËÖ-
ÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄÆÄ ÊÉ - ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, µ ÃÀ ν ÆÏÌÄÁÉÀ S-ÆÄ ÃÀ ν ⊥ µ. ÉÐÏÅÄÈ
dν

d(µ+ν)
.

2. ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ ν ÌÖáÔÉÀ S-ÆÄ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ν− ⊥ ν+.
3. ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, µ, ν ÃÀ λ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÄÁÉÀ S-ÆÄ

ÃÀ ν ⊥ µ, λ ⊥ µ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ν + λ ⊥ µ.
4. ÅÈØÅÀÈ, θ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ν ÀÒÉÓ θ-ÈÉ ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉ-

ÄÓÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ,
áÏËÏ µ ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ [0, 1] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÆÄ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ν ⊥ µ.

§ 6. ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀÛËÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓÈÅÉÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÚÏÅÄËÉ
ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÅÈØÅÀÈ, ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ÌÀÛÉÍ

P = {x ∈ X : ν({x}) ̸= 0}
ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÓØÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒ-
ÂËÏÈ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÈ, ÒÏÝÀ ν ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÀ.
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Pn = {x ∈ X : ν({x}) ≥ 1/n} (n ∈ N).
ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ Pn-ÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÈÀ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ nν(X)

ÒÉÝáÅÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, P =
∪∞
n=1 Pn ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ P

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÌÖáÔÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÖßÚÅÄÔÉ, ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÛÄÃÉÓ ÌÉÓÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÛÉ ÃÀ ÌÀÓÆÄ ÌÖáÔÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÌÖáÔÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ, ÈÖ ÉÓ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

ÅÈØÅÀÈ, ν ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÌÖáÔÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÀÅÌÏÚÒÉËÉÀ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ
ÈÅËÀÃ A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÈÖ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÓ ÂÀÃÀÅÍÏÌÒÀÅÈ: A =

{ak : k ∈ N ⊂ N} ÃÀ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ pk = ν({ak}), ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ,
ÒÏÌ

ν(E) =
∑

k: ak∈E∩A

pk (E ∈ S).

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.1-ÃÀÍ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.2. ÅÈØÅÀÈ, (X, S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÚÏÅÄËÉ
ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÅÈØÅÀÈ, ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ,

P = {x ∈ X : ν({x}) ̸= 0}.
ÌÀÛÉÍ ν ÌÖáÔÉÓ P -ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉÀ, áÏËÏ X\P -ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ
ÊÉ ÖßÚÅÄÔÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.3. ÅÈØÅÀÈ, (X,S) ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÚÏ-
ÅÄËÉ ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÅÈØÅÀÈ, ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ÌÀÛÉÍ ν ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÂÆÉÈ
ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

ν = νc + νd,

ÓÀÃÀÝ νc ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÌÖáÔÉ, áÏËÏ νd ÊÉ - ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, P = {x ∈ X : ν({x}) ̸= 0}. ÌÀÛÉÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ
15.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, νc = νX\P ÃÀ νd = νP ÌÖáÔÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ßÀÒÌÏÃ-
ÂÄÍÉÓÈÅÉÓ ÓÀàÉÒÏ ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ÀÓÄ ÒÏÌ, ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÒÜÄÁÀ ßÀÒÌÏÃ-
ÂÄÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ. ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÏÈ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÈ, ÒÏÝÀ ν ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉÀ (ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÆÄ). ÃÀÅÖÛÅÀÈ,
ν̂c ÃÀ ν̂d ÌÖáÔÄÁÉ ÀÓÄÅÄ ÉÞËÄÅÉÀÍ ÓÀÓÖÒÅÄË ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ. ÌÀÛÉÍ νc ÃÀ ν̂c
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ÌÖáÔÄÁÉ ÌÀÈÉ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÍÖËÉÓ ÔÏË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÌÉÉÙÄÁÄÍ ÚÏÅÄË
ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÛÄÃÄÂÀÃ, νc + νd = ν̂c + ν̂d ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ,
νd ÃÀ ν̂d ÌÖáÔÄÁÉ ÔÏË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÌÉÉÙÄÁÄÍ ÚÏÅÄË ÄÒÈÄËÄÌÄÍÔÉÀÍ
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ, νd ÃÀ ν̂d ÌÖáÔÄÁÉÓ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉ-
ÍÄÁÉÈ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÌÀÈ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÔÏËÏÁÀÓ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÔÏËÉ
ÉØÍÄÁÉÀÍ νc ÃÀ ν̂c ÌÖáÔÄÁÉÝ. ÀÌÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, ÒÏÌËÉÓ ÆÏÌÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÃÀ ÅÈØÅÀÈ,
ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÓÀÌÀÒ-
ÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ:

• ÈÖ ν ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ, ÌÀÛÉÍ ν ÖßÚÅÄÔÉÀ;
• ÈÖ ν ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ν ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉÀ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ.

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÄÍ, ÒÏÌ ÖßÚÅÄÔÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ
ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀÛËÀ ÄØÅÄÌÃÄÁÀÒÄÁÀ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÃÀÆÖÓÔÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.4. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÀ, ÒÏÌËÉÓ ÆÏÌÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ, ÃÀ ÅÈØÅÀÈ, ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ÌÀÛÉÍ ÓÉÅÒÝÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÚÏÈ ÓÀÌ ßÚÅÉË-
ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÆÏÌÀÃ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÃ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÐÉÒÅÄËÆÄ ν
ÌÖáÔÉÓ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ, ÌÄÏÒÄÆÄ -
ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ, áÏËÏ ÌÄÓÀÌÄÆÄ ÊÉ - ÃÉÓÊÒÄ-
ÔÖËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 15.5.2 ÛÄÍÉÛÅÍÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ
A ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ νA ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ, áÏËÏ νX\A ÊÉ -
ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ. ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓÉÌÒÀÅËÄ

P = {x ∈ X : ν({x}) ̸= 0}.

ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ P ⊂ X \ A. ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ νX\A ÌÖáÔÉÓ P -
ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉÀ, áÏËÏ (X \ P )-ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ ÊÉ - ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ
ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ:

1) νX\A ÌÖáÔÉÓ P -ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ ÖÃÒÉÓ νP -Ó;
2) νX\A-Ó (X \ P )-ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ ÖÃÒÉÓ νX\(A∪P )-Ó.
ÀÌÒÉÂÀÃ, A, X\(A∪P ) ÃÀ P ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÂÅÀÞËÄÅÄÍ ÓÉÅÒÝÉÓ ÓÀÞÉÄÁÄË

ÃÀÛËÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.5. ÅÈØÅÀÈ, (X,S, µ) σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÀ, ÒÏÌËÉÓ ÆÏÌÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ, ÃÀ ÅÈØÅÀÈ, ν ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
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σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÖáÔÉ. ÌÀÛÉÍ ν ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÂÆÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏ-
ÅÀÃÂÉÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

ν = νa + νsc + νd,

ÓÀÃÀÝ νa, νsc ÃÀ νd ÀÒÉÀÍ S-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÌÖáÔÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÐÉÒÅÄËÉ ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ µ-Ó ÌÉ-
ÌÀÒÈ, ÌÄÏÒÄ - ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ µ-Ó ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ, áÏËÏ ÌÄÓÀÌÄ
ÊÉ - ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, A1, A2 ÃÀ A3 ÀÒÉÀÍ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀ
ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×ÉËÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.4-ÉÓ ÞÀËÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ
νa = νA1 , νsc = νA2 ÃÀ νd = νA3 ÌÖáÔÄÁÉ ÌÏÂÅÝÄÌÄÍ ν ÌÖáÔÉÓ ÓÀÓÖÒÅÄ-
ËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ. ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÒÜÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ
ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ν̂a, ν̂sc ÃÀ ν̂d ÌÖáÔÄÁÉ ÀÓÄÅÄ ÉÞËÄÅÉÀÍ ÓÀÓÖÒÅÄË
ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

νs = νsc + νd, ν̂s = ν̂sc + ν̂d.

ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ ν = νa + νs ÃÀ ν̂ = ν̂a + ν̂s. ÀáËÀ ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ νs
ÃÀ ν̂s ÌÖáÔÄÁÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÏÁÀÓ, ÈÄÏÒÄÌÀ 15.5.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ,
ÒÏÌ νa = ν̂a ÃÀ νs = ν̂s. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, νs ÌÖáÔÉÓÀÃÌÉ ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.3-ÉÓ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÔÏËÏÁÄÁÓ: νsc = ν̂sc ÃÀ νd = ν̂d. ÀÌÉÈ ßÀÒ-
ÌÏÃÂÄÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.6.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 15.6.5-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÃÀÍ ÍÀÈËÀÃ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ:

• ÈÖ ν ÌÖáÔÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ νa, νsc ÃÀ νd ÊÏÌÐÏ-
ÍÄÍÔÄÁÉÝ ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÉÀÍ;

• ÈÖ ν ÌÖáÔÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÏÌÀÓ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ νa, νsc ÃÀ νd
ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉÝ ÀÂÒÄÈÅÄ ÆÏÌÄÁÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ.

§ 7. ÝÅËÀÃÉÓ ÛÄÝÅËÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ

ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ φ ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ T ÓÉÌÒÀÅËÉ-
ÃÀÍ X ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÌÏØÌÄÃÉ ÁÉÄØÝÉÀ (ÍÀá. 15.3).

ÍÀá. 15.3.
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φ ÁÉÄØÝÉÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÆÏÌÉÓ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÈ ÀÙÅàÖÒÅÏÈ
T ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÊÄÒÞÏÃ, φ−1(S) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ {φ−1(A) : A ∈ S}
ÊËÀÓÉ, áÏËÏ µ ◦ φ ÜÀÍÀßÄÒÉÈ - φ−1(S) ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

(µ ◦ φ)(φ−1(A)) = µ(A) (A ∈ S).

ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ φ−1(S) ÊËÀÓÉ ÀÒÉÓ σ-ÀËÂÄÁÒÀ, áÏËÏ µ◦φ
×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.7.1. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ φ ÀÒÉÓ
ÒÀÉÌÄ T ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ X ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÌÏØÌÄÃÉ ÁÉÄØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ f ◦ φ ∈ L(T, µ ◦ φ) ÃÀ∫

X
fdµ =

∫
T
(f ◦ φ)d(µ ◦ φ).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. Ω-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ∈ L(X,µ)

×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÊÅÍÀ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄ-
ÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ:

1) Ω ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ∈ S, µ(A) < ∞, ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉ-
ÀÈÄÁÄË ×ÖÍØÝÉÀÓ;

2) Ω ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÛÄÊÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÓÊÀËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ
ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÏÒÉ ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, Ω ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ
ÌÀÒÔÉÅ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ f ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ Ω ÊËÀÓÉ ÛÄÉÝÀÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ f ∈ L(X,µ)

×ÖÍØÝÉÀÓ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÖÛÖÀËÏÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ

7.5.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá. ÀÂÒÄÈÅÄ, ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.5.1) ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅ ÀÒÀÖÀÒÚÏ-
×ÉÈ fn ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÌÀÛÉÍ (fn ◦φ) ÉØÍÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈ ×ÖÍ-
ØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f ◦ φ
×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ÃÀ ÃÀÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ:∫

X

fndµ =

∫
T

(fn ◦ φ)d(µ ◦ φ) (n ∈ N).

ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ fn ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÌÀÒÔÉÅÉÀ (X, S, µ) ÓÉÅÒÝÄÓÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ,
áÏËÏ fn ◦ φ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÊÉ - (T, φ−1(S), µ ◦ φ) ÓÉÅÒÝÄÓÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ.
ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÆÏÌÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ
ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ËÄÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ (fn) ÃÀ (fn ◦ φ) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄ-
ÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ f ◦ φ ×ÖÍØÝÉÀ (µ ◦ φ)-ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ
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ÔÏËÏÁÀ: ∫
X

fdµ =

∫
T

(f ◦ φ)d(µ ◦ φ).

ÛÄÃÄÂÀÃ, f ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ω ÊËÀÓÓ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ 15.7.1 ÃÀ 15.4.1 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.7.1. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÀÍÀËÉÆÉ ÝáÀÃÚÏ×Ó, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 15.7.1-
ÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ, ÒÏÝÀ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÂÀÍ ÍÀÝÅËÀÃ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓÀ, ÌÏÉÈáÏÅÄÁÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÏÁÀ ÃÀ
ÆÏÌÀÃÏÁÀ. ÊÄÒÞÏÃ, ÀÌ ÓÉÔÖÀÝÉÀÛÉ f ◦φ ÉØÍÄÁÀ ÆÏÌÀÃÉ (µ◦φ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ)
ÃÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ

∫
X
fdµ =

∫
T
(f ◦φ)d(µ◦φ) ÔÏËÏÁÀ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÀÅÈ, ÒÏÌ

ÉÂÉÅÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÈØÅÀÓ ÀÌ ÃÀ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÓáÅÀ ÈÄÏÒÄÌÄÁÆÄÝ
ÝÅËÀÃÉÓ ÛÄÝÅËÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.7.2. ÅÈØÅÀÈ, (X, S, µ) ÃÀ (T,H, ν) ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ,
áÏËÏ φ ÀÒÉÓ T -ÃÀÍ X-ÛÉ ÌÏØÌÄÃÉ ÁÉÄØÝÉÀ. ÈÖ H = φ−1(S) ÃÀ
ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ µ ◦ φ ÆÏÌÉÓ ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ
ν ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ,
ÒÏÌ (f ◦ φ)d(µ◦φ)dν ∈ L(T, ν) ÃÀ∫

X
fdµ =

∫
T
(f ◦ φ)d(µ ◦ φ)

dν
dν.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.7.3. ÅÈØÅÀÈ, X ÃÀ T ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÀ
Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ, áÏËÏ φ : T → X ÀÓÀáÅÀ ÀÒÉÓ ÃÉ×ÄÏÌÏÒ×ÉÆÌÉ. ÌÀÛÉÍ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(X,m) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ (f ◦φ)Jφ ∈ L(T,m)

ÃÀ ∫
X

f(x)dm(x) =

∫
T

f [φ(t)] |Jφ(t)| dm(t).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÉÉÙÄÁÀ ËÄ-
ÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÉÈ X ÃÀ T ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ, Ä.É. ÓÀÖÁÀÒÉÀ (X, S, µ) ÃÀ
(T,H, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÆÄ, ÓÀÃÀÝ S = L ∩X,µ = mX ,H = L ∩ T ÃÀ ν = mT .

φ ÃÀ φ−1 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.5-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖ-
ËÏÁÈ, ÒÏÌ µ ◦ φ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄ ÄÌÈáÅÄÅÀ ν ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ
ÀÒÄÓ (Ä.É. φ−1(S) = H). ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÊÅËÀÅ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.6.5-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄ-
ÍÄÁÉÈ (ÀÌÑÀÌÀÃ, ÌáÏËÏÃ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ), ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
µ ◦ φ ÆÏÌÉÓ ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ν ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÒÏÌÄËÉÝ
|Jφ| ×ÖÍØÝÉÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 15.7.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ
ÓÀàÉÒÏ ÃÀÓÊÅÍÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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§ 8. ÝÅËÀÃÉÓ ÛÄÝÅËÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ
(ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ)

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÄÍ, ÒÏÌ ÄÒÈÂÀÍÆÏ-
ÌÉËÄÁÉÀÍ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ
ÃÀÓÀÛÅÄÁÉÀ ÝÅËÀÃÉÓ ÛÄÝÅËÀÈÀ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ ÊËÀÓÉ, ÅÉÃÒÄ ÀÌÀÓ ÖÆÒÖÍ-
ÅÄËÚÏ×Ó ÈÄÏÒÄÌÀ 15.7.3. ÊÄÒÞÏÃ, ÝÅËÀÃÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÃ ÃÉ×ÄÏÌÏÒ×ÉÆÌÄÁÉÓ
ÌÓÂÀÅÓÀÃ, ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÀÔÄÁÉÈ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÀÍ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.8.1. ÅÈØÅÀÈ, X ÃÀ T ÒÀÉÌÄ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÄÁÉÀ, áÏËÏ φ : T → X ÀÒÉÓ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ φ−1 ×ÖÍØÝÉÀ ÀÓÄÅÄ ÀÁÓÏËÖ-
ÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(X) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ,
ÒÏÌ (f ◦ φ)φ′ ∈ L(T ) ÃÀ∫

X

f(x)dm(x) =

∫
T

f [φ(t)]φ′(t)dm(t).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÉÉÙÄÁÀ ËÄÁÄ-
ÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÉÈ X ÃÀ T ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÆÄ, Ä.É. ÓÀÖÁÀÒÉÀ (X, S, µ) ÃÀ
(T,H, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÆÄ, ÓÀÃÀÝ S = L ∩X,µ = mX ,H = L ∩ T ÃÀ ν = mT .

φ ÃÀ φ−1 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.5-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,
ÒÏÌ µ◦φ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄ ÄÌÈáÅÄÅÀ ν ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÓ (Ä.É.
φ−1(S) = H). ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÊÅËÀÅ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.5-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (ÀÌÑÀÌÀÃ,
ÌáÏËÏÃ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ) ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ µ◦φ ÆÏÌÉÓ ÒÀÃÏÍ-
ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ν ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÒÏÌÄËÉÝ φ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÔÏËÉÀ.
ÀØÄÃÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 15.7.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÓÀàÉÒÏ ÃÀÓÊÅÍÀÓ. ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 15.8.1-ÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.8.2. ÅÈØÅÀÈ, X ÃÀ T ÒÀÉÌÄ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÄÁÉÀ, áÏËÏ φ : T → X ÀÒÉÓ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(X) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ,
ÒÏÌ (f ◦ φ)φ′ ∈ L(T ) ÃÀ∫

X

f(x)dm(x) =

∫
T

f [φ(t)]φ′(t)dm(t).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.8.1. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (X, S, µ) ÃÀ (T,H, ν) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ
ÌÉÉÙÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÉÈ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, X ÃÀ T ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÆÄ.
ÈÄÏÒÄÌÀ 15.8.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÈÀÅÓ ÉÜÄÍÓ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÓÉÒÈÖËÄ. ÂÀÍ-
ÓáÅÀÅÄÁÉÈ ßÉÍÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀÂÀÍ, ÖÊÅÄ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ
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ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ µ ◦ φ ÆÏÌÉÓ ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ φ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÔÏËÉÀ. ÊÄÒÞÏÃ, φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÖÊÅÄ ÀÙÀÒ ÀÒÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÉÌÉÓ
ÓÀÜÅÄÍÄÁËÀÃ, ÒÏÌ µ ◦φ ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄ ÄÌÈáÅÄÅÀ ν ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÉÓ ÀÒÄÓ (Ä.É. φ−1(S) = H). ÀØ ÖÛÖÀËÏÃ ÌÉÉÙÄÁÀ ÌáÏËÏÃ φ−1(S) ⊃
H ÜÀÒÈÅÀ. ÒÏÂÏÒÝ ØÅÄÌÏÈ ÅÍÀáÀÅÈ, ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÉÒÈÖËÉÓ ÂÀÃÀËÀáÅÀ
áÄÒáÃÄÁÀ X ÃÀ T ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ „ÃÀÅÉßÒÏÅÄÁÉÈ“.

ËÄÌÀ 15.8.1. ÅÈØÅÀÈ, X ÃÀ T ÒÀÉÌÄ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÀ,
áÏËÏ φ : T → X ÀÒÉÓ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ A ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ
f−1(A) ßÉÍÀÓÀáÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: f−1(A) = E1∪E2, ÓÀÃÀÝ
E1 ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, áÏËÏ E2 ÛÄÃÉÓ {φ′ = 0}
ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ ÁÏÒÄËÉÓ ÊËÀÓÉÓ A∗ ÃÀ
A∗ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: A∗ ⊂ A ⊂ A∗ ÃÀ |A∗| = |A| = |A∗|.
ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÐÏÅÏÈ
ÜÀÊÄÔÉËÉ Fn ÃÀ ÙÉÀ Gn ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ Fn ⊂ A ⊂ Gn
ÃÀ |A| − 1/n < |Fn| ≤ |A| ≤ |Gn| < |A| + 1/n. ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ,
ÒÏÌ A∗ =

∪
n Fn ÃÀ A∗ =

∩
nGn ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÓÀàÉÒÏ

ÌÏÈáÏÅÍÄÁÓ.
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ E∗ = f−1(A∗), E = f−1(A) ÃÀ E∗ = f−1(A∗). ÝáÀÃÉÀ,

E∗ ⊂ E ⊂ E∗. φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÃÀÅÀÓ-
ÊÅÍÉÈ E∗ ÃÀ E∗ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÏÁÀÓ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏ-
ÒÄÌÀ 13.3.5-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ |A∗| =

∫
E∗
φ′ ÃÀ |A∗| =

∫
E∗ φ

′.

ÛÄÃÄÂÀÃ,
∫
E∗
φ′dm =

∫
E∗ φ

′dm. ÀØÄÃÀÍ, φ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÏÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ φ′(t) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ E∗ \ E∗
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ (Ä.É. (E∗\E∗)\{φ′ = 0} ÀÒÉÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ). ÛÄÃÄÂÀÃ,
E \E∗ ⊂ E∗ \E∗ ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÌÏ, (E \E∗)\{φ′ = 0} ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉØÍÄÁÀ ÍÖËÉ
ÆÏÌÉÓ.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ E1 = E∗∪((E\E∗)\{φ′ = 0}) ÃÀ E2 = (E\E∗)∩{φ′ = 0}.
ÝáÀÃÉÀ, ÀÓÄÈÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ E1 ÃÀ E2 ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ
ÓÀàÉÒÏ ÌÏÈáÏÅÍÄÁÓ. ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.8.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÃÀÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ 13.3.5-ÉÓ ÞÀËÉÈ, T ({φ′ = 0}) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ

T ({φ′ = 0}) =
∫
{φ′=0}

φ′ = 0.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

X1 = X \ T ({φ′ = 0}), T1 = T \ {φ′ = 0}.
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ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (X1,S1, µ1) ÃÀ (T1,H1, ν1) ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÉÉÙÄÁÀ ËÄ-
ÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÉÈ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, X1 ÃÀ T1 ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÏØÌÄÃÄÁÉÓÀÓ T1 ÃÀ X1 ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ
ÀÒÉÀÍ ÖÒÈÉÄÒÈÝÀËÓÀáÀ ÈÀÍÀÃÏÁÀÛÉ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ËÄÌÀ 15.8.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, X1-
ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ A ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓ φ−1(A) ßÉÍÀÓÀáÄ ÀÒÉÓ ÀÓÄÅÄ ÆÏÌÀÃÉ.
ÀÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÈÖ φ1 ÃÀ φ′

1 ÜÀÍÀßÄÒÄÁÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ
φ ÃÀ φ′ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÄÁÓ T1 ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 13.3.5-ÉÓ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ µ1 ◦φ1 ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄ ÄÌÈáÅÄÅÀ ν1
ÆÏÌÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÓ (Ä.É. φ−1

1 (S1) = H1) ÃÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ µ1 ◦ φ1 ÆÏÌÉÓ
ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ν1 ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÒÏÌÄËÉÝ φ′

1 ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÔÏËÉÀ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 15.7.2-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
g ∈ L(X1) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ,∫

X1

g(x)dm(x) =

∫
T1

g[φ1(t)]φ
′
1(t)dm(t). (1)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(X) ×ÖÍØÝÉÀ. ÈÖ g-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀÓ X1 ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÌÀÛÉÍ (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ ∫

X1

f(x)dm(x) =

∫
T1

f [φ(t)]φ′(t)dm(t). (2)

ÝáÀÃÉÀ, ∫
T

f [φ(t)]φ′(t)dm(t) =

∫
T1

f [φ(t)]φ′(t)dm(t), (3)

áÏËÏ T ({φ′ = 0}) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÉÓ ÂÀÌÏ,∫
X

f(x)dm(x) =

∫
X1

f(x)dm(x). (4)

(2)− (4) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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È À Å É 16

ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

ÀÌ ÈÀÅÛÉ ÛÄÉÓßÀÅËÄÁÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄ-
ÌÏÙÄÁÖËÉ ÉÚÏ È. ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÌÉÄÒ 1894 ß. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄ-
ÂÒÀËÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÄÁÉ ÀØÅÓ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ ÀÍÀËÉÆÛÉ, ÌÄØÀÍÉÊÀÛÉ,
ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ ×ÉÆÉÊÀÛÉ, ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ ÀÍÀËÉÆÓÀ ÃÀ ÀËÁÀÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ.

§ 1. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ ÃÀ
ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, f ÃÀ φ ÀÒÉÀÍ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉ. [a, b]-Ó ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

σf,φ(P, ξ) =

n∑
k=1

f(ξk)[φ(xk)− φ(xk−1)].

σf,φ(P, ξ) ãÀÌÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ
ãÀÌÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ I ÒÉÝáÅÉ ÀÒÉÓ σf,φ(P, ξ) ãÀÌÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ, ÒÏÝÀ
ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ λ(P ) ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÀÊÄÍ (ÜÀÍÀßÄÒÉ: I =

lim
λ(P )→0

σf,φ(P, ξ)), ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ
ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|σf,φ(P, ξ)− I| < ε.

lim
λ(P )→0

σf,φ(P, ξ) ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ f ×ÖÍ-

ØÝÉÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ φ ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÀÍ ÊÉÃÄÅ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍ-
ÔÄÂÒÀËÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ (ÌÉÓÉ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ) ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ

∫
[a,b]

fdφ ÀÍ
∫
[a,b]

f(x)dφ(x)



ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÃ ÌÉÉÜÍÄÅÀ lim
λ(P )→0

σf,φ(P, ξ) ÆÙÅÀ-

ÒÉ.
ÝáÀÃÉÀ, φ(x) = x (x ∈ [a, b]) ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀ-

ËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ.
ØÅÄÌÏÈ ÚÅÄËÂÀÍ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ [a, b] ⊂ R ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÀ,

áÏËÏ f ÃÀ φ - [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.1.1.
∫
[a,b] fdφ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ
δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀ
(P ′, ξ′) ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÈÀ ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉ ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ,
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|σf,φ(P, ξ)− σf,φ(P
′, ξ′)| < ε. (1)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÍÀßÉËÉ ÝáÀ-
ÃÉÀ. ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÐÉÒÏÁÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÏÁÉÓ ÂÀÌÏÌáÀÔÅÄËÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ. ÌÏÍÉÛ-
ÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓ ((Pn, ξn)) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄÈÍÀÉÒÀÃ, ÒÏÌ:
lim
n→∞

λ(Pn) = 0. ÌÀÛÉÍ, (1) ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, σf,φ(Pn, ξn) ãÀÌÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅ-

ÒÏÁÀ ÉØÍÄÁÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ, ÊÒÄÁÀÃÉ ÒÀÉÌÄ I ÒÉÝáÅÉÓÀÊÄÍ.
ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ

lim
λ(P )→0

σf,φ(P, ξ) = I. (2)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0. ÅÉÐÏÅÏÈ δ > 0, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÛÄÓÒÖËÄÁÖ-
ËÉÀ (1) ÐÉÒÏÁÀ. ÀÓÄÅÄ ÅÉÐÏÅÏÈ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ n, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ
ÐÉÒÏÁÄÁÉ: λ(Pn) < δ ÃÀ |σf,φ(Pn, ξn)−I| < ε. ÌÀÛÉÍ δ-ÆÄ ÌÝÉÒÄ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ
ÌØÏÍÄ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

|σf,φ(P, ξ)−I| ≤ |σf,φ(P, ξ)−σf,φ(Pn, ξn)|+ |σf,φ(Pn, ξn)−I| < ε+ε = 2ε.

ÀÌÉÈ (2) ÔÏËÏÁÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
ÈÄÏÒÄÌÀ 16.1.2. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ:

• ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
∫
[a,b] fdφ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ c ÒÉÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒ-

ÓÄÁÏÁÄÍ
∫
[a,b](cf)dφ ÃÀ

∫
[a,b] fd(cφ), ÀÌÀÓÈÀÍ,∫

[a,b]
(cf)dφ =

∫
[a,b]

fd(cφ) = c

∫
[a,b]

fdφ;

• ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ
∫
[a,b] f1dφ ÃÀ

∫
[a,b] f2dφ, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÍ-

ÔÄÂÒÀËÉ
∫
[a,b](f1 + f2)dφ ÃÀ∫

[a,b]
(f1 + f2)dφ =

∫
[a,b]

f1dφ+

∫
[a,b]

f2dφ;
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• ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ
∫
[a,b] fdφ1 ÃÀ

∫
[a,b] fdφ2, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÍ-

ÔÄÂÒÀËÉ
∫
[a,b] fd(φ1 + φ2) ÃÀ∫

[a,b]
fd(φ1 + φ2) =

∫
[a,b]

fdφ1 +

∫
[a,b]

fdφ2.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.1.2-ÉÓ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÖÛÖÀËÏÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 16.1.1. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄÝ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,

∫
(a,∞)

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ

ÒÏÂÏÒÝ lim
a′→a, b′→∞

∫
[a′,b′]

fdφ ÆÙÅÀÒÉ, ÀÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌ-

ÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 16.1.2. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÛÄÌÏÙÄ-
ÁÖËÉ ÉØÍÀÓ ÌÒÀÅÀËÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ. ÅÈØÅÀÈ, I ÀÒÉÓ ÂÀÃÀÖÂÅÀ-
ÒÄÁÄËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉ Rn ÓÉÅÒÝÄÛÉ, áÏËÏ f ÃÀ φ ÌÀÓÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ.∫
I
fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ãÀÌÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ:

σf,φ(P, ξ) =

m∑
k=1

f(ξk)∆(φ, Ik),

ÓÀÃÀÝ (P, ξ) ÀÒÉÓ I-Ó ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, I1, . . . , Im ÀÒÉÀÍ P ÃÀÍÀßÉ-
ËÄÁÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ, áÏËÏ ∆(φ, Ik) ÊÉ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÛÄÒÄÖË ÓáÅÀÏÁÀÓ Ik ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÜÅÄÍ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÄÁÉÈ ÄÒÈÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÍáÉËÅÉÈ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, φ ÃÉÒÉáËÄÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ
∫
[a,b]

fdφ

ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌáÏËÏÃ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌ-
ÈáÅÄÅÀÛÉ.

2. ÀÀÂÄÈ ÛÄÌÏÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ f ÃÀ φ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ ÀÒÓÄÁÏÁÓ∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.

3. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ
∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ∫
[a,b]

|f |dφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ.
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§ 2. ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.2.1. ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
∫
[a,b] fdφ, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

∫
[a,b] φdf

ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:∫
[a,b]

φdf = (fφ)|ba −
∫
[a,b]

fdφ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀ-
ßÉËÄÁÀ (P, ξ), ÓÀÃÀÝ P = (x0, . . . , xn) ÃÀ ξ = (ξ1, . . . , ξn). ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

σφ,f (P, ξ) = φ(ξ1)[f(x1)− f(x0)] + φ(ξ2)[f(x2)− f(x1)] + · · ·
+φ(ξn−1)[f(xn−1)− f(xn−2)] + φ(ξn)[f(xn)− f(xn−1)] =

= −f(x0)φ(ξ1)− f(x1)[φ(ξ2)− φ(ξ1)]− · · ·
−f(xn−1)[φ(ξn)− φ(ξn−1)] + f(xn)φ(ξn).

ÈÖ ÌÉÙÄÁÖË ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÓ ÃÀÅÖÌÀÔÄÁÈ ÃÀ ÂÀÌÏÅÀÊËÄÁÈ

f(x0)φ(x0)− f(xn)φ(xn) = f(a)φ(a)− f(b)φ(b)

ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÓ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ,

σφ,f (P, ξ) = [f(b)φ(b)− f(a)φ(a)]−

−
{
f(x0)[φ(ξ1)− φ(x0)] + f(x1)[φ(ξ2)− φ(ξ1)] + · · ·+

+f(xn−1)[φ(ξn)− φ(ξn−1)] + f(xn)[φ(xn)− φ(ξn)]
}
= (fφ)|ba − σ. (1)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ x0 < ξ1 < ξ2 < · · · < ξn < xn ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, σ ãÀÌÉ ÖÛÖÀËÏÃ ßÀÒÌÏÂÅÉÃÂÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ σf,φ(Q, η) ÓÀáÉÓ
ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ãÀÌÉ. ÊÄÒÞÏÃ, σ = σf,φ(Q, η), ÓÀÃÀÝ Q = (x0, ξ1, . . . ,

ξn, xn) ÃÀ η = (x0, x1, . . . , xn). ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, x0, ξ1, . . . , ξn, xn ÓÀÓÒÖË ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÀÛÉ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÌÄÆÏÁÄËÉ ßÄÅÒÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ ÄÌÈáÅÄÏÃÄÓ.
ÀÌÀÓÈÀÍ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÓÀÌÉ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ßÄÅÒÉÓ ÃÀÌÈáÅÄÅÀ ÅÄÒ
ÌÏáÃÄÁÀ (ÍÀá. 16.1).

ÍÀá. 16.1.

ÈÖ ÌáÄÃÅÄËÏÁÀÛÉ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÀÌ ÏÒ ×ÀØÔÓ ÃÀ σ ãÀÌÛÉ ÀÒ ÂÀÅÉÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÄÁÈ ξ1 = x0, ξk = ξk−1 ÃÀ ξn = xn ÔÉÐÉÓ ÃÀÌÈáÅÄÅÄÁÉÓ ÂÀÌÏ
ÂÀÍÖËÄÁÖË ßÄÅÒÄÁÓ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
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σ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ σf,φ(Q, η) ÓÀáÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ãÀÌÉ, ÓÀÃÀÝ
λ(Q) ≤ 2λ(P ). ÀØÄÃÀÍ, (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÀÃ ÅÀÓÊÅÍÉÈ
ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 16.2.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 16.2.1-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,
∫
[a,b]

fdφ ÃÀ
∫
[a,b]

φdf

ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÀÍ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, θ ÀÒÉÓ ÊÀÍÔÏÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
∫
[0,1]

xdθ(x)

ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÃÀ ÉÐÏÅÄÈ ÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ.
2. ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

∫
[0,1]

θ(1 − x)dθ(x) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÃÀ ÉÐÏÅÄÈ

ÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ.

§ 3. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÏÁÀ

ÅÈØÅÀÈ, [c, d] ÀÒÉÓ [a, b]-Ó ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉ, áÏËÏ (P, ξ)

- ÌÉÓÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. ÀÓÄÈ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÙ-
ÍÉÛÅÍÄÁÉ: ∫

[c,d]

fdφ =

∫
[c,d]

f |[c,d] dφ|[c,d],

σf,φ(P, ξ) = σf |[c,d],φ|[c,d](P, ξ).

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÏÍÉÛÍÖË (P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ [c, d] ⊂ [a, b]

ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉÓ (Q, η) ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÅÓÄÁÀ, ÈÖ P ÃÀ ξ ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÄÁÉÓ ÉÓ ßÄÅÒÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÃÉÀÍ [c, d] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÛÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÄÌ-
ÈáÅÄÅÉÀÍ Q ÃÀ η ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÓ. ÉÂÉÅÄ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ
(Q, η) ÀÒÉÓ (P, ξ) ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀ [c, d] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.3.1. ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
∫
[a,b] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

[c, d] ⊂ [a, b] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
∫
[c,d] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0. ÛÄÂÅÉÞËÉÀ 16.1.1 ÈÄÏÒ-
ÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÉÐÏÅÏÈ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀ (P ′, ξ′) ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÈÀ ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉ
ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|σf,φ(P, ξ)− σf,φ(P
′, ξ′)| < ε. (1)

ÅÈØÅÀÈ, [c, d] ⊂ [a, b]. [c, d] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (Q, η)

ÃÀ (Q′, η′) ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÈÀ λ(Q) ÃÀ λ(Q′) ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉ
ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ

|σf,φ(Q, η)− σf,φ(Q
′, η′)| < ε. (2)
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ÛÄÃÄÂÀÃ, 16.1.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ,
∫
[c,d]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÃÀÌÔÊÉ-

ÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ.
ÛÄÅÀÅÓÏÈ (Q, η) ÃÀ (Q′, η′) ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍ-

ÔÉÓ ÌÏÍÉÛÍÖË (P, ξ) ÃÀ (P ′, ξ′) ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÀÌÃÄ, ÉÓÄ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÌÉ ÐÉÒÏÁÀ:

a) P ÃÀ P ′ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÓ [c, d] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÂÀÒÄÈ ÌÃÄÁÀÒÄ ßÄÅÒÄÁÉ
ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ÀØÅÈ;

b) ξ ÃÀ ξ′ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÓ [c, d] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÂÀÒÄÈ ÌÃÄÁÀÒÄ ßÄÅÒÄÁÉ
ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ÀØÅÈ;

c) λ(P ) ÃÀ λ(P ′) ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉ δ-ÆÄ ÌÝÉÒÄÀ.

ÌÀÛÉÍ, a) ÃÀ b) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ,

σf,φ(P, ξ)− σf,φ(P
′, ξ′) = σf,φ(Q, η)− σf,φ(Q

′, η′).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ c) ÐÉÒÏÁÉÓÀ ÃÀ (1) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÅÉÙÄÁÈ (2) ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.3.2. ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
∫
[a,b] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

c ∈ (a, b) ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ
∫
[a,c] fdφ ÃÀ

∫
[c,b] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀ-

ËÄÁÉ, ÀÌÀÓÈÀÍ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:∫
[a,b]

fdφ =

∫
[a,c]

fdφ+

∫
[c,b]

fdφ. (3)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ.
∫
[a,c]

fdφ ÃÀ
∫
[c,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÖÆÒÖÍ-

ÅÄËÚÏ×ÉËÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 16.3.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ. ÀÓÄ ÒÏÌ, ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÂÅÒÜÄÁÀ
(3) ÔÏËÏÁÀ.

ÚÏÅÄËÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ m-ÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÒÀÉÌÄ
(Pm, ξm) ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ c ÛÄÃÉÏÃÄÓ Pm ÃÀÍÀ-
ßÉËÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÛÉ ÃÀ λ(Pm) ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÉÚÏÓ 1/m-ÆÄ
ÌÝÉÒÄ. (Qm, ηm)-ÉÈ ÃÀ (Tm, ζm)-ÉÈ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ (Pm, ξm)

ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÄÁÉ [a, c] ÃÀ [c, b] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÄÁÆÄ. ÌÀÛÉÍ
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ:

σf,φ(Pm, ξm) = σf,φ(Qm, ηm) + σf,φ(Tm, ζm), (4)

λ(Qm) ≤ λ(Pm) < 1/m, λ(Tm) ≤ λ(Pm) < 1/m. (5)

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (5) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ ÃÀ (4) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÂÀÃÀÅÀËÈ
ÆÙÅÀÒÆÄ, ÒÏÝÀ m → ∞, ÌÀÛÉÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ (3) ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ. �
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 16.3.1.
∫
[a,c]

fdφ ÃÀ
∫
[c,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÃÀÍ,

ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ

ÌÀÂÀËÉÈÓ ÂÅÀÞËÄÅÄÍ [−1, 1] ÓÄÂÌÄÔÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ÃÀ φ
×ÖÍØÝÉÄÁÉ:

f(x) =

{
0, ÈÖ x ∈ [−1, 0],

1, ÈÖ x ∈ (0, 1];

φ(x) =

{
0, ÈÖ x ∈ [−1, 0),

1, ÈÖ x ∈ [0, 1].

ÌÀÒÈËÀÝ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ
∫
[−1,0]

fdφ ÃÀ
∫
[0,1]

fdφ ÉÍÔÄÂ-

ÒÀËÄÁÉ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ÃÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÀÒÉÀÍ. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÈÖ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ
[−1, 1]-ÉÓ ÉÓÄÈ ÌÏÍÉÛÍÖË (P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÓ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ 0 ßÀÒ-
ÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÒÀÉÌÄ [xk−1, xk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÓ, ÌÀÛÉÍ
σf,φ(P, ξ) ãÀÌÉ ÂÀÌÏÅÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ [xk−1, xk]-
ÃÀÍ ÀÒÜÄÖËÉ ξk ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ ÍÖËÉÓ ÌÀÒÝáÍÉÅ ÃÀ ÂÀÌÏÅÀ 1-ÉÓ ÔÏËÉ,
ÒÏÝÀ ξk ÀÒÉÓ ÍÖËÉÓ ÌÀÒãÅÍÉÅ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÂÀÌÏ, ÀÒ ÉÀÒÓÄÁÄÁÓ

∫
[−1,1]

fdφ

ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.

ÒÏÂÏÒÝ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÐÉÒÏÁÄ-
ÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓÀÓ,

∫
[a,c]

fdφ ÃÀ
∫
[c,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÃÀÍ ÂÀ-

ÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.3.3. ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ
∫
[a,c] fdφ ÃÀ

∫
[c,b] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ

ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ c-Ó ÒÀÉÌÄ ÌÉÃÀÌÏÛÉ,
áÏËÏ φ ÖßÚÅÄÔÉÀ c-ÛÉ, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

∫
[a,b] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ η > 0 ÃÀ M > 0

ÒÉÝáÅÄÁÉ ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ

|f(x)| ≤M, ÒÏÝÀ x ∈ (c− η, c+ η).

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ I =
∫
[a,c]

fdφ+
∫
[c,b]

fdφ.
∫
[a,c]

fdφ ÃÀ
∫
[c,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀ-

ËÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓÀ ÃÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ c-ÛÉ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃ-
ÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ ∈ (0, η) ÒÉÝáÅÉ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÏÒ ÐÉÒÏÁÀÓ:

1) |σf,φ(P, ξ) − I| < ε, ÚÏÅÄËÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÏÍÉÛÍÖË
(P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀÓ ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ: λ(P ) < δ ÃÀ c ßÄÒÔÉËÉ ÛÄÃÉÓ P -Ó
ÛÄÌÀÃÂÄÍÄË ßÄÒÔÉËÈÀ ÛÏÒÉÓ;

2) |φ(x)− φ(c)| < ε, ÈÖ |x− c| < δ.
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ÅÈØÅÀÈ, (P, ξ) ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ: λ(P ) < δ ÃÀ c ßÄÒÔÉËÉ ÀÒ ÛÄÃÉÓ P -Ó ÛÄÌÀÃÂÄÍÄË ßÄÒÔÉË-
ÈÀ ÛÏÒÉÓ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË ÓÄÂÌÄÍÔÈÀ ÛÏÒÉÓ ÉÓ
[xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ c ßÄÒÔÉËÓ. ÝáÀÃÉÀ, xk−1 < c < xk.
[xk−1, c] ÃÀ [c, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÃÀÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÀÅÉÒÜÉÏÈ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, t ÃÀ
τ ßÄÒÔÉËÄÁÉ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P ′, ξ′) ÃÀÍÀßÉËÄ-
ÁÀ, ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: P ′ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÀ P ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
ßÄÅÒÈÀ ÛÏÒÉÓ c ßÄÒÔÉËÉÓ ÜÀÌÀÔÄÁÉÈ, áÏËÏ ξ′ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÀ ξ

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÃÀÍ ξk ßÄÅÒÉÓ ÀÌÏÊËÄÁÉÈ ÃÀ ÌÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ t ÃÀ τ

ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÜÀÌÀÔÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

σf,φ(P, ξ)− σf,φ(P
′, ξ′) = f(ξk)[φ(xk)− φ(xk−1)]−

−f(t)[φ(c)− φ(xk−1)]− f(τ)[φ(xk)− φ(c)] =

= [f(ξk)− f(t)][φ(c)− φ(xk−1)] + [f(ξk)− f(τ)][φ(xk)− φ(c)].

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, δ ÒÉÝáÅÉÓ ÛÄÒÜÄÅÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÃÀÅ-
ßÄÒÏÈ,

|σf,φ(P, ξ)− I| ≤ |σf,φ(P, ξ)− σf,φ(P
′, ξ′)|+ |σf,φ(P ′, ξ′)− I| ≤ (4M +1)ε.

ÀÌÒÉÂÀÃ, λ(P ) < δ ÐÉÒÏÁÉÓ ÃÀÌÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄËÉ, ÍÄÁÉÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ
(P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|σf,φ(P, ξ)− I| ≤ (4M + 1)ε.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ
∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ I ÒÉÝáÅÉÓ

ÔÏËÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

16.3.3 ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ 16.2.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÉÙÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖ-
ËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.3.4. ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ
∫
[a,c] fdφ ÃÀ

∫
[c,b] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ

ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ f ÖßÚÅÄÔÉÀ c-ÛÉ, áÏËÏ φ ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉÀ c-Ó ÒÀÉÌÄ ÌÉÃÀÌÏÛÉ, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

∫
[a,b] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, f ÃÀ φ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÀØÅÈ ÓÀÄÒÈÏ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ φ ÛÄ-
ÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.
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§ 4. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ, ÒÏÝÀ f
ÖßÚÅÄÔÉÀ, áÏËÏ φ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ

ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÄÁÉ, ÖÌÈÀÅÒÄÓÀÃ,
ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓÈÀÍ, ÒÏÝÀ φ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ,
ÀÍÀÝ ÆÒÃÀÃÉÀ. ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÓÀÁÀÆÉÓÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÀ ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄ-
ÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.4.1. ÅÈØÅÀÈ, φ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ.
ÌÀÛÉÍ

∫
[a,b] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉ-

ÉÓÀÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÊÒÉ-
ÔÄÒÉÖÌÉ ÃÀÒÁÖÓ ÔÉÐÉÓ ãÀÌÄÁÉÓ ÔÄÒÌÉÍÄÁÛÉ.

ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ, áÏËÏ φ ÊÉ - ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ. [a, b]
ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P = (x0, x1, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ:

σf,φ(P ) =

n∑
k=1

Mk[φ(xk)− φ(xk−1)],

σf,φ(P ) =

n∑
k=1

mk[φ(xk)− φ(xk−1)],

ÓÀÃÀÝ Mk ÃÀ mk, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÀÒÉÀÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÃÀ ÉÍ×ÉÌÖÌÉ
[xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. σf,φ(P ) ÃÀ σf,φ(P ) ãÀÌÄÁÓ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÖßÏÃÄÁÄÍ
ÃÀÒÁÖ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ãÀÌÄÁÓ. ÝáÀÃÉÀ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ (P, ξ)

ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

σf,φ(P ) ≤ σf,φ(P, ξ) ≤ σf,φ(P ).

ÀÌÀÓÈÀÍ, σf,φ(P ) ÃÀ σf,φ(P ) ãÀÌÄÁÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ξ-Ó ÌÉáÄÃ-
ÅÉÈ ÀÙÄÁÖË ÓÖÐÒÄÌÖÌÓÀ ÃÀ ÉÍ×ÉÌÖÌÓ σf,φ(P, ξ) ãÀÌÄÁÉÓÀ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ,
ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÉ P1 ÃÀ P2 ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,

σf,φ(P1) ≤ σf,φ(P2).

ÀÌ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÀáÀË P ÃÀÍÀßÉËÄÁÀÆÄ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ ÒÏÂÏÒÝ P1, ÀÓÄÅÄ P2, ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.4.2. ÅÈØÅÀÈ, φ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ f
×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ

∫
[a,b] fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀ-

ÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ
[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ
ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

σf,φ(P )− σf,φ(P ) < ε.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ,
∫
[a,b]

fdφ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ I ÒÉÝáÅÉÓ ÔÏËÉÀ. ÂÀÍÅÉ-

áÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ [a, b]

ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÐÀÒÀ-
ÌÄÔÒÉ ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

I − ε

4
< σf,φ(P, ξ) < I +

ε

4
. (1)

ÈÖ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ σf,φ(P, ξ) ãÀÌÄÁÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÓ ÃÀ ÉÍ×ÉÌÖÌÓ ξ-Ó ÌÉÌÀÒÈ,
ÌÀÛÉÍ (1)-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÐÀÒÀ-
ÌÄÔÒÉ δ-ÆÄ ÌÝÉÒÄÀ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

I − ε

4
≤ σf,φ(P ) ≤ σf,φ(P ) ≤ I +

ε

4
.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÍÀßÉËÉÓ
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ.

ÀáËÀ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÄÏÒÄ ÍÀßÉËÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÆÄ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ,
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÓÀ-
ÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

σf,φ(P )− σf,φ(P ) < ε. (2)

(2)-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ

supσf,φ(P ) = inf σf,φ(P ).

ÓÀÃÀÝ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÃÀ ÉÍ×ÉÌÖÌÉ ÀÉÙÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÌÉ-
áÄÃÅÉÈ.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ I = supσf,φ(P ). ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ δ ÒÉÝáÅÉ ÀÅÉÙÏÈ
ÉÂÉÅÄ, ÒÀÝ (2) ÛÄ×ÀÓÄÁÀÛÉÀ. ÌÀÛÉÍ (2)-ÉÓ ÃÀ

σf,φ(P ) ≤ σf,φ(P, ξ) ≤ σf,φ(P ), σf,φ(P ) ≤ I ≤ σf,φ(P )

ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄ-
ÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀÓ:
|σf,φ(P, ξ)−I| < ε. ÀÌÉÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ, ÒÏÌ

∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

ÃÀ I-Ó ÔÏËÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.4.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÚÏÅÄËÉ
×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÏÒÉ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÌÉÔÏÌ ÆÏ-
ÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ φ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, f ×ÖÍØÝÉÀ
ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÝÀÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ,
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

(x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ) ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.
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ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÈÖ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ P =

(x0, x1, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ δ-ÆÄ ÌÝÉÒÄÀ, ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄ-
ËÉ k-ÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ Mk − mk ≤ ε ÛÄ×ÀÓÄÁÀ, ÓÀÃÀÝ Mk ÃÀ mk,
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÀÒÉÀÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ ÃÀ ÉÍ×ÉÌÖÌÉ [xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.
ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÅßÄÒÈ,

σf,φ(P )− σf,φ(P ) =

n∑
k=1

(Mk −mk)(φ(xk)− φ(xk−1)) ≤

≤
n∑
k=1

ε(φ(xk)− φ(xk−1)) = ε(φ(b)− φ(a)).

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 16.4.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ
∫
[a,b]

fdφ ÉÍ-

ÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ Rφ([a, b])-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÊËÀÓÉ, ÒÏÌÄËÉÝ φ-Ó ÌÉÌÀÒÈ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄ-
ÁÀÃÉÀ.∫

[a,b]
fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÓÀÊÉÈáÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂ-

ÍÀÉÒÀÃ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ: ÌÏÝÄÌÖËÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÅÀáÀÓÉÀÈÏÈ
Rφ([a, b]) ÊËÀÓÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.4.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÈÖ φ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ, ÌÀÛÉÍ
C([a, b]) ⊂ Rφ([a, b]). ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÀÝ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÌÏÂÅÚÀÅÓ ÃÀÖÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ: ÈÖ C([a, b]) ⊂ Rφ([a, b]), ÌÀÛÉÍ φ ÛÄÌÏÓÀÆ-
ÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ.

ÀÌ ÈÀÅÉÓ ÌÄÒÅÄ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÜÅÄÍ ÊÉÃÄÅ ÄÒÈáÄË ÃÀÅÖÁÒÖÍÃÄÁÉÈ ÓÀÊÉÈáÓ
Rφ([a, b]) ÊËÀÓÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 16.4.1. ÈÄÏÒÄÌÀ 16.4.1-ÃÀÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ 16.2.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉ-
ÍÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ

∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ f

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓÀÀ, áÏËÏ φ ÖßÚÅÄÔÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 16.4.2. ×. ÒÉÓÓ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÞÀËÆÄ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ ÀÍÀËÉÆÛÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÌÀÍ ÃÀÀÌÔÊÉ-
ÝÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ C([a, b]) ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ßÒ×ÉÅÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ (Éá. ÌÀÂ., [26],
ÈÀÅÉ VI, §6): C([a, b]) ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ A ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÉÓÀÈÅÉÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• A ÀÒÉÓ ßÒ×ÉÅÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ;
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• A ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÒÀÉÌÄ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ, Ä.É.

A(f) =

∫
[a,b]

fdφ (f ∈ C([a, b])).

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÀÀÂÄÈ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ f ÃÀ φ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÃÄÓ
∫
[a,b]

fdφ

ÉÍÔÄÂÒÀËÉ. ÌÉÈÉÈÄÁÀ: ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÈ 12.7.1 ÛÄÍÉÛÅÍÀÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÊÏÍÓÔÒÖØ-
ÝÉÀ.

2. ÅÈØÅÀÈ, φ ÀÒÀÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ. ÀÀÂÄÈ ÖßÚÅÄÔÉ f
×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.

3. ÅÈØÅÀÈ, φ1 ÃÀ φ2 ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ ÃÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ∫
[a,b]

fd(φ1+φ2). ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ
∫
[a,b]

fdφ1 ÃÀ
∫
[a,b]

fdφ2

ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ.
4. ÅÈØÅÀÈ, α > 0, β > 0 ÃÀ α + β > 1. f ÃÀ φ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ

ËÉ×ÛÉÝÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, α ÃÀ β ÌÀÜÅÄÍÄÁËÄÁÉÈ, Ä.É.

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α, |φ(x)− φ(y)| ≤ C|x− y|β (x, y ∈ [a, b]),

ÓÀÃÀÝ C ÒÀÉÌÄ ÌÖÃÌÉÅÉÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÃÀÓÊÅÍÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ,

ÀÒÀÀ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉ α + β > 1 ÐÉÒÏÁÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ α + β = 1 ÐÉÒÏÁÉÓ
ÛÄÓÒÖËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

§ 5. ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÍÉÛÍÉÓ
ØÅÄÛ

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.5.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:∣∣∣∣ ∫

[a,b]
fdφ

∣∣∣∣ ≤ max
[a,b]

|f | · Vφ([a, b]). (1)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀ-
ßÉËÄÁÀ (P, ξ), ÓÀÃÀÝ P = (x0, . . . , xn) ÃÀ ξ = (ξ1, . . . , ξn). ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

|σf,φ(P, ξ)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(ξk)[φ(xk)− φ(xk−1)]

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=1

|f(ξk)| |φ(xk)− φ(xk−1)| ≤

≤ max
[a,b]

|f | ·
n∑
k=1

|φ(xk)− φ(xk−1)| ≤ max
[a,b]

|f | · Vφ([a, b]).
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ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÌÉÉÙÄÁÀ (1) ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.5.2. ÅÈØÅÀÈ, φ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
ÈÖ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÖßÚÅÄÔÉ
f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ

lim
n→∞

∫
[a,b]

fndφ =

∫
[a,b]

fdφ. (2)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 16.5.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∣∣∣∣ ∫

[a,b]

fndφ−
∫
[a,b]

fdφ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
[a,b]

(fn − f)dφ

∣∣∣∣ ≤ max
[a,b]

|fn − f | · Vφ([a, b]).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ
(2) ÆÙÅÀÒÉÈ ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀØÅÄ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÓÀÛÖÀËÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.5.3. ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ, áÏËÏ φ ×ÖÍØÝÉÀ ÊÉ
ÆÒÃÀÃÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ξ ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ∫

[a,b]
fdφ = f(ξ)[φ(b)− φ(a)].

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀ-
ÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀÍÀ-
ßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

min
[a,b]

f · [φ(b)− φ(a)] ≤ σf,φ(P, ξ) ≤ max
[a,b]

f · [φ(b)− φ(a)].

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

min
[a,b]

f · [φ(b)− φ(a)] ≤
∫
[a,b]

fdφ ≤ max
[a,b]

f · [φ(b)− φ(a)].

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÓÀÞÉÄÁÄËÉ ξ ßÄÒÔÉËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÛÖÀËÄÃÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ä. äÄËÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.5.4. ÅÈØÅÀÈ, ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (φn)
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÚÏÅÄË x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ

sup
n∈N

Vφn
([a, b]) <∞.
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ÌÀÛÉÍ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ,

lim
n→∞

∫
[a,b]

fdφn =

∫
[a,b]

fdφ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ C = sup
n∈N

Vφn
([a, b]). ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÛÄÓÒÖ-

ËÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ Vφ([a, b]) ≤ C ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉ-
ÄÒÉ P = (x0, x1, . . . , xm) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

m∑
k=1

|φn(xk)− φn(xk−1)| ≤ Vφn
([a, b]) ≤ C.

ÈÖ ÀÌ ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÂÀÃÀÅÀËÈ ÆÙÅÀÒÆÄ, ÒÏÝÀ n→ ∞, ÌÉÅÉÙÄÁÈ,
m∑
k=1

|φ(xk)− φ(xk−1)| ≤ C.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ
Vφ([a, b]) ≤ C ÖÔÏËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÓÀ-
×ÖÞÅÄËÆÄ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P = (x0, x1, . . . , xm) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ
ÉÓÄÈÍÀÉÒÀÃ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË [xk−1, xk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒáÄÅÀ ÀÊÌÀÚÏ-
×ÉËÄÁÃÄÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

ωf ([xk−1, xk]) <
ε

3C
. (3)

ÈÉÈÏÄÖËÉ [xk−1, xk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÃÀÍ ÀÅÉÒÜÉÏÈ ξk = xk ßÄÒÔÉËÉ. ÀÓÄÈ-
ÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ (P, ξ) ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÅÀ×ÀÓÏÈ ÛÄÌ-
ÃÄÂÉ ÓáÅÀÏÁÄÁÉ:∫

[a,b]

fdφ− σf,φ(P, ξ),

∫
[a,b]

fdφn − σf,φn
(P, ξ).∫

[xk−1,xk]
dφ = φ(xk)−φ(xk−1) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ, ÈÄÏÒÄÌÀ 16.5.1-ÉÓ ÃÀ (3)

ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∣∣∣∣ ∫
[a,b]

fdφ−
m∑
k=1

f(xk)[φ(xk)− φ(xk−1)]

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ m∑
k=1

∫
[xk−1,xk]

fdφ−
m∑
k=1

f(xk)

∫
[xk−1,xk]

dφ

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ m∑
k=1

∫
[xk−1,xk]

[f − f(xk)]dφ

∣∣∣∣ ≤
≤

m∑
k=1

ωf ([xk−1, xk])Vφ([xk−1, xk]) <
ε

3C
Vφ([a, b]) ≤

ε

3
. (4)
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ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n-ÓÈÅÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:∣∣∣∣ ∫
[a,b]

fdφn −
m∑
k=1

f(xk)[φn(xk)− φn(xk−1)]

∣∣∣∣ < ε

3
. (5)

(φn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ N , ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -ÓÈÅÉÓ,∣∣∣∣ m∑

k=1

f(xk)[φ(xk)− φ(xk−1)]−
m∑
k=1

f(xk)[φn(xk)− φn(xk−1)]

∣∣∣∣ < ε

3
. (6)

ÓÀÁÏËÏÏÃ, (4 − 6) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n ≥ N -
ÓÈÅÉÓ, ∣∣∣∣ ∫

[a,b]

fdφ−
∫
[a,b]

fdφn

∣∣∣∣ < ε.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

§ 6. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ ÆÏÂÉÄÒÈ
ÊÏÍÊÒÄÔÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.6.1. ÈÖ φ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:∫

[a,b]
fdφ =

∫
[a,b]

fφ′,

ÓÀÃÀÝ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÀÙÄÁÖË
ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÖÍÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ

lim
λ(P )→0

σf,φ(P, ξ) =

∫
[a,b]

fφ′. (1)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ. f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀ-
ÌÏ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ δ-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÓÉÂÒÞÉÓ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ [c, d] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ,

ωf ([c, d]) < ε. (2)

ÅÈØÅÀÈ, (P, ξ) ÀÒÉÓ [a, b]-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌËÉÓ
ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ δ-ÆÄ ÌÝÉÒÄÀ. P ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÉÚÅÍÄÍ
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x0, x1 . . . , xn. ÌÀÛÉÍ, φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ
[xk−1, xk] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

φ(xk)− φ(xk−1) =

∫
[xk−1,xk]

φ′.

ÀÌ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,

σf,φ(P, ξ) =

n∑
k=1

f(ξk)[φ(xk)− φ(xk−1)] =

n∑
k=1

f(ξk)

∫
[xk−1,xk]

φ′.

ÛÄÃÄÂÀÃ, (2)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ, ÒÏÌ∣∣∣∣ ∫
[a,b]

fφ′ − σf,φ(P, ξ)

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ n∑
k=1

∫
[xk−1,xk]

fφ′ −
n∑
k=1

f(ξk)

∫
[xk−1,xk]

φ′
∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ n∑
k=1

∫
[xk−1,xk]

(f − f(ξk))φ
′
∣∣∣∣ ≤ n∑

k=1

∫
[xk−1,xk]

|f − f(ξk)||φ′| <

<

n∑
k=1

ε

∫
[xk−1,xk]

|φ′| = ε

∫
[a,b]

|φ′|.

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ, ε-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ (1)

ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ hφ(t) ÜÀÍÀßÄÒÉÈ ÀÙÅÍÉÛ-
ÍÏÈ ÌÉÓÉ ÍÀáÔÏÌÉ t ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÛÉ, Ä.É.

hφ(t) =


φ(a+ 0)− φ(a), ÈÖ t = a,

φ(t+ 0)− φ(t− 0), ÈÖ a < t < b,

φ(b)− φ(b− 0), ÈÖ t = b.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.6.2. ÅÈØÅÀÈ, φ ÀÒÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÚÅÄ-
ÔÀÓ ÂÀÍÉÝÃÉÓ tn ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:∫

[a,b]
fdφ =

∑
n

f(tn)hφ(tn).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÀÁÉãÉ I: ÅÈØÅÀÈ, φ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ßÚÅÄÔÉÓ
ßÄÒÔÉËÉ, Ä.É. φ-Ó ÀØÅÓ ÓÀáÄ: φ = Jt,l,r. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ (P, ξ)

ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ t ÀÒ ÛÄÃÉÏÃÄÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ßÄÒÔÉË-
ÈÀ ÛÏÒÉÓ. ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ,

σf,φ(P, ξ) = f(ξk)[φ(xk)− φ(xk−1)],
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ÓÀÃÀÝ [xk−1, xk] ÀÒÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÝÀÅÓ t ßÄÒ-
ÔÉËÓ. ÈÖ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ σf,φ(P, ξ) ãÀÌÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÓ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÔÉÐÉÓ (P, ξ)

ÌÏÍÉÛÍÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, ÒÏÝÀ λ(P ) → 0, ÀÃÅÉËÀÃ ÃÀÅÒßÌÖÍ-
ÃÄÁÉÈ, ÒÏÌ

∫
[a,b]

fdφ =


f(t)[φ(a+ 0)− φ(a)], ÈÖ t = a,

f(t)[φ(t+ 0)− φ(t− 0)], ÈÖ a < t < b,

f(t)[φ(b)− φ(b− 0)], ÈÖ t = b.

ÒÀÝ ÔÏË×ÀÓÉÀ ÔÏËÏÁÉÓ:∫
[a,b]

fdφ = f(t)hφ(t).

ÀÌÉÈ, ÂÀÍÓÀáÉËÀÅ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÍÀÁÉãÉ II: ÅÈØÅÀÈ, φ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ

ßÄÒÔÉËÄÁÉ: t1, . . . , tN . ÌÀÛÉÍ φ-Ó ÄØÍÄÁÀ ÓÀáÄ: φ =
∑N
n=1 Jtn,ln,rn . ÛÄÅÍÉÛ-

ÍÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ tn ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ,

hφ(tn) = hJtn,ln,rn
(tn) = ln + rn.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÆÄÌÏÈ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÞÀËÉÈ, ÃÀÅßÄÒÈ,∫
[a,b]

fdφ =

N∑
n=1

∫
[a,b]

f dJtn,ln,rn =

N∑
n=1

f(tn)hφ(tn).

ÀÌÉÈ, ÂÀÍÓÀáÉËÀÅ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÍÀÁÉãÉ III: ÅÈØÅÀÈ, φ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÈÅËÀÃÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ
ßÄÒÔÉËÄÁÉ: tn (n ∈ N). ÌÀÛÉÍ φ-Ó ÄØÍÄÁÀ ÓÀáÄ: φ =

∑∞
n=1 Jtn,ln,rn . ÀÙÅÍÉ-

ÛÍÏÈ

φN =

N∑
n=1

Jtn,ln,rn .

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ N ∈ N ÃÀ n ∈ 1, N ÉÍÃÄØÓÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,

hφN
(tn) = hJtn,ln,rn

(tn) = ln + rn = hφ(tn). (3)

ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉßÉÍÄÁÉÈ, (φN ) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÛÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, ÀÌÀÓÈÀÍ:

Vφ([a, b]) =

∞∑
n=1

(|ln|+ |rn|) <∞,

VφN
([a, b]) =

N∑
n=1

(|ln|+ |rn|) ≤
∞∑
n=1

(|ln|+ |rn|) (N ∈ N).
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ÓÀÉÃÀÍÀÝ, 16.5.4 ÈÄÏÒÄÌÉÓ, ÆÄÌÏÈ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÀ ÃÀ (3) ÔÏËÏÁÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÃÀÅßÄÒÈ,∫

[a,b]

fdφ = lim
N→∞

∫
[a,b]

fdφN = lim
N→∞

N∑
n=1

f(tn)hφN
(tn) =

∞∑
n=1

f(tn)hφ(tn).

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 16.6.1. ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 16.6.2-ÆÄ ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖ-
ËÄÁÀ: ÅÈØÅÀÈ, φ ÀÒÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÚÅÄÔÀÓ ÂÀÍÉÝÃÉÓ tn
ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÖßÚÅÄÔÉÀ tn ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:∫

[a,b]

fdφ =
∑
n

f(tn)hφ(tn).

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.6.3. ÅÈØÅÀÈ, P = (t0, . . . , tn) ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÒÀÉÌÄ
ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ k ∈ 1, n-ÓÀÈÅÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÀ (tk−1, tk) ÉÍÔÄÒÅÀ-
ËÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÄÌÈáÅÄÅÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÒÀÉÌÄ φk ×ÖÍØÝÉÀÓ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:∫

[a,b]
fdφ =

n∑
k=1

∫
[tk−1,tk]

fdφk +

n∑
k=0

f(tk)hφ(tk).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ P = (a, b). ÀÃÅÉËÉ ÃÀ-
ÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÆÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÃÉ-
ÝÉÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ.

ÝáÀÃÉÀ, φ1 ×ÖÍØÝÉÀ a ÃÀ b ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÌÉÉÙÄÁÓ φ(a+0)

ÃÀ φ(b− 0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ. ÛÄÃÄÂÀÃ, φ− φ1 ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄØÍÄÁÀ ÓÀáÄ:

(φ− φ1)(x) =


φ(a+ 0)− φ(a), ÈÖ x = a,

0, ÈÖ a < x < b,

φ(b)− φ(b− 0), ÈÖ x = b.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ,∫
[a,b]

fd(φ− φ1) = f(a)[φ(a+ 0)− φ(a)] + f(b)[φ(b)− φ(b− 0)].

ÓÀÉÃÀÍÀÝ,
∫
[a,b]

fdφ =
∫
[a,b]

fdφ1 +
∫
[a,b]

fd(φ−φ1) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉ-

ÍÄÁÉÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÓÀàÉÒÏ ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 16.6.3-ÃÀÍ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 16.6.4. ÅÈØÅÀÈ, φ ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÚÏÅÄË (a, x1), (x1, x2),
. . . , (xn, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:∫

[a,b]
fdφ = f(a)[φ(a+ 0)− φ(a)]+

+

n∑
k=1

f(xk)[φ(xk + 0)− φ(xk − 0)] + f(b)[φ(b)− φ(b− 0)].

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 16.6.2. ÆÄÌÏÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÖßÚÅÄÔÉ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ
∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄ-

ÅÄÁÛÉ, ÒÏÝÀ φ ÀÒÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ, ÀÍÀÝ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ, ÛÄÓÀ-
ÁÀÌÉÓÀÃ, ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄÊÒÄÁÉÓ
ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÆÄ.

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉË-
ÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÀÙÍÉÛÍÖË ÏÐ-
ÄÒÀÝÉÄÁÆÄ. ÀÓÄÈ ÓÉÒÈÖËÄÓ ÉßÅÄÅÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ.
ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÀ
ÉÛËÄÁÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ - Aφ, ÍÀáÔÏÌÈÀ - Jφ ÃÀ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ -
Sφ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ∫

[a,b]

fdφ =

∫
[a,b]

fdAφ +

∫
[a,b]

fdJφ +

∫
[a,b]

fdSφ.

ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ Sφ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÌÄÓÀÌÄ ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÉ, ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓÀÂÀÍ, ÀÒ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÀÒÝ
ËÄÁÄÂÉÓ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÃÀ ÀÒÝ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄÊÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉ-
ÄÁÆÄ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÉÐÏÅÄÈ
∫
[1,3]

x2dφ(x) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÓÀÃÀÝ φ(x) = 4, ÒÏÝÀ x = 1 ÃÀ

φ(x) = x3, ÒÏÝÀ 1 < x ≤ 3.
2. ÉÐÏÅÄÈ

∫
[−π,π]

(x+ 2)d(ex(sign(sinx)) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.

3. ÉÐÏÅÄÈ
∫
[0,π]

(x− 1)d(cosx sign x) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.
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§ 7. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ
ÛÄÃÀÒÄÁÀ

ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ φ ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ,∫
[a,b]

fdφ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÒÃÀ, ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ, ÂÀÍÅÉáÉ-

ËÏÈ
∫
[a,b]

fdmφ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÝ, Ä.É. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂ-

ÒÀËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.
ÉÓÄÅÄ ÒÏÂÏÒÝ ÒÉÌÀÍÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÉÓÌÉÓ

ÓÀÊÉÈáÉ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓÀ ÃÀ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÛÄÃÀÒÄÁÉÓ
ÛÄÓÀáÄÁ. ÀÌ ÓÀÊÉÈáÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7.1. ÅÈØÅÀÈ, φ ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÈÖ f ∈ Rφ([a, b]), ÌÀÛÉÍ f ∈ L([a, b],mφ) ÃÀ∫

[a,b]

fdmφ =

∫
[a,b]

fdφ.

ÅÈØÅÀÈ, φ ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÀ. f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ,
ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ = δf > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ
[c, d] ⊂ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÒÏÌËÉÓ ÓÉÂÒÞÄ ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ ÃÀ ÒÏÌÄËÆÄÝ φ

×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÀ ÌÖÃÌÉÅÉ.
ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,

ÚÏÅÄËÉ φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÉØÍÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÝ.
ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÖÝÉËÄÁËÀÃ

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ. ÉÂÉÅÄÓ ÅÄÒ ÅÉÔÚÅÉÈ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄ-
ÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÀÌÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ
ÌÖÃÌÉÅÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,

∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÍÖËÉÓ

ÔÏËÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ. ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓÀ, ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÏ×ÀØÝÄÅÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ËÄÌÀ 16.7.1. ÅÈØÅÀÈ, φ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈
Rφ([a, b]) ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ I =
∫
[a,b]

fdφ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÉÛÍÖËÉ (P, ξ) ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ
ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÍÀÊËÄÁÉÀ δ-ÆÄ, ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:

I − 1 < σf,φ(P, ξ) < I + 1. (1)

ÅÈØÅÀÈ, [c, d] ⊂ [a, b], d − c < δ ÃÀ φ(d) − φ(c) > 0. ÅÀÜÅÄÍÏÈ f -
ÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀ [c, d] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÒÉÈÀÝ ÝáÀÃÉÀ, ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ
ÉØÍÄÁÀ. P = (x0, . . . , xn) ÉÚÏÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÒÀÉÌÄ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ δ-ÆÄ ÍÀÊ-
ËÄÁÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÈ, ÒÏÌËÉÓ ÒÏÌÄËÉÙÀÝ ÏÒÉ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ßÄÅÒÉ c ÃÀ d
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ßÄÒÔÉËÄÁÓ ÄÌÈáÅÄÅÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÄÓ ßÄÅÒÄÁÉÀ xk−1 ÃÀ xk. ÛÄÌÃÄÂ ÃÀÅÖÛ-
ÅÀÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ: f ÀÒÀÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ
[c, d] = [xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÈÖ ξm (m ̸= k) ßÄÒÔÉËÄÁÓ ÃÀÅÀ×ÉØÓÉÒÄÁÈ,
áÏËÏ ξk ßÄÒÔÉËÓ ÌÉÅÝÄÌÈ ÈÀÅÉÓÖ×ËÄÁÀÓ [xk−1, xk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ, ÌÀÛÉÍ
ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ξk-Ó ÛÄÒÜÄÅÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ σf,φ(P, ξ) ãÀÌÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÂÀÅáÀÃÏÈ ÌÏÃÖËÉÈ ÒÀÂÉÍÃ ÃÉÃÉ. ÄÓ ÊÉ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ (1) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ.
ÌÉÙÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÌÀ 16.7.1-ÃÀÍ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ËÄÌÀ 16.7.2. ÅÈØÅÀÈ, φ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈
Rφ([a, b]) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P = (x0, . . . , xn)
ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË [xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÄÒÈ-
ÄÒÈÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÐÉÒÏÁÉÃÀÍ: 1) φ ÌÖÃÌÉÅÉÀ [xk−1, xk]-ÆÄ; 2) φ ÀÒÀÀ
ÌÖÃÌÉÅÉ [xk−1, xk]-ÆÄ ÃÀ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ [xk−1, xk]-ÆÄ.

ËÄÌÀ 16.7.3. ÅÈØÅÀÈ, φ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
ÈÖ φ ÌÖÃÌÉÅÉÀ [c, d] ⊂ [a, b] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÄÁÉ: f |[c,d] ∈ Rφ|[c,d]([c, d]), f |(c,d] ∈ L((c, d],mφ)

ÃÀ ∫
[c,d]

f |[c,d] dφ|[c,d] =
∫
(c,d]

f |(c,d] dmφ = 0.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. [c, d] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÖÃÌÉÅÏÁÉÓ ÂÀÌÏ,

mφ((c, d]) = φ(d)− φ(c) = 0.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, mφ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
A ⊂ (c, d] ÓÉÌÒÀÅËÄ mφ-ÆÏÌÀÃÉÀ ÃÀ mφ(A) = 0. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÖÛÖÀËÏÃ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (c, d]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÍÔÄÂÒÄ-
ÁÀÃÏÁÀ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ

∫
(c,d]

fdmφ = 0 ÔÏËÏÁÀ.

[c, d]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ
∫
[c,d]

fdφ ÉÍÔÄ-

ÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÃÀ ÍÖËÈÀÍ ÔÏËÏÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ ÌÏßÌÃÄÁÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉ-
ÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ËÄÌÀ 16.7.4. ÅÈØÅÀÈ, φ ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÀ, f ∈ Rφ([a, b]), áÏËÏ P = (x0, . . . , xn) ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ
ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ. ÈÖ ÚÏÅÄËÉ (xk−1, xk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

f |(xk−1,xk] ∈ L((xk−1, xk],mφ)

ÃÀ ∫
(xk−1,xk]

f |(xk−1,xk] dmφ =

∫
[xk−1,xk]

fdφ,
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ÌÀÛÉÍ f ∈ L([a, b],mφ) ÃÀ∫
[a,b]

fdmφ =

∫
[a,b]

fdφ.

ËÄÌÀ 16.7.4-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓÀ ÃÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖË ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ. ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÓÀàÉÒÏÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉ-
ÍÏÈ mφ({a}) = 0 ÔÏËÏÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÀÓÄÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ ÃÀÌÀáÀÓÉÀÈÄÁ-
ÄËÉÀ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÉÓÀÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ [c, d] ⊂ [a, b] ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÉ-
ÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÆÄÝ f ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÛÄÓÒÖËÄ-
ÁÖËÉÀ ÐÉÒÏÁÄÁÉ:

f |(c,d] ∈ L((c, d],mφ) ÃÀ

∫
(c,d]

f |(c,d]dmφ =

∫
[c,d]

fdφ.

ÛÄÃÄÂÀÃ, 16.7.2-16.7.4 ËÄÌÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ
ÉØÍÄÁÀ.

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÀ ÉÚÄÍÄÁÓ 9.1.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÓØÄ-
ÌÀÓ.

[c, d] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓ Pk = (xk,0, . . . , xk,2k) (k ∈ N) ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄÈÍÀÉÒÀÃ, ÒÏÌ:

1) λ(Pk) → 0 (k → ∞);
2) k-ÖÒÉ ÄÔÀÐÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (k+1)-Ä

ÄÔÀÐÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÏÒÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÓ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ Pk ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÃÀÒÁÖ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ãÀÌÄÁÉ:

Ωk =

2k∑
j=1

Mk,j [φ(xk,j)− φ(xk,j−1)], ωk =

2k∑
j=1

mk,j [φ(xk,j)− φ(xk,j−1)],

ÓÀÃÀÝ Mk,j ÀÒÉÓ f -ÉÓ ÓÖÐÒÄÌÖÌÉ [xk,j−1, xk,j ] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, áÏËÏ mk,j -
f -ÉÓ ÉÍ×ÉÌÖÌÉ ÉÂÉÅÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ
ÞÀËÉÈ, ∫

[c,d]

fdφ = lim
k→∞

Ωk = lim
k→∞

ωk.

uk ÃÀ lk ×ÖÍØÝÉÄÁÉ (c, d] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

uk(x) =Mk,j , lk(x) = mk,j (x ∈ (xk,j−1, xk,j ], j = 1, . . . , 2k).

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ uk ∈ L((c, d],mφ), lk ∈ L((c, d],mφ) ÃÀ∫
(c,d]

ukdmφ = Ωk,

∫
(c,d]

lkdmφ = ωk.
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ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ k-ÖÒÉ ÄÔÀÐÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (k + 1)-Ä ÄÔÀÐÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÏÒÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄ-
ÁÀÓ, ÀÃÅÉËÀÃ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ (lk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÊËÄÁÀÃÏÁÀÓÀ ÃÀ (uk)

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÒÃÀÃÏÁÀÛÉ. ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ

inf
[c,d]

f ≤ lk ≤ f |(c,d] ≤ uk ≤ sup
[c,d]

f (k ∈ N).

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ u ÃÀ l ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ
(uk) ÃÀ (lk) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍ ÆÙÅÀÒÓ, Ä.É. u(x) = lim

k→∞
uk(x)

ÃÀ l(x) = lim
k→∞

lk(x) (x ∈ (c, d]). u ÃÀ l ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÆÏÌÀÃÉ mφ ÆÏÌÉÓ

ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ:

inf
[c,d]

f ≤ l ≤ f |(c,d] ≤ u ≤ sup
[c,d]

f.

ÌÀÑÏÒÀÍÔÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅßÄÒÈ,∫
[c,d]

fdφ = lim
k→∞

Ωk = lim
k→∞

∫
(c,d]

ukdmφ =

∫
(c,d]

udmφ,∫
[c,d]

fdφ = lim
k→∞

ωk = lim
k→∞

∫
(c,d]

lkdmφ =

∫
(c,d]

ldmφ.

ÛÄÃÄÂÀÃ, ∫
(c,d]

(u− l)dmφ = 0,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ l(x) = u(x) ÔÏËÏÁÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÛÄÓÒÖËÄÁÀÓ
mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, mφ ÆÏÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ
ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ f |(c,d] ÀÒÉÓ ÆÏÌÀÃÉ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÃÀ f |(c,d] ÄÊÅÉÅÀËÄÍ-
ÔÖÒÉÀ u ÃÀ l ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ. ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ ÊÉ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ
ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÔÏËÏÁÀ: ∫

(c,d]

f |(c,d]dmφ =

∫
[c,d]

fdφ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÀÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7.1-ÉÓ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 16.4.1-ÉÓ ÛÄ-
ÃÄÂÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7.2. ÅÈØÅÀÈ, φ ÀÒÉÓ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ
×ÖÍØÝÉÀ. ÈÖ f ∈ C([a, b]), ÌÀÛÉÍ f ∈ L([a, b],mφ) ÃÀ∫

[a,b]

fdmφ =

∫
[a,b]

fdφ.

ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ, ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7.1-
ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÓ ÂÀÒÄÛÄ. ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÀÓÄÈÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, (Pk) ÀÒÉÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀÈÀ ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ lim

k→∞
λ(Pk) = 0.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÀÉÌÄ k ∈ N. x0, x1, . . . , xn ÉÚÏÓ Pk ÃÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ÛÄÌÀÃ-
ÂÄÍÄËÉ ßÄÒÔÉËÄÁÉ. fk-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ

f(x1), f(x2) . . . , f(xn)

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÙÄÁÖËÏÁÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ

[x0, x1], (x1, x2], . . . , (xn−1, xn]

ÌÏÍÀÊÅÄÈÄÁÆÄ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ fk ∈ L([a, b],mφ) ÃÀ∫
[a,b]

fkdmφ = f(x1)mφ([x0, x1])+

+f(x2)mφ((x1, x2]) + · · ·+ f(xn)mφ((xn−1, xn]).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, mφ({a}) = 0 ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÃÀÅßÄÒÈ,∫
[a,b]

fkdmφ =

n∑
i=1

f(xi)mφ((xi−1, xi]) =

=

n∑
i=1

f(xi)[φ(xi)− φ(xi−1)] = σf,φ(Pk, ξk), (2)

ÓÀÃÀÝ ξk-Ó ÒÏËÛÉ ÀÙÄÁÖËÉÀ (x1, . . . , xn) n-ÄÖËÉ.
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, f ÁÏÒÄËÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ, f

ÆÏÌÀÃÉÀ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈÀÝ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, f -ÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÞÀ-
ËÉÈ, ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ f ∈ L([a, b],mφ). ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (fk)

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÊÄÍ, (2)-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ
ÌÉÅÉÙÄÁÈ,∫

[a,b]

fdmφ = lim
k→∞

∫
[a,b]

fkdmφ = lim
k→∞

σf,φ(Pk, ξk) =

∫
[a,b]

fdφ.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, α > 0 ÃÀ β ∈ R. f ÃÀ φ ÀÒÉÀÍ [0, 1]-ÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀ-
ÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ: φ(x) = xα (x ∈ [0, 1]), f(0) = 0 ÃÀ f(x) = xβ (x ∈
(0, 1]). ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÈ, ÒÏÌ f ∈ Rφ([0, 1]) ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ
β ≥ 0.

2. ÅÈØÅÀÈ, φ ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ Rφ([a, b])
×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ.
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§ 8. ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.8.1. ÅÈØÅÀÈ, φ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍ-
ØÝÉÀÀ. f ×ÖÍØÝÉÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÐÉÒÏÁÀ:

• f ÀÒÉÓ φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ;
• f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ËÄÌÀ 16.8.1. ÅÈØÅÀÈ, φ ÆÒÃÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ
φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÖßÚÅÄÔÉÀ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ØÅÄÌÏÈ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉÈ ÃÀ ÃÀÓÊÅÍÄÁÉÈ. Pk (k ∈ N) ÉÚÏÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ
ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÍÉËÉÀ xk,0, . . . , xk,2k ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÂÀÍ, áÏËÏ
Π ÉÚÏÓ Pk (k ∈ N) ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉ-
ÌÒÀÅËÄ, Ä.É.

Π = {xk,j : k ∈ N, j = 0, . . . , 2k}.
φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ. ÀÌÉÓ

ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, Pk ÃÀÍÀßÉËÄÁÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ xk,j
ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ φ ÉÚÏÓ ÖßÚÅÄÔÉ.

φ-Ó ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÚÏÅÄËÉ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ mφ({x}) = 0.
ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ, ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ mφ(Π) = 0 ÔÏËÏÁÀ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ: f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ x ∈ [a, b] \ Π

ßÄÒÔÉËÛÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ l(x) = u(x). ÄÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ
ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÆÖÓÔÀÃ ÉÓÄÅÄ, ÒÏÂÏÒÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 9.2.1.

ÅÈØÅÀÈ, f ∈ Rφ([a, b]). ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ,
ÒÏÌ u(x) = l(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ (a, b]-ÆÄ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÀØÄÃÀÍ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ f ×ÖÍ-
ØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ [a, b] \ Π ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ mφ
ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÛÄÃÄÂÀÃ, mφ(Π) = 0 ÐÉÒÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, f ×ÖÍ-
ØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÉØÍÄÁÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ mφ ÆÏÌÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÀÌÉÈ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÉÓ ÍÀßÉËÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ.

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, f ÖßÚÅÄÔÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÅÀÜÅÄ-
ÍÏÈ, ÒÏÌ lim

k→∞
Ωk = lim

k→∞
ωk. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÂÅÄØÍÄÁÀ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ ÅÉÐÏÅÏÈ

ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÃÀÒÁÖ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÄÃÀ ÃÀ ØÅÄÃÀ ãÀÌÄÁÓ
ÛÏÒÉÓ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ ßÉÍÀÓßÀÒ ÃÀÓÀáÄËÄÁÖË ÒÉÝáÅÆÄ ÌÝÉÒÄ ÉØÍÄÁÀ. ÄÓ ÊÉ,
ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÍÉÛÍÀÅÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄ-
ÁÀÃÏÁÀÓ. ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ:
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i) u ÃÀ l ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÆÏÌÀÃÉÀ;
ii) ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, u(x) = l(x) ÔÏËÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ

[a, b] \Π ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.
ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ mφ(Π) = 0 ÐÉÒÏÁÀÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ u(x) = l(x)

ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀÓ (a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÛÉ mφ

ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÃÀÅßÄÒÈ,∫
(a,b]

udmφ =

∫
(a,b]

ldmφ.

ÀØÄÃÀÍ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ lim
k→∞

Ωk ÆÙÅÒÉÓ

ÔÏËÉÀ, áÏËÏ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÊÉ - lim
k→∞

ωk ÆÙÅÒÉÓÀ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ lim
k→∞

Ωk = lim
k→∞

ωk

ÔÏËÏÁÀÓ. ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

[c, d] ⊂ [a, b] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÌÉÃÀÌÏ ÅÖßÏÃÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÌÏÍÀÊÅÄÈÓ, ÒÏ-
ÌÄËÓÀÝ ÀØÅÓ ÓÀáÄ: (c− ε, d+ ε) ∩ [a, b].

ËÄÌÀ 16.8.2. ÅÈØÅÀÈ, φ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ φ-
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ P =
(x0, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ:

a) ÚÏÅÄË [xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ
ÐÉÒÏÁÉÃÀÍ: 1) φ ÌÖÃÌÉÅÉÀ [xk−1, xk]-ÆÄ; 2) φ ÀÒÀÀ ÌÖÃÌÉÅÉ [xk−1, xk]-
ÆÄ ÃÀ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ [xk−1, xk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖË ÌÉÃÀÌÏÛÉ;

b) φ ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ xk ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. δ ÉÚÏÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉ φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆ-
ÙÅÒÄÁÉÃÀÍ, Ä.É.

([c, d] ⊂ [a, b], d− c < δ, φ(d)− φ(c) > 0) ⇒ sup
[c,d]

|f | <∞. (1)

ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ
ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉÀ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ
P = (x0, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ δ-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÈ, ÒÏÌËÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄ-
ÍÄË xk ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ φ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ [xk−1, xk] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, ÒÏÌÄËÆÄÝ φ ÀÒÀÀ ÌÖÃÌÉ-
ÅÉ. ÈÖ [xk−1, xk] ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÓ [a, b]-Ó ÛÉÂÍÉÈ, ÌÀÛÉÍ ÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÌÝÉÒÄÃÉÈ
ÂÀÅÆÀÒÃÏÈ [xk−1 − ε, xk + ε] ÌÏÍÀÊÅÄÈÀÌÃÄ, ÉÓÄ, ÒÏÌ ÓÉÂÒÞÄ ÊÅËÀÅ δ-ÆÄ
ÍÀÊËÄÁÉ ÃÀÒÜÄÓ. ÌÀÛÉÍ, ÝáÀÃÉÀ, φ ÀÒ ÉØÍÄÁÀ ÌÖÃÌÉÅÉ [xk−1−ε, xk+ε]-ÆÄ ÃÀ
ÛÄÃÄÂÀÃ, (1)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ f -ÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀÓ (xk−1−ε, xk+
ε) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ. ÈÖ [xk−1, xk] ÀÒÉÓ ÊÉÃÖÒÀ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, Ä.É. [xk−1, xk] =

[a, x1] ÀÍ [xk−1, xk] = [xn−1, b], ÌÀÛÉÍ, ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ,
ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ f -ÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ [a, x1+ ε) ÀÍ (xn−1− ε, b]
ÓÀáÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ.
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ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.8.1-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, f ∈ Rφ([a, b]). ÌÀÛÉÍ, ËÄÌÀ
16.7.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ, f ÉØÍÄÁÀ φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ. ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ËÄÌÀ 16.8.2 ÃÀ
ÅÉÐÏÅÏÈ P = (x0, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ a) ÃÀ b) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ.

[xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÓ ÃÀÅÀÒØÅÀÈ ÐÉÒÅÄËÉ ÔÉÐÉÓ, ÈÖ ÌÀÓÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ a)
ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ ÃÀ ÃÀÅÀÒØÅÀÈ ÌÄÏÒÄ ÔÉÐÉÓ, ÈÖ ÌÀÓÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ
a) ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌÄÏÒÄ ÐÉÒÏÁÀ (Éá. ÍÀá. 16.2).

ÍÀá. 16.2.

ÈÖ [xk−1, xk] ÀÒÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÔÉÐÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÌÀÛÉÍ mφ((xk−1, xk]) = 0.
ÛÄÃÄÂÀÃ, (xk−1, xk) ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ f -ÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ
ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÅÈØÅÀÈ, [xk−1, xk] ÌÄÏÒÄ ÔÉÐÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉÀ. ÌÀÛÉÍ ËÄÌÀ 16.8.1-ÉÓ ÂÀ-
ÌÏÚÄÍÄÁÀ f |[xk−1,xk] ÃÀ φ|[xk−1,xk] ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÂÅÝÄÌÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ
ÃÀÅÀÓÊÅÍÀÈ, ÒÏÌ f ÖßÚÅÄÔÉÀ (xk−1, xk) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒ-
ÔÉËÛÉ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ (Ä.É. (xk−1, xk) ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ f -ÉÓ
ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ).

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ mφ({x0, . . . , xn}) = 0, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ
f -ÉÓ ÚÅÄËÀ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÖËÆÏÌÉÀÍÏÁÀÓ mφ-Ó ÌÉáÄÃÅÉÈ.
ÀÌÉÈ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÉÓ ÍÀßÉËÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ
ÖßÚÅÄÔÉ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÉÓÄÅÄ, ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ, ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ËÄÌÀ
16.8.2 ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ P = (x0, . . . , xn) ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ a) ÃÀ b) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ.
ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÔÉÐÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÆÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉÓ
ÌÓÂÀÅÓÀÃ.

ÈÖ [xk−1, xk] ÀÒÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÔÉÐÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉ, ÌÀÛÉÍ
∫
[xk−1,xk]

fdφ ÉÍ-

ÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÀÒÉÓ ËÄÌÀ 16.7.3-ÉÓ ÛÄÃÄÂÉ.
ÅÈØÅÀÈ, [xk−1, xk] ÀÒÉÓ ÌÄÏÒÄ ÔÉÐÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÉ. ÌÀÛÉÍ f |[xk−1,xk] ÃÀ

φ|[xk−1,xk] ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ËÄÌÀ 16.8.1-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

∫
[xk−1,xk]

fdφ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÚÏÅÄË [xk−1, xk] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
∫
[xk−1,xk]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀ-

ËÉ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 16.3.3-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÌÉÉÙÄÁÀ
∫
[a,b]

fdφ ÉÍÔÄÂÒÀ-

ËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ φ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÖÊÀÅÛÉ-
ÒÏÈ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀ. ÀÌÉÓÀÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ φ

×ÖÍØÝÉÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÝÅËÀÃÉ ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÒÉÈ: Tφ(x) = Vφ([a, x]). Tφ ÆÒÃÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÀÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6.5.2-ÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ ßÄÓÉÈ ÉÓ ßÀÒÌÏØÌÍÉÓ
ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ mTφ

ÆÏÌÀÓ. ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÆÏÌÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ mφ-ÈÉ.
ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 16.8.1-ÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÏÂ-

ÅÚÀÅÓ ÃÀÖÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.8.2. ÅÈØÅÀÈ, φ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ. f
×ÖÍØÝÉÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ
ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÏÒÉ ÐÉÒÏÁÀ:

• f ÀÒÉÓ φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ;
• f ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ mφ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, φ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ Tφ ÀÒÉÓ ÌÉÓÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ
ÝÅËÀÃÉ ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÒÉÈ. ÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ f ∈ Rφ([a, b]) ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ
ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ f ∈ RTφ([a, b]).

§ 9. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ

ØÅÄÌÏÈ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ (X, S, µ) ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÀ.

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÂÀÌÏÓÀáÀÅÓ ÂÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.9.1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉ-
ÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÀ: ∫

X

|f |dµ = −
∫
(0,∞)

t dFf (t).

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.9.1-Ó ÜÅÄÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂÉ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÃÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.9.2. ÅÈØÅÀÈ, Φ : (0,∞) → (0,∞) ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÀÃ ßÀÒ-
ÌÏÄÁÀÃÉ ÃÀ ÌÊÀÝÒÀÃ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, Φ(0) = 0 ÃÀ lim

t→∞
Φ(t) = ∞
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ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ Φ(L)(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÌÀÒ-
ÈËÉÀÍÉÀ ÔÏËÏÁÀ:∫

X

Φ(|f |)dµ = −
∫
(0,∞)

Φ(t) dFf (t).

ÅÈØÅÀÈ, ∆ ÀÒÉÓ ßÒ×ÉÓ ÒÀÉÌÄ ÂÀÃÀÖÂÅÀÒÄÁÄËÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ, áÏËÏ φ -
ÌÀÓÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ. I∆-ÈÉ
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ {∅} ∪ {(a, b] : (a, b] ⊂ ∆} ÍÀáÄÅÀÒÒÂÏËÉ. vφ-ÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ
I∆ ÊËÀÓÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ: vφ(∅) = 0 ÃÀ vφ((a, b])
= |φ(b) − φ(a)| ((a, b] ⊂ ∆). ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5.3-ÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ
vφ ÀÒÉÓ ÆÏÌÀ. vφ ÆÏÌÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ φ ×ÖÍØÝÉÉÈ
ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀ ÃÀ ÉÓ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ mφ ÜÀÍÀßÄÒÉÈ.

f ∈ Φ(L)(X,µ) ×ÖÍØÝÉÉÓ Ff ÂÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÚÏÅÄ-
ËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ t-ÓÀÈÅÉÓ, ÀÌÀÓÈÀÍ, Ff ÀÒÉÓ ÊËÄÁÀÃÉ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ.
ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ mFf

ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏ-
ÌÀ (0,∞) ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ. ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ [a, b] ⊂ (0,∞)

ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ mFf
ÆÏÌÀ ÄÌÈáÅÄÅÀ −Ff |[a,b] ×ÖÍØÝÉÉÈ ßÀÒ-

ÌÏØÌÍÉË ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀÓ.

ËÄÌÀ 16.9.1. ÅÈØÅÀÈ, Φ : [0,∞) → [0,∞) ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ÌÊÀÝÒÀÃ
ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, Φ(0) = 0 ÃÀ lim

t→∞
Φ(t) = ∞ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ, áÏËÏ

f ÀÒÉÓ Φ(L)(X,µ) ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ. ÌÀÛÉÍ Φ(|f |)-ÉÓ ÂÀÍÀßÉËÄÁÉÓ
×ÖÍØÝÉÀ µ ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÔÏËÉÀ Φ-Ó ÂÀÍÀßÉËÄÁÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓÀ mFf

ÆÏÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, Ä.É.

µ({Φ(|f |) > t}) = mFf
({Φ > t}) (t ≥ 0).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÚÏÅÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ b-ÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ∫
X

Φ(|f |)dµ ≥
∫
{|f |>b}

Φ(|f |)dµ ≥ Φ(b)Ff (b).

ÛÄÃÄÂÀÃ, lim
b→∞

Ff (b) = 0. ÀØÄÃÀÍ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ

ÃÀÃÄÁÉÈÉ a-ÓÀÈÅÉÓ,

mFf
((a,∞)) = lim

b→∞
mFf

((a, b]) = lim
b→∞

[Ff (a)− Ff (b)] = Ff (a). (1)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ t ÒÉÝáÅÉ. Φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ
ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ {Φ > t} = (Φ−1(t),∞) ÔÏËÏÁÉÓ ÓÀÌÀÒ-
ÈËÉÀÍÏÁÀ. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, (1)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,

mFf
({Φ > t}) = Ff (Φ

−1(t)). (2)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ

µ({Φ(|f |) > t}) = µ({|f | > Φ−1(t)}) = Ff (Φ
−1(t)). (3)
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(2) ÃÀ (3) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÀÓÊÅÍÉÈ ËÄÌÉÓ ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÏÁÀÓ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.9.2-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.10.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ,
ÒÏÌ: ∫

X

Φ(|f |)dµ =

∫
(0,∞)

µ({Φ(|f |) > t})dm(t),∫
(0,∞)

Φ(t)dmFf
=

∫
(0,∞)

mFf
({Φ > t})dm(t).

ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ËÄÌÀ 16.9.1-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,∫
X

Φ(|f |)dµ =

∫
(0,∞)

Φ(t)dmFf
.

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7.1-ÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÛÄ-
ÉÞËÄÁÀ ÂÀÒÃÀÅØÌÍÀÈ:∫

(0,∞)

Φ(t)dmFf
= lim
a→0, b→∞

∫
[a,b]

Φ(t)dmFf
=

= − lim
a→0, b→∞

∫
[a,b]

Φ(t)dFf = −
∫
(0,∞)

Φ(t) dFf (t).

ÒÉÈÀÝ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �
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Ã À Í À Ò È É 1

ÒÉÝáÅÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÏÒÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÉÓ ÓÀáÉÈ

I. ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉ. [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÃÀÅÚÏÈ ÏÒ ÔÏË: ÌÀÒÝáÄÍÀ -
∆(0) ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ - ∆(1), ÍÀßÉËÀÃ. ÀÌ ÏÒÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ
Ω1 -ÉÈ. ÌÄÏÒÄ ÄÔÀÐÆÄ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ∆(0) ÃÀÅÚÏÈ ÏÒ ÔÏË: ÌÀÒÝáÄÍÀ -
∆(0, 0) ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ - ∆(0, 1) ÍÀßÉËÀÃ, áÏËÏ ∆(1) - ÀÍÀËÏÂÉÖÒ ∆(1, 0)

ÃÀ ∆(1, 1) ÍÀßÉËÄÁÀÃ. ÌÉÙÄÁÖËÉ ÏÈáÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÊËÀÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Ω2-ÉÈ.
ÈÖ ÀÌ ÀÂÄÁÀÓ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÄÁÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÓÄÂÌÄÍÔÈÀ ÊËÀÓÄÁÉÓ

Ωn = {∆(ε1, . . . , εn) : ε1, . . . , εn = 0, 1}

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ áÀÓÉÀÈÃÄÁÀ ÉÌÉÈ, ÒÏÌ Ωn+1 ÌÉÉÙÄÁÀ Ωn ÊËÀÓÉÓ
ÚÏÅÄËÉ ∆(ε1, . . . , εn) ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÚÏ×ÉÈ ÏÒ ÔÏË: ÌÀÒÝáÄÍÀ - ∆(ε1, . . . ,

εn, 0) ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ - ∆(ε1, . . . , εn, 1), ÍÀßÉËÀÃ.∪∞
n=1 Ωn ÊËÀÓÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÓ - ÏÒÏÁÉÈ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÓ, áÏËÏ Ωn (n ∈ N)

ÊËÀÓÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÓ - n-ÖÒÉ ÒÉÂÉÓ ÏÒÏÁÉÈ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.
∆(ε1, . . . , εn) ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÁÏËÏ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

a(ε1, . . . , εn)-ÉÈ.

ÃÄÁÖËÄÁÀ 1. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏÒÏÁÉÈÉ ∆(ε1, . . . , εn) ÓÄÂÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ a(ε1, . . . , εn) =

∑n
k=1

εk
2k .

ÄÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉÈ
n-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

II. ÏÒÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÄÁÉ. (εn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ßÄÅÒÄÁÉ ÙÄ-
ÁÖËÏÁÄÍ ÍÖËÉÓ ÀÍ ÄÒÈÉÓ ÔÏË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ, ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
ÄßÏÃÄÁÀ.

ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÚÅÄËÀ ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ B-ÈÉ.
B0-ÉÈ (B1-ÉÈ) ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ,

ÒÏÌËÉÓ ÚÅÄËÀ ßÄÅÒÉ, ÃÀßÚÄÁÖËÉ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÍÏÌÒÉÃÀÍ, ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ
(ÄÒÈÉÓ ÔÏËÉÀ).



ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ B\B1 (B\B0) ÛÄÃÂÄÁÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏ-
ÁÉÓÀÂÀÍ, ÒÏÌËÉÓ ÍÖËÉÓ ÔÏË (ÄÒÈÉÓ ÔÏË) ßÄÅÒÈÀ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÖÓÀÓÒÖ-
ËÏÀ; áÏËÏ B\(B0∪B1) ÀÒÉÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÒÏÌËÉÓ ÒÏÂÏÒÝ ÍÖËÉÓ, ÀÓÄÅÄ ÄÒÈÉÓ ÔÏËÉ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÖÓÀÓÒÖ-
ËÏÀ.

ÌßÊÒÉÅÓ
∑∞
n=1 εn/2

n, ÓÀÃÀÝ (εn) ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ, ÏÒÏÁÉÈÉ
ßÉËÀÃÉ ÄßÏÃÄÁÀ.

ÅÈØÅÀÈ, E ⊂ B.
∑∞
n=1 εn/2

n ÏÒÏÁÉÈ ßÉËÀÃÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ (εn) ∈
E ÅÖßÏÃÏÈ E-ÔÉÐÉÓ.

ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ x ∈ [0, 1] ÒÉÝáÅÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉÀ
∑∞

n=1 εn/2
n ÏÒÏ-

ÁÉÈÉ ßÉËÀÃÉÓ ÓÀáÉÈ, ÈÖ x =
∑∞
n=1 εn/2

n.

III. ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÜÀËÀÂÄÁÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ. (In) ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÜÀËÀÂÄÁÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÈÖ
In ∈ Ωn ÃÀ In ⊃ In+1 (n ∈ N).

ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÜÀËÀÂÄÁÖË (In) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ x ∈
[0, 1] ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ ÌÏàÉÌÅÀÃÉ, ÈÖ x ∈ In ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ. ÝáÀÃÉÀ,
ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÅÀØÅÓ, ÒÏÌ {x} =

∩∞
n=1 In.

ÃÄÁÖËÄÁÀ 2. ÅÈØÅÀÈ, (In) ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ. ÛÄÌ-
ÃÄÂÉ ÏÒÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏË×ÀÓÉÀ:

1) (In) ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÜÀËÀÂÄÁÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ;
2) ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ (εn) ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

In = ∆(ε1, . . . , εn) (n ∈ N).

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, (In) ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÜÀËÀÂÄÁÖËÉ ÌÉÌÃÄÅ-
ÒÏÁÀÀ. Ωn ÏãÀáÄÁÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ,
ÒÏÌ In+1 ÀÒÉÓ In-ÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÀÍ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÍÀáÄÅÀÒÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÈÖ In =

∆(ε1, . . . , εn), ÌÀÛÉÍ In+1 = ∆(ε1, . . . , εn, 0) ÀÍ In+1 = ∆(ε1, . . . , εn, 1).
ÀØÄÃÀÍ ÝáÀÃÉÀ, ÌÉÉÙÄÁÀ 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ. ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ, 2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉ-
ÊÀÝÉÀ, ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ Ωn ÏãÀáÄÁÉÓ ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÉÃÀÍ. �

ÃÄÁÖËÄÁÀ 3. ÅÈØÅÀÈ, x ∈ [0, 1] ÃÀ (εn) ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ.
ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÔÏË×ÀÓÉÀ:

1) x =
∞∑
n=1

εn
2n

;

2) {x} =

∞∩
n=1

∆(ε1, . . . , εn).
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÚÏÅÄËÉ ÏÒÏÁÉÈÉ (εn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ
n-ÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

À) ∆(ε1, . . . , εn) =

[ n∑
k=1

εk
2k
,

n∑
k=1

εk
2k

+
1

2n

]
;

Á)
n∑
k=1

εk
2k

≤
∞∑
k=1

εk
2k

≤
n∑
k=1

εk
2k

+
1

2n
.

À) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ 1-ÃÀÍ, áÏËÏ Á) ÀÒÉÓ (εn)-ÉÓ ÏÒÏÁÉÈÏÁÉÓ
ÛÄÃÄÂÉ.

ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÏÒÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÄËÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÀ. �

m/2n ÓÀáÉÓ ÒÉÝáÅÓ, ÓÀÃÀÝ n ∈ N ÃÀ m ∈ Z ÏÒÏÁÉÈÀÃ-ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ
ÄßÏÃÄÁÀ. ÈÖ ÒÉÝáÅÓ ÀÒÀ ÀØÅÓ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÀáÄ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÓ ÏÒÏÁÉÈÀÃ-
ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.

ÚÅÄËÀ ÏÒÏÁÉÈÀÃ-ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Q2-ÉÈ.

ÃÄÁÖËÄÁÀ 4. ÅÈØÅÀÈ, x ∈ (0, 1) ÏÒÏÁÉÈÀÃ-ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉÀ ÃÀ x =
p/2q, ÓÀÃÀÝ p ÊÄÍÔÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÆÖÓÔÀÃ ÏÒÉ x-ÓÀÊÄÍ ÌÏàÉÌÅÀÃÉ
ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÜÀËÀÂÄÁÖËÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ - (∆(ε1, . . . , εn)) ÃÀ
(∆(η1, . . . , ηn)). ÀÌÀÓÈÀÍ, ÀÌ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÓ ÀØÅÈ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

1) εn = ηn, ÒÏÝÀ n < q;

2) εn = 1 ÃÀ ηn = 0, ÒÏÝÀ n ≥ q;

3) x ÀÒÉÓ ∆(ε1, . . . , εn) ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÁÏËÏ, ÒÏÝÀ n ≥ q;
4) x ÀÒÉÓ ∆(η1, . . . , ηn) ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÁÏËÏ, ÒÏÝÀ n ≥ q.

ÃÄÁÖËÄÁÀ 5. ÅÈØÅÀÈ, x ∈ [0, 1] ÏÒÏÁÉÈÀÃ-ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ.
ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ x-ÓÀÊÄÍ ÌÏàÉÌÅÀÃÉ ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ
ÜÀËÀÂÄÁÖËÉ (∆(ε1, . . . , εn)) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÀÌ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ
ÀØÅÓ (εn) ∈ B \ (B0 ∪B1) ÈÅÉÓÄÁÀ.

4 ÃÀ 5 ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ ÓÀÌÉ ÒÀÌ:
À) ÚÏÅÄËÉ n-ÓÈÅÉÓ t ∈ [0, 1] ßÄÒÔÉËÉ ÛÄÃÉÓ n-ÖÒÉ ÒÉÂÉÓ ÄÒÈ ÀÍ

ÏÒ ÏÒÏÁÉÈ ÓÄÂÌÄÍÔÛÉ. ÐÉÒÅÄË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, t ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉÀ,
áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, t ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ n-ÖÒÉ ÒÉÂÉÓ ÏÒÉ ÌÏÓÀÆÙÅÒÄ
ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÓÀÄÒÈÏ ÁÏËÏÓ;

Á) ÈÖ t ∈ [0, 1] ÀÒÉÓ ∆(ε1, . . . , εn) ∈ Ωn ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÁÏ-
ËÏ ÃÀ ∆(η1, . . . , ηn) ∈ Ωn ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÁÏËÏ, ÌÀÛÉÍ t ßÄÒÔÉËÉ
ÀÒÉÓ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ∆(ε1, . . . , εn, 1) ∈ Ωn+1 ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÁÏËÏ ÃÀ
∆(η1, . . . , ηn, 1) ∈ Ωn+1 ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÁÏËÏ;
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Â) [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÏÒÏÁÉÈÀÃ-ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÄÌ-
ÈáÅÄÅÀ ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÁÏËÏÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.

2-5 ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÒÉÝáÅÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÄÁÉ ÏÒÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÉÓ
ÓÀáÉÈ ÀÙÉßÄÒÄÁÀ ÀÌ ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ ÌÏàÉÌÅÀÃÉ ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÉÓ ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ.

4. ÒÉÝáÅÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÏÒÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÉÓ ÓÀáÉÈ. ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ
ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÄÍ 2-5 ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1. ÚÏÅÄË ÏÒÏÁÉÈÀÃ-ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ x ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÓ ÀØÅÓ
ÆÖÓÔÀÃ ÏÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÏÒÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÌÀÈ
ÛÏÒÉÓ ÄÒÈÉ ÀÒÉÓ B0-ÔÉÐÉÓ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ - B1-ÔÉÐÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2. ÚÏÅÄË ÏÒÏÁÉÈÀÃ-ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ x ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÓ
ÀØÅÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÏÒÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÄÓ
ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÀÒÉÓ B \ (B0 ∪B1)-ÔÉÐÉÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ 0 ÃÀ 1 ÒÉÝáÅÄÁÓ ÀØÅÈ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ
ÏÒÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÉÓ ÓÀáÉÈ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÄÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÄÁÉÀ:

∑∞
n=1

0
2n ÃÀ∑∞

n=1
1
2n , ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.

V. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÀ ÏÒÏÁÉÈ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÓÀ ÃÀ ÒÉÝáÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 3. ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÓÀáÅÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÁÉÄØÝÉÀÓ:

B0 ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
2n

∈ [0, 1) ∩Q2;

B1 ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
2n

∈ (0, 1] ∩Q2;

B \ (B0 ∪B1) ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
2n

∈ (0, 1) \Q2;

B \B1 ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
2n

∈ [0, 1);

B \B0 ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
2n

∈ (0, 1].

ÈÄÏÒÄÌÀ 3-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ.

436



ÃÄÁÖËÄÁÀ 6. ÅÈØÅÀÈ, (εn), (ηn) ∈ B \ B1 ÀÍ (εn), (ηn) ∈ B \ B0,
ÃÀ (εn) ̸= (ηn). ÌÀÛÉÍ

∞∑
n=1

εn
2n

̸=
∞∑
n=1

ηn
2n
.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ãÄÒ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (εn), (ηn) ∈ B \ B1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀ. ÀÙÅÍÉÛ-
ÍÏÈ

N = min{n ∈ N : εn ̸= ηn}.
ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ εN = 1 ÃÀ ηN = 0. ÌÀÛÉÍ ÈÖ
ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÐÉÒÏÁÄÁÓ: εn = ηn ÒÏÝÀ n < N ÃÀ (ηn) ∈ B \ B1,
ÂÅÄØÍÄÁÀ,

∞∑
n=1

εn
2n

≥
N−1∑
n=1

εn
2n

+
1

2N
+

∞∑
n=N+1

εn
2n

>

N−1∑
n=1

ηn
2n

+
0

2N
+

∞∑
n=N+1

ηn
2n

=

∞∑
n=1

ηn
2n
.

ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÓãÄËÏÁÀ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉÀ ÉÌ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ
ÃÒÏÓ ÖÍÃÀ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ (εn) ∈ B \B0 ÐÉÒÏÁÉÈ. �

ÈÄÏÒÄÌÀ 3-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÓÀáÉËÀÅÉ ÀÓÀáÅÄÁÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ fi-ÉÈ (i

∈ 1, 5), ÌÀÈÉ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.
f1, f2 ÃÀ f3 ÀÓÀáÅÄÁÉÓ ÓÉÖÒÄØÝÉÖËÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ 1 ÃÀ 2 ÈÄÏ-

ÒÄÌÄÁÉÃÀÍ, áÏËÏ ÉÍÄØÝÉÖÒÏÁÀ - ÃÄÁÖËÄÁÀ 6-ÃÀÍ.
f4 ÃÀ f5 ÀÓÀáÅÄÁÉÓ ÁÉÄØÝÉÖÒÏÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ f1, f2 ÃÀ f3 ÀÓÀáÅÄÁÉÓ

ÁÉÄØÝÉÖÒÏÁÉÓ ÛÄÃÄÂÓ. �

VI. ÒÉÝáÅÉÓ (mn)-ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ m ≥ 2 ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉ-
ÝáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÏÒÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÄÁÉÓ ÌÓÂÀÅÓÉ „m-ÏÁÉÈÉ“
ßÉËÀÃÄÁÉ ÃÀ ÌÀÈÉ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÒÉÝáÅÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ. ØÅÄÌÏÈ ÃÀ-
ÖÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÉØÍÄÁÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÊÉÃÄÅ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ áÀÓÉÀÈÉÓ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÀÌ
ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ.

ÅÈØÅÀÈ, (mn) ÄÒÈÆÄ ÌÄÔÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÒÀÉÌÄ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ.
ÌßÊÒÉÅÓ

∞∑
n=1

εn
Mn

,

ÓÀÃÀÝ 1 ≤ εn ≤ mn − 1 ÃÀ Mn = m1m2...mn, ÅÖßÏÃÏÈ (mn) ÔÉÐÉÓ
ßÉËÀÃÉ.

(mn) ÔÉÐÉÓ
∑∞
n=1 εn/Mn ßÉËÀÃÓ, ÅÖßÏÃÏÈ x ∈ [0, 1] ÒÉÝáÅÉÓ (mn)

ÔÉÐÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ, ÈÖ x =
∑∞
n=1 εn/Mn.

ÌÈÄË ÒÉÝáÅÈÀ (εn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ (mn) ÔÉÐÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ,
ÈÖ 1 ≤ εn ≤ mn − 1 (n ∈ N).
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ÚÅÄËÀ (mn) ÔÉÐÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ B(mn)-ÉÈ.
E ⊂ B(mn) ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÛÄÌÀÅÀË ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÓ ÅÖßÏÃÏÈ E-ÔÉÐÉÓ.
B0(mn)-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ (mn) ÔÉÐÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅ-

ËÄ, ÒÏÌËÉÓ ÚÅÄËÀ ßÄÅÒÉ, ÃÀßÚÄÁÖËÉ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÍÏÌÒÉÃÀÍ, 0-ÉÓ ÔÏËÉÀ,
áÏËÏ B1(mn)-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÉÌ (mn) ÔÉÐÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÒÏÌËÉÓ ÚÅÄËÀ ßÄÅÒÉ, ÃÀßÚÄÁÖËÉ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÍÏÌÒÉÃÀÍ, (mn−1)-ÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÈÖ x ÒÉÝáÅÓ ÀØÅÓ p/Mn ÓÀáÄ, ÓÀÃÀÝ n ∈ N ÃÀ p ∈ Z, ÌÀÛÉÍ ÌÀÓ
ÅÖßÏÃÏÈ (mn)-ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ, áÏËÏ, ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ - (mn)-
ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ.

ÚÅÄËÀ (mn)-ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Q(mn)-ÉÈ.
1-3 ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÌÓÂÀÅÓÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4. ÚÏÅÄË (mn)-ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ x ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÓ ÀØÅÓ
ÆÖÓÔÀÃ ÏÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ (mn) ÔÉÐÉÓ ßÉËÀÃÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÌÀÈ
ÛÏÒÉÓ ÄÒÈÉ ÀÒÉÓ B0(mn)-ÔÉÐÉÓ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄ - B1(mn)-ÔÉÐÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5. ÚÏÅÄË (mn)-ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖÒ x ∈ (0, 1) ÒÉÝáÅÓ ÀØÅÓ
ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ (mn) ÔÉÐÉÓ ßÉËÀÃÉÓ ÓÀáÉÈ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÄÓ
ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÀÒÉÓ B \ (B0(mn) ∪B1(mn))-ÔÉÐÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6. ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÓÀáÅÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÁÉÄØÝÉÀÓ:

B0(mn) ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
Mn

∈ [0, 1) ∩Q(mn);

B1(mn) ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
Mn

∈ (0, 1] ∩Q(mn);

B \ (B0(mn) ∪B1(mn)) ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
Mn

∈ (0, 1) \Q(mn);

B \B1(mn) ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
Mn

∈ [0, 1);

B \B0(mn) ∋ (εn) 7→
∞∑
n=1

εn
Mn

∈ (0, 1].
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Ã À Í À Ò È É 2

ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÝÍÏÁÀ ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÃÀ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ
ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

I. ÅÈØÅÀÈ, X ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. d : X × X → [0,∞)

×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÌÀÍÞÉËÉ (ÌÄÔÒÉÊÀ) X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ, ÈÖ d ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
ÛÄÌÃÄÂ ÓÀÌ ÐÉÒÏÁÀÓ:

• d(x, y) = 0 ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ x = y;
• d(x, y) = d(y, x) (ÓÉÌÄÔÒÉÖËÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ);
• d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (ÓÀÌÊÖÈáÄÃÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ).

ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÄ ÄßÏÃÄÁÀ (X, d) ßÚÅÉËÓ, ÓÀÃÀÝ X ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀ-
ÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, áÏËÏ d ÌÀÍÞÉËÉÀ X-ÛÉ.

ØÅÄÌÏÈ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ (X, d) ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅ-
ÒÝÄÀ.

ÅÈØÅÀÈ, x0 ∈ X ÃÀ ε > 0. ÙÉÀ ÁÉÒÈÅÉ ÃÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÁÉÒÈÅÉ ÝÄÍÔÒÉÈ
x0 ßÄÒÔÉËÛÉ ÃÀ ÒÀÃÉÖÓÉÈ ε, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÄßÏÃÄÁÀÈ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ:

B(x0, ε) = {x : d(x, x0) < ε}, B[x0, ε] = {x : d(x, x0) ≤ ε}.

B(x0, ε) ÁÉÒÈÅÓ x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ε-ÌÉÃÀÌÏÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.
x ∈ X ßÄÒÔÉËÓ ÄßÏÃÄÁÀ M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄáÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ, ÈÖ

x-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε-ÌÉÃÀÌÏ ÛÄÉÝÀÅÓ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÄÒÈ ßÄÒÔÉËÓ ÌÀÉÍÝ.
x ∈ X ßÄÒÔÉËÓ ÄßÏÃÄÁÀ M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÉÆÏËÉÒÄÁÖËÉ ßÄÒÔÉ-

ËÉ, ÈÖ x ∈M ÃÀ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ x-ÉÓ ε-ÌÉÃÀÌÏ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ B(x, ε)∩M = {x}.
x ∈ X ßÄÒÔÉËÓ ÄßÏÃÄÁÀ M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÙÅÀÒÉÈÉ ßÄÒÔÉËÉ,

ÈÖ x-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε-ÌÉÃÀÌÏ ÛÄÉÝÀÅÓ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ
ÒÀÏÃÄÍÏÁÀÓ.

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄáÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÀÍ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓ ÉÆÏËÉÒÄÁÖË ßÄÒ-
ÔÉËÓ, ÀÍÀÝ ÀÒÉÓ ÌÉÓÉ ÆÙÅÀÒÉÈÉ ßÄÒÔÉËÉ.

x ∈ X ßÄÒÔÉËÓ ÄßÏÃÄÁÀ M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ, ÈÖ
ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ x-ÉÓ ε-ÌÉÃÀÌÏ, ÒÏÌÄËÉÝ ÜÀÒÈÖËÉÀ M ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ.



M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ, ÈÖ M ÛÄÉÝÀÅÓ ÚÅÄËÀ ÈÀÅÉÓ
ÛÄáÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÓ.

M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÂÀÅÀÄÒÈÉÀÍÄÁÈ ÚÅÄËÀ ÌÉÓÉ ÛÄáÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ
ÓÉÌÒÀÅËÄÓÈÀÍ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÓÀÝ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
ÜÀÊÄÔÅÀ ÄßÏÃÄÁÀ.

M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÙÉÀ, ÈÖ M -ÉÓ ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ
M -ÉÓ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ.

M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ, ÈÖ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÌÉÓÉ
ÛÄÌÝÅÄËÉ ÒÀÉÌÄ B(x0, ε) ÁÉÒÈÅÉ.

M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÉÀÌÄÔÒÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: diamM =

sup{d(x, y) : x, y ∈M}.
X-ÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ (xn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉ x ∈ X ßÄÒÔÉ-

ËÉÓÀÊÄÍ, ÈÖ lim
n→∞

d(xn, x) = 0. ÄËÄÌÄÍÔÓ, ÒÏÌËÉÓÊÄÍÀÝ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (xn)

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, (xn)-ÉÓ ÆÙÅÀÒÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ (ÜÀÍÀßÄÒÉ: xn → x (n → ∞) ÀÍ
lim
n→∞

xn = x).

ÌÀÍÞÉËÓ ÀØÅÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ: ÈÖ xn → x ÃÀ yn → y, ÌÀÛÉÍ
d(xn, yn) → d(x, y). ÄÓ ×ÀØÔÉ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ:
|d(xn, yn)− d(x, y)| ≤ d(xn, x) + d(yn, y).

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ:

• x ßÄÒÔÉËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄáÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÓ ÌÀÛÉÍ
ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ
(xn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉÀ x ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ;

• x ßÄÒÔÉËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÙÅÀÒÉÈ ßÄÒÔÉËÓ ÌÀÛÉÍ
ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ
ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË ßÄÒÔÉËÈÀ (xn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉÀ x
ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ;

• M ÓÉÌÒÀÅËÄ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÌÉÓÉ
ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ X \M ÓÉÌÒÀÅËÄ ÙÉÀÀ;

• ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏãÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ;
• ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÏãÀáÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ ÙÉÀ ÓÉÌ-

ÒÀÅËÄÀ;
• ÜÀÊÄÔÉË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÏãÀáÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌ-

ÒÀÅËÄÀ;
• ÜÀÊÄÔÉË ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÏãÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ

ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ;
• ÓÉÌÒÀÅËÄ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÌÉÓÉ

ÃÉÀÌÄÔÒÉ ÓÀÓÒÖËÉÀ.
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ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ Ω ÊËÀÓÓ ((Gα) ÏãÀáÓ) ÄßÏÃÄÁÀ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÙÉÀ ÃÀ-
×ÀÒÅÀ, ÈÖ ÈÉÈÏÄÖËÉ G ∈ Ω (ÈÉÈÏÄÖËÉ Gα) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÙÉÀÀ ÃÀ ÌÀÈÉ
ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ ÛÄÉÝÀÅÓ M -Ó.

M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ, ÈÖ ÌÉÓÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÙÉÀ
ÃÀ×ÀÒÅÉÃÀÍ ÂÀÌÏÉÚÏ×À ÓÀÓÒÖËÉ ØÅÄÃÀ×ÀÒÅÀ (Ä.É. ÓÀÓÒÖËÉ ØÅÄÊËÀÓÉ (ØÅÄ-
ÏãÀáÉ), ÒÏÌÄËÉÝ ÃÀ×ÀÒÀÅÓ M ÓÉÌÒÀÅËÄÓ.)

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÍÀáÉÀ, ÒÏÌ ÊÏÌÐÀØÔÖÒ ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ
ÊÅËÀÅ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.

ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÓ ÊÖÒÓÉÃÀÍ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ M

ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:

• M ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉÀ;
• M ÜÀÊÄÔÉËÉ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ;
• M -ÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÂÀÍ ÂÀÌÏÉÚÏ×À M -ÉÓ

ÒÀÉÌÄ ßÄÒÔÉËÉÓÀÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ.

ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ A ÃÀ B ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÌÀÍÞÉËÉ ÂÀÍÉÓÀÆ-
ÙÅÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÈ:

d(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

ËÄÌÀ 1. ÅÈØÅÀÈ, F1, . . . , FN ÀÒÉÀÍ Rn ÓÉÅÒÝÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÃÀ
ßÚÅÉË-ßÚÅÉËÀÃ ÈÀÍÀÖÊÅÄÈÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉ. ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ Fk ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄ ÓáÅÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ Fj ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓÀÂÀÍ ÃÀÛÏÒÄÁÖËÉÀ
ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÀÍÞÉËÉÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ: ÒÏÌÄËÉÙÀÝ Fk ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓáÅÀ
ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ Fj ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÉÓÀÂÀÍ ÃÀÛÏÒÄÁÖËÉÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ
ÌÀÍÞÉËÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÉÀÍ xm ∈ Fk ÃÀ ym ∈

∪
j ̸=k Fj ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ,

ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ d(xm, ym) → 0 (m → ∞). ÛÄÌÃÄÂ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ
Fk ÃÀ

∪
j ̸=k Fj ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÏÁÀÓ, ÂÀÌÏÅÚÏ×È (xmp

) ÃÀ (ymp
)

ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÒÀÉÌÄ x ∈ Fk ÃÀ y ∈∪
j ̸=k Fj ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀÊÄÍ. ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ d(x, y) = limp→∞ d(xmp

, ymp
) =

0. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, x = y. ÛÄÃÄÂÀÃ, Fk ÃÀ
∪
j ̸=k Fj ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÓ

ÀÙÌÏÀÜÍÃÀÈ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ, ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ ËÄÌÉÓ ÐÉÒÏ-
ÁÀÓ. �

II. ÅÈØÅÀÈ, (X, d) ÃÀ (Y, ϱ) ÒÀÉÌÄ ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ ÃÀ ÌÏÝÄ-
ÌÖËÉÀ f : X → Y ÀÓÀáÅÀ. f -Ó ÄßÏÃÄÁÀ ÖßÚÅÄÔÉ x0 ∈ X ßÄÒÔÉËÛÉ, ÈÖ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

d(x, x0) < δ ⇒ ϱ(f(x), f(x0)) < ε.

441



ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÜÀÒÈÅÉÓ ÔÏË×ÀÓÉÀ:

f((B(x0, δ)) ⊂ V (f(x0), ε).

ÀØ B(x, r) ÃÀ V (y, r) ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ ÙÉÀ ÁÉÒÈÅÄÁÓ (X, d) ÃÀ
(Y, ρ) ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ.

(X, d) ÓÉÅÒÝÉÃÀÍ (Y, ϱ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÌÏØÌÄÃ f ÀÓÀáÅÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÖßÚÅÄÔÉ,
ÈÖ ÉÓ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÏÅÄË x0 ∈ X ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1. ÅÈØÅÀÈ, (X, d) ÃÀ (Y, ϱ) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ. ÌÀÛÉÍ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f : X → Y ÀÓÀáÅÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍ-
ÔÖÒÉÀ:

1) f ÖßÚÅÄÔÉÀ;

2) (Y, ϱ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÙÉÀ ÚÏÅÄËÉ G ⊂ Y ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÓÉ
f−1(G) ßÉÍÀÓÀáÄ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ (X, d) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÅÈØÅÀÈ, G ⊂ Y ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x0 ∈ f−1(G) ßÄÒÔÉËÉ. f(x0) ∈ G ßÄÒÔÉËÉ-
ÓÀÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÏÈ V (f(x0), ε) ÌÉÃÀÌÏ, ÒÏÌÄËÉÝ ÜÀÒÈÖËÉÀ G-ÛÉ. ÛÄÌÃÄÂ,
f -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÅÉÐÏÅÏÈ δ > 0, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

d(x, x0) < δ ⇒ ϱ(f(x), f(x0)) < ε.

ÛÄÃÄÂÀÃ, V (f(x0), ε) ⊂ G ÜÀÒÈÅÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄËÉ x ∈ B(x0, δ) ßÄÒÔÉ-
ËÉÓÀÈÅÉÓ, f(x) ∈ G. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, B(x0, δ) ⊂ f−1(G). ÀÌÒÉÂÀÃ,
f−1(G)-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x0 ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ ÌÉÓÉ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ. ÀÌÉÈ 1) ⇒ 2)

ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x0 ∈ X ßÄÒÔÉËÉ.
2) ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ V (f(x0), ε)

ÙÉÀ ÁÉÒÈÅÉÓ f−1(V (f(x0), ε)) ßÉÍÀÓÀáÄ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÉÀÒ-
ÓÄÁÄÁÓ B(x0, δ) ÌÉÃÀÌÏ, ÒÏÌÄËÉÝ ÜÀÒÈÖËÉÀ f−1(V (f(x0), ε)) ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ.
ÛÄÃÄÂÀÃ, ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÜÀÒÈÅÀ:

f((B(x0, δ)) ⊂ V (f(x0), ε).

ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ f -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ x0 ßÄÒÔÉËÛÉ. ÀÌÉÈ 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ
ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

ÅÈØÅÀÈ, (X, d) ÃÀ (E, ϱ) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÀ. (E, ϱ)-Ó ÄßÏÃÄÁÀ
(X, d)-Ó ØÅÄÓÉÅÒÝÄ, ÈÖ E ⊂ X ÃÀ ϱ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ d ÌÄÔÒÉÊÉÓ ÛÄÆÙÖÃÅÀÓ
E × E-ÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2. ÅÈØÅÀÈ, (E, ϱ) ÀÒÉÓ (X, d) ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÉÓ ØÅÄÓÉÅ-
ÒÝÄ. ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ M ⊂ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÉ
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ:
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1) M ÙÉÀÀ (E, ϱ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ;

2) M ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ G ∩ E ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ G ÀÒÉÓ (X, d) ÓÉÅÒÝÄÛÉ
ÙÉÀ ÒÀÉÌÄ ÓÉÌÒÀÅËÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÁÉÒÈÅÄÁÉ (X, d) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÀÙÅÍÉÛ-
ÍÏÈ B(x, r)-ÉÈ, áÏËÏ (E, ϱ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ - V (x, r)-ÉÈ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ x ∈ E ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ r > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ,

V (x, r) = B(x, r) ∩ E. (1)

ÅÈØÅÀÈ, M ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ (E, ϱ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÚÏÅÄËÉ x ∈ M -ÓÈÅÉÓ ÅÉ-
ÐÏÅÏÈ εx > 0, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ V (x, εx) ⊂ M . ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ
M =

∪
x∈M V (x, εx). G-Ó ÒÏËÛÉ ÀÅÉÙÏÈ

∪
x∈M B(x, εx) ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ.

ÌÀÛÉÍ G ÉØÍÄÁÀ ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ (X, d) ÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÀÌÀÓÈÀÍ, (1)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉ-
ÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ G∩E =M . ÀÌÉÈ 1) ⇒ 2) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

2) ⇒ 1) ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ: ÅÈØÅÀÈ, M = G ∩ E, ÓÀÃÀÝ G ÀÒÉÓ (X, d)

ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÙÉÀ ÒÀÉÌÄ ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ M ßÄÒÔÉËÉ.
ÌÀÛÉÍ, M ⊂ G ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÌÏ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ εx > 0, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ B(x, εx) ⊂
G. ÓÀÉÃÀÍÀÝ, (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ

V (x, εx) = B(x, εx) ∩ E ⊂ G ∩ E =M.

ÀÌÒÉÂÀÃ, x ÀÒÉÓ M -ÉÓ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ (E, ϱ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÀÌÉÈ 2) ⇒ 1)

ÉÌÐËÉÊÀÝÉÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

III. M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÌÊÅÒÉÅÉ E ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ, ÈÖ
E-Ó ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ M ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÛÄáÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÓ.

M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ, ÈÖ M ÌÊÅÒÉÅÉÀ ÌÈÄË
ÓÉÅÒÝÄÛÉ (Ä.É. X-ÛÉ).

M ⊂ X ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉ, ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ B(x, ε)

ÁÉÒÈÅÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ B(y, δ) ÁÉÒÈÅÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ B(y, δ) ⊂ B(x, ε)

ÃÀ B(y, δ) ∩M = ∅.
(xn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ, ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0-ÓÈÅÉÓ

ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ N ∈ N, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ d(xn, xm) < ε ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÒÏÝÀ n,m ≥ N .
(X, d) ÓÉÅÒÝÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÒÖËÉ, ÈÖ ÌÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÚÏÅÄË ×ÖÍÃÀ-

ÌÄÍÔÖÒ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÀØÅÓ ÆÙÅÀÒÉ.

ËÄÌÀ 2. ÈÖ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ (xn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (xn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÝ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, lim
k→∞

xjk = x. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0

ÃÀ ÌÉÓÈÅÉÓ ÅÉÐÏÅÏÈ p1 ÃÀ p2 ÉÍÃÄØÓÄÁÉ, ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ d(xn, xm) < ε/2,
ÒÏÝÀ n,m ≥ p1 ÃÀ d(xjk , x) < ε/2, ÒÏÝÀ k ≥ p2.
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p ÀÅÉÙÏÈ max(p1, p2)-ÉÓ ÔÏËÉ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ≥ p ÉÍÃÄØÓÉ.
ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ: n ≥ p1, jp ≥ jp1 ≥ p1 ÃÀ p ≥ p2. ÒÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄÝ ÃÀÅßÄÒÈ,

d(xn, x) ≤ d(xn, xjp) + d(xjp , x) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

(X, d) ÓÉÅÒÝÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉ, ÈÖ ÌÀÓÛÉ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÀÒÀ-
ÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ.

ËÄÌÀ 3. ÈÖ ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÄ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ ØÅÄÓÉÅÒÝÄ ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, M ÀÒÉÓ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ ÂÀÍÓÀáÉËÀÅ (X, d) ÌÄÔÒÉÊÖË ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, E ⊂ X

ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÅÀÂÏÈ ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ H ⊂ E ØÅÄÓÉÌ-
ÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÊÅÒÉÅÉÀ E-ÛÉ. ÀÌÉÈ ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ.

ÅÈØÅÀÈ, n ∈ N. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ B(x, 1/n) (x ∈M) ÁÉÒÈÅÄÁÉ. M -ÉÓ ÚÅÄË-
ÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÄÓ ÁÉÒÈÅÄÁÉ ÃÀ×ÀÒÀÅÄÍ ÌÈÄË ÓÉÅÒÝÄÓ, ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ,
E ÓÉÌÒÀÅËÄÓ. B(x, 1/n) ∩ E ̸= ∅ ÐÉÒÏÁÉÓ ÃÀÌÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄËÉ ÚÏÅÄËÉ
x ∈ M ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÀÅÀÒÜÉÏÈ ÒÀÉÌÄ yx ÄËÄÌÄÍÔÉ B(x, 1/n) ∩ E ÓÉÌ-
ÒÀÅËÉÃÀÍ. Hn-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÀÓÄÈÉ yx ßÄÒÔÉËÉÓÀÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ Hn ÀÒÉÓ E-Ó ÀÒÀÖÌÄÔÄÓ ÈÅËÀÃÉ
ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄ ÃÀ E-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÌÉÓÂÀÍ 2/n-ÆÄ
ÍÀÊËÄÁÉ ÌÀÍÞÉËÉÈ ÃÀÛÏÒÄÁÖËÉ ßÄÒÔÉËÉ Hn ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ.

Hn (n ∈ N) ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ
ÓÀÞÉÄÁÄËÉ H-ÉÓ ÒÏËÛÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÅÉÙÏÈ

∪∞
n=1Hn ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ. ËÄÌÀ

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ. �

IV. ßÒ×ÉÅÉ (ÀÍ ÊÉÃÄÅ, ÅÄØÔÏÒÖËÉ) ÓÉÅÒÝÄ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÀÌÄÖËÓ (L,+, ·),
ÓÀÃÀÝ L ÒÀÉÌÄ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, + ÀÒÉÓ ÛÄÊÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ L-
ÛÉ, áÏËÏ · ÊÉ ÀÒÉÓ L-ÉÓ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓ ÒÉÝáÅÆÄ (ÓÊÀËÀÒÆÄ) ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ
ÏÐÄÒÀÝÉÀ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÀØÅÈ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

1.1) x+ y = y + x (ÊÏÌÖÔÀÝÉÖÒÏÁÀ);
1.2) x+ (y + z) = (x+ y) + z (ÀÓÏÝÉÀÝÉÖÒÏÁÀ);
1.3) ÀÒÓÄÁÏÁÓ 0 ∈ L ÄËÄÌÄÍÔÉ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ x+ 0 = x ÚÏÅÄËÉ x ∈ L-

ÓÈÅÉÓ (ÍÖËÏÅÀÍÉ ÄËÄÌÄÍÔÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ);
1.4) ÚÏÅÄËÉ x ∈ L ÄËÄÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ y ∈ L ÄËÄÌÄÍÔÉ, ÉÓÄÈÉ,

ÒÏÌ x+ y = 0 (ÌÏÐÉÒÃÀÐÉÒÄ ÄËÄÌÄÍÔÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ);
2.1) α(βx) = (αβ)x;
2.2) 1 · x = x;
2.3) (α+ β)x = αx+ βx;
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2.4) α(x+ y) = αx+ βy.
ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ ÍÀÌÃÅÉËÓ ÀÍ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÓ ÉÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ,

ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÈÖ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÓÊÀËÀÒÄÁÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ.

ÓÉÌÏÊËÉÓÀÈÅÉÓ ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÓ L-ÉÈ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ.
M ⊂ L ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ L-ÉÓ ØÅÄÓÉÅÒÝÄ, ÈÖ M ÜÀÊÄÔÉËÉÀ

ÛÄÊÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÓÊÀËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, Ä.É. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
x, y ∈ M ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÄÉÒÉ α ÓÊÀËÀÒÉÓÀÈÅÉÓ: x + y ∈ M

ÃÀ αx ∈M .

ÅÈØÅÀÈ, L ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ M ÀÒÉÓ ÌÉÓÉ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÅÒÝÄ. ÛÄ-
ÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ L ÓÉÅÒÝÄÛÉ: x, y ∈ L

ÄËÄÌÄÍÔÄÁÓ ÅÖßÏÃÏÈ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ, ÈÖ x − y ∈ M . ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÄÊ-
ÅÉÅÀËÄÍÔÏÁÉÓ ÊËÀÓÄÁÉÓ (ÒÏÌÄËÈÀÝ M ØÅÄÓÉÅÒÝÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÌÏÓÀÆÙÅÒÄ
ÊËÀÓÄÁÉ ÄßÏÃÄÁÀÈ) ÓÉÌÒÀÅËÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ L/M ÜÀÍÀßÄÒÉÈ. L/M -ÛÉ ÛÄÊÒÄ-
ÁÉÓÀ ÃÀ ÓÊÀËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:
ξ1 ÃÀ ξ2 ÌÏÓÀÆÙÅÒÄ ÊËÀÓÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÅÉÒÜÉÏÈ x1 ∈ ξ1 ÃÀ x2 ∈ ξ2 ÄËÄ-
ÌÄÍÔÄÁÉ ÃÀ ξ1 + ξ2 ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ x1 + x2 ÄËÄÌÄÍÔÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ
ÌÏÓÀÆÙÅÒÄ ÊËÀÓÉ; α ÓÊÀËÀÒÉÓÀ ÃÀ ξ ÌÏÓÀÆÙÅÒÄ ÊËÀÓÉÓÀÈÅÉÓ ÀÅÉÒÜÉÏÈ
x ∈ ξ ÄËÄÌÄÍÔÉ ÃÀ αξ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ αx ÄËÄÌÄÍÔÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ
ÌÏÓÀÆÙÅÒÄ ÊËÀÓÉ. L/M ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÀÙàÖÒÅÉËÓ ÀÓÄÈÉ ÛÄÊÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÓÊÀ-
ËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÈ, ÖßÏÃÄÁÄÍ L-ÉÓ ×ÀØÔÏÒ-ÓÉÅÒÝÄÓ M
ØÅÄÓÉÅÒÝÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÓ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.
ÏÒ ßÒ×ÉÅ ÓÉÅÒÝÄÓ ÛÏÒÉÓ ÌÏØÌÄÃ ÀÓÀáÅÀÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.
A ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÄßÏÃÄÁÀ ßÒ×ÉÅÉ, ÈÖ ÉÓ ÀÃÉÝÉÖÒÉ ÃÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉÀ,

Ä.É. ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ: A(x+ y) = A(x)+A(y) ÃÀ A(αx) = αA(x).

ÅÈØÅÀÈ, E ÒÀÉÌÄ ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÅÒÝÄÀ ÍÀÌÃÅÉË ÀÍ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒ ÓÊÀËÀÒÈÀ
ÅÄËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ∥·∥ : E → [0,∞) ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÍÏÒÌÀ E ÓÉÅÒÝÄÛÉ,
ÈÖ ÉÓ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÓÀÌ ÐÉÒÏÁÀÓ:

• ∥x∥ = 0 ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ x = 0;
• ∥αx∥ = |α| ∥x∥;
• ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ ÓÉÅÒÝÄ ÄßÏÃÄÁÀ (E, ∥ · ∥) ßÚÅÉËÓ, ÓÀÃÀÝ E ÒÀÉÌÄ
ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÅÒÝÄÀ, áÏËÏ ∥ · ∥ ÍÏÒÌÀÀ E-ÛÉ.

ÚÏÅÄËÉ ÍÏÒÌÀ ÁÖÍÄÁÒÉÅÀÃ ÁÀÃÄÁÓ ÌÀÍÞÉËÓ ÂÀÍÓÀáÉËÀÅ E ÓÉÅÒÝÄÛÉ.
ÊÄÒÞÏÃ, d(x, y) = ∥x − y∥ ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ d ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÌÀÍ-
ÞÉËÉ E-ÛÉ. ÛÄÃÄÂÀÃ, ÍÏÒÌÉÒÄÁÖË ÓÉÅÒÝÄÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅáÄÃÏÈ, ÒÏÂÏÒÝ
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ÌÄÔÒÉÊÖË ÓÉÅÒÝÄÓ ÃÀ ÌÀÓÆÄ ÂÀÃÀÅÉÔÀÍÏÈ ÌÄÔÒÉÊÖË ÓÉÅÒÝÄÄÁÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉ-
ÒÄÁÖËÉ ÚÅÄËÀ ÝÍÄÁÀ (ÓÉÓÒÖËÄ, ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÏÁÀ ÃÀ À.Û.).

ÓÒÖË ÍÏÒÌÉÒÄÁÖË ÓÉÅÒÝÄÄÁÓ ÁÀÍÀáÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ.
ÁÀÍÀáÉÓ ÓÉÅÒÝÄÈÀ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÚÅÄËÀÆÄ ÝÍÏÁÉËÉ ÌÀÂÀËÉÈÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍ-

ÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÚÅÄËÀ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ C([a, b]) ÓÉÅÒÝÄ. ÀÌ ÓÉÅÒÝÄÛÉ
ÀËÂÄÁÒÖËÉ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÉÙÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÛÄÊÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÓÊÀËÀÒÆÄ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÓ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉ, áÏËÏ ÍÏÒÌÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ
ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ: ∥f∥ = max

x∈[a,b]
|f(x)|.
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ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ 324, 325
ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ ÓÉÅÒÝÄ 445

ÏÒÏÁÉÈÀÃ-ÉÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ
ÒÉÝáÅÉ 435

ÏÒÏÁÉÈÀÃ-ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ
435

ÏÒÏÁÉÈÉ ÊÖÁÉ 27
ÏÒÏÁÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ 433
ÏÒÏÁÉÈÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉ 433
ÏÒÏÁÉÈÉ ßÉËÀÃÉ 434

ÐÄÀÍÏ-ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÆÏÌÀÃÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄ 101

p ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ ÓÀÛÖÀËÏÃ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ 239

p áÀÒÉÓáÛÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ
231

Gδ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ 29

Gδσ ÔÉÐÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ 29

ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 385
ÒÀÃÏÍ-ÍÉÊÏÃÉÌÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ

389
ÒÂÏËÉ 38
ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÁÀÆÉÓÉ 354
ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ 64
ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄ

242
ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ

×ÖÍØÝÉÀ 184
ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ãÀÌÉ 184
ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÀÆÒÉÈ

ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ 403
ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

403
ÒÉÌÀÍ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ

ãÀÌÉ 403

ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ 50
ÓÀ×ÄáÖÒÏÅÀÍÉ ×ÖÍØÝÉÀ 244
ÓÀÛÖÀËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ 239
ÓÀÛÖÀËÏ ÊÅÀÃÒÀÔÖËÀÃ

ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ 239
ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ 183
ÓÄÐÀÒÀÁÄËÖÒÉ ÌÄÔÒÉÊÖËÉ

ÓÉÅÒÝÄ 444
σ-ÀËÂÄÁÒÀ 39
σ-ÀËÂÄÁÒÄÁÉÓ ÁÏÒÄËÉÓÄÖËÉ

ÍÀÌÒÀÅËÉ 205
σ-ÀËÂÄÁÒÄÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓÄÖËÉ

ÍÀÌÒÀÅËÉ 203, 226
σ-ÒÂÏËÉ 38
σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ

ÓÉÅÒÝÄ 211
σ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ

×ÖÍØÝÉÀ 50
ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ÁÀÆÉÓÉ 369
ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÉ 266, 358
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÊËÀÓÉ 5
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ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÄÃÀ
ÆÙÅÀÒÉ 58

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
ÆÙÅÀÒÉ 59

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ØÅÄÃÀ
ÆÙÅÀÒÉ 58

ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÏãÀáÉ 5
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÏãÀáÉÓ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ

5
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÏãÀáÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ 5
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÏãÀáÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÄ

5
ÓÉÌÒÀÅËÄÈÀ ÏãÀáÉÓ ßÄÅÒÈÀÂÀÍ

ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÊËÀÓÉ 5
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÉÀÌÄÔÒÉ 440
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ Ey ÊÅÄÈÀ 202
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ Ex ÊÅÄÈÀ 202
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ

×ÖÍØÝÉÀ 122
ÓÉÌÞËÀÅÒÄ 2
ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ

ÆÏÌÀ 341
ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ 333
ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ 285
ÓÒÖËÉ ÆÏÌÀ 80
ÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄ 208
ÓÒÖËÉ ÌÄÔÒÉÊÖËÉ ÓÉÅÒÝÄ 443
ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ 25
ÓÖÓÔÉ (1, 1) ÔÉÐÉ 264
ÓÖÓÔÉ ÔÉÐÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ 262

ÔÏÍÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 211, 219, 228
ÔÏÍÄËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ 210, 219, 228
ÔÒÀÍÓÝÄÍÃÄÍÔÖËÉ ÒÉÝáÅÉ 13

ÖÁÀÍ-ÖÁÀÍ ÌÖÃÌÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÀ 325
ÖßÚÅÄÔÉ ÀÓÀáÅÀ 442
ÖßÚÅÄÔÉ ËÄÁÄÂ-ÓÔÉËÔÉÄÓÉÓ ÆÏÌÀ

341
ÖßÚÅÄÔÉ ÌÖáÔÉ 395

×ÀÔÖÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 158

×ÀØÔÏÒ-ÓÉÅÒÝÄ 445
×ÉÍÉÔÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ 242
φ-ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ 422
×. ÒÉÓÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 140
×ÖÁÉÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ 211, 219, 228
×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 211, 219, 228
×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÌßÊÒÉÅÉÓ

ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ 329
×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ 443
×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÆÒÃÀÃÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ

151
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÍÀáÅÄÅÉ 223
×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÆÄÃÀ

ÓÀÆÙÅÀÒÉ 248
×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ

ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ 188
×ÖÍØÝÉÉÓ fy ÊÅÄÈÀ 210
×ÖÍØÝÉÉÓ fx ÊÅÄÈÀ 210
×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÆÒÃÉ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ 66
×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÉÒÅÄËÚÏ×ÉËÉ 188
×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

184
×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ 211
×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÒÄÖËÉ ÍÀÆÒÃÉ

ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ 67

ØÅÄÌÏÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ
×ÖÍØÝÉÀ 56

ÙÉÀ ÁÉÒÈÅÉ 439
ÙÉÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ 440

ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ 443

ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉ 24
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ

×ÖÍØÝÉÀ 285
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ

×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ 333
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ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ
×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀÛËÀ
334

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀáÔÏÌÈÀ ×ÖÍØÝÉÀ
331

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÃÀÛËÀ
290

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ
ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉ 333

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÆÏÌÉÀÍÉ ÓÉÅÒÝÄ
211

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÏÀÒÛÉÄÁÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ 353

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ 440
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ

×ÖÍØÝÉÀ 50
ÛÄáÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ 439
ÛÉÂÀ ÌÏÝÖËÏÁÀ 101
ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ 439
ÛÉÂÍÉÃÀÍ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÊÅÀÆÉÆÏÌÀ

64
ÛÖÀËÄÃÖÒÉ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

ÈÄÏÒÄÌÀ 10

ÜÀÊÄÔÉËÉ ÁÉÒÈÅÉ 439
ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ 440
ÜÄÁÉÛÄÅÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ 168

ÝÄÍÔÒÉÒÄÁÖËÉ ÁÀÆÉÓÉ 375

ÞÅÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ
ÁÀÆÉÓÉ 369

ÞËÉÄÒÀÃ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀ 360
ÞËÉÄÒÉ (1, 1) ÔÉÐÉ 264

ßÀÊÅÄÈÉËÉ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ
ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ 350

ßÀÒÌÏØÌÍÉËÉ ÒÂÏËÉ (ÀËÂÄÁÒÀ,
σ-ÒÂÏËÉ, σ-ÀËÂÄÁÒÀ,
ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ÊËÀÓÉ) 43

ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ 131

ßÉÒÉ 314
ßÉÒÉÓ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÆÀÝÉÀ

322
ßÉÒÉÓ ÊÅÀËÉ 314
ßÉÒÉÓ ÓÉÂÒÞÄ 316
ßÒ×ÄÅÀÃÉ ßÉÒÉ 316
ßÒ×ÉÅÉ (ÅÄØÔÏÒÖËÉ) ÓÉÅÒÝÄ 444
ßÒ×ÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ 23
ßÒ×ÉÅÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ 445

ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ
ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
171

äÀÍÉÓ ÃÀÛËÀ 378
äÀÒÃÉ-ËÉÔËÅÖÃÉÓ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ 262
äÀÒÃÉ-ËÉÔËÅÖÃÉÓ ÌÀØÓÉÌÀËÖÒÉ

×ÖÍØÝÉÀ 262
äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ 118
äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ d-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÂÀÒÄ ÆÏÌÀ 117
äÀÖÓÃÏÒ×ÉÓ d-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÆÏÌÀ 117
H-ÃÀÛËÀ 37
äÄËÃÄÒÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ 232
äÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 415
äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ

ÉÍÅÀÒÉÀÍÔÖËÉ ÁÀÆÉÓÉ 367
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